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Exemples de fonctions
de Artin de germes d’espaces analytiques

Guillaume Rond

Abstract.

We define here the Artin functions of a germ of analytic space.
Artin functions are analytic invariants of the germ and a measure of
its singularity. In general these functions are very difficult to compute.
We give a few properties of these functions and we present some
examples.

§1. Préliminaires

Soit k un corps valué (par exemple k = R, C, Q,, ...). Pour tout
entier N > 1, notons Oy lanneau local k{71, ..., Tn}, m son idéal
maximal et Oy := k[[T1, ..., Tn]] son complété pour la topologie m-
adique. Nous noterons ord la valuation m-adique sur Oy:

ord(z) := max{n € N/z € m"}.

Soit I un idéal de k{X3, ..., X, } définissant un germe d’espace analy-
tique (X, 0) plongé dans (k™, 0). Nous allons définir ici la suite des fonc-
tions de Artin de (X, 0) qui sont des fonctions numériques de N dans
N. Ces fonctions sont des invariants analytiques du germe mais, mal-
heureusement, sont tres difficiles & calculer en général. Nous présentons
ici les résultats connus & propos de ces fonctions puis nous présentons
quelques exemples.

Pour tout entier p > 1, notons XZ],V I’ensemble des morphismes de

k-algebres locales Ox, o — @N/mp+1, et notons XOA(Z I’ensemble des

morphismes de k-algebres locales Ox ¢ — @N. Les projections cano-
niques

@N N @N/merl _ @N/qurl; Vp > q
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définissent par composition des morphismes
N T N Tp.a N
X ——=X ——=X", Vp>q.

Les fonctions de Artin de (X, 0) sont des fonctions qui donnent des
conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un élément de Xév puisse
se relever en un élément de X2 .

Tout d’abord, nous avons le théoréme suivant (qui est un cas légérement
plus particulier que le théoréme énoncé originallement):

Théoreme 1.1 ([Wa]). Soit k un corps valué, complet de ca-
ractéristique nulle. Soient f1, ..., fr €K[[T, X]], ou T = (T4, ..., TN)
€tX=(X1, 7Xn)

Alors il existe B: N — N telle que:
Pour tout p € N et pour tout z(T') € @]’{, tel que

x(0) =0,
et fi(z(T)) € mPPHL 1 <<,

il existe T(T) € @]’{, tel que
fi(@T)=0,1<i<r etx(T)—Z(T) €mPt!,

Dans la suite, k sera toujours un corps valué, complet de caractéristique
nulle, sauf mention du contraire.
Nous appellerons fonction de Artin des f; la plus petite fonction qui
vérifie le théoréeme précédent. Il n’est pas difficile & vérifier que cette fonc-
tion de Artin ne dépend que du morphisme k[[T]] — k[[T, X]|/(f1, ..., fr)-
Nous avons alors la définition suivante

Définition 1.2. Soit I = (f1,...,fr) unidéal de k{Xy,...,X,}
définissant un germe d’espace analytique (X, 0) plongé dans (k™, 0). Soit
N > 1 un entier. Notons Iy 'idéal de k[[T4, ..., Ty, X]|] engendré par
I. Nous appellerons N-ieme fonction de Artin de (X, 0) la plus petite
fonction Sy qui vérifie le théoreme de Artin précédent pour I'idéal Iy .

Dans le cas N = 1, un théoreme de Greenberg nous permet d’affir-
mer que 1 est bornée par une fonction affine [Gr]. Pour N > 2, ceci
a été conjecturé pendant longtemps, mais c’est en général faux [Ro2].
Nous verrons plus loin certains exemples ou ce n’est pas le cas.

Nous pouvons réénoncer ’existence de la fonction Sy en écrivant

(1) Wp(XOJZ) = ﬂﬁN(p),p(Xﬁ]YV(p))7 Vp > 1.
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C’est-a-dire qu'un élément de XV se releve en un élément de X% si on
peut le relever en un élément de X’ é\lfv )

Nous avons alors le résultat suivant qui découle d’un théoreme de Che-
valley, énoncant que 'image d’un ensemble algébrique par un morphisme
est un sous-ensemble constructible de ensemble d’arrivée:

Proposition 1.3. Soient (X, 0) un germe d’espace analytique sur
un corps valué algébriguement clos, complet de caractéristique nulle et
N € N fizés. Alors pour tout p entier, m,(XY) est un sous-ensemble
constructible de Xév,

La suite des fonctions de Artin d’un germe de variété analytique est
un invariant analytique de celui-ci; d’apres ce qui précede, nous voyons
que By ne dépend que du morphisme k[[T']] — K[[T, X]}/(f1, -, fr)-
Par ailleurs, cette suite est, en quelque sorte, une mesure de la singularité
du germe. En effet nous avons la proposition suivante:

Proposition 1.4 ([H1]). Soit(X, 0) un germe d’espace analytique
sur un corps k et N > 1 un entier. Alors la N-iéme fonction de Artin de
(X, 0) est égale a lidentité si et seulement si le germe est non-singulier.

Le but de ce travail est d’étudier la suite des fonctions de Artin
d’un germe d’espace analytique. Dans cette optique nous allons tout
d’abord énoncer les premiers résultats connus a propos de ces fonctions
(essentiellement sur 7). Ensuite nous allons introduire deux outils utiles
dans I’étude de fonctions de Artin: le théoreme d’Izumi et un théoreme
d’approximation diophantienne da a 'auteur. Enfin nous allons donner
une liste des exemples connus de fonctions de Artin de germes d’espaces
analytiques.

§2. Propriétés des fonctions de Artin d’un germe d’espace
analytique

Nous pouvons énoncer les propriétés suivantes de ces fonctions.

Proposition 2.1. Nous avons le propriétés suivantes:
i) Soient (X, 0) un germe d’espace analytique et (On)n sa suite
de fonctions de Artin. Nous avons les inégalités

VN >1,¥peN, Bn(p) < Bnt1(p)

ii) Soient (X, 0) et (Y, 0) deux germes d’espaces analytiques, définis
respectivement par les idéaux I et J, et (On)n et (By)n leurs
suites de fonctions de Artin respectives. Notons (yn)n la suite
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de fonctions de Artin du germe (XUY, 0) défini par l'idéal INJ.
Nous avons alors les inégalités

VN >1,V¥p €N, v (p) < Bn(p) + By (p).

Preuve. Montrons i). Soit fi, ..., fr un systeme de générateurs de
Vidéal I définissant le germe (X, 0). Soit z(T) € O% tel que fi(z(T)) €
mfyv+1(P)+1 1 < § < r. Nous avons donc Pexistence d’un Z(T) € @]’QH
tel que f(Z(T)) = 0 et z(T) — Z(T) € mP*!. En annulant Ty 1 dans
Vécriture de Z(T), nous trouvons Z(T) € O tel que f(F(T)) = 0 et
2(T) —ZT(T) € mP+L,

Montrons maintenant ii). Soit f1, ..., fr (resp. g1, ..., ¢gs) un systéme
de générateurs de 'idéal I définissant le germe (X, 0) (resp. (Y, 0)).
Soit # € O tel que h(z) € mAN@+ANP+L pour tout h € 1N .J. En
particulier f;(z)gr(z) € mPN@+ENEFL pour tout j et k. Alors nous
avons soit f;(z) € mPv®+! pour tout j, soit gx(x) € mA¥PIFL pour
tout k. D’oti l'existence de T tel que x — 7 € mP*! et f(Z)g(T) = 0, et
donc tel que h(xz) = 0 pour tout h € I N J. Q.E.D.

Nous verrons plus tard que la premiere de ces inégalités peut étre
stricte.
Dans le cas des hypersurfaces, plusieurs auteurs ont étudié 31, appelée
parfois fonction de Artin-Greenberg du germe [LJ], [H1]. Le calcul ex-
plicite de 31 pour les courbes planes a méme été effectué [H2], et montre
que celle-ci, avec la donnée de la multiplicité, est un invariant topolo-
gique complet pour les courbes planes. M. Hickel a aussi montré que
la constante égale & 6 := lim,3;(p)/p est une contrainte sur le nombre
d’éclatements nécessaires a désingulariser un germe d’hypersurface:

Proposition 2.2 ([H2]). Soit (X,0) un germe d’hypersurface
compleze singulier défini par une équation. Soit une suite d’éclatements
@; de centres lisses Z; ot X; est équimultiple le long de Z;, X;11 est la
transformée stricte de X; et ot X,, est lisse:

Wn Pn Wn—l Pn—1 . P1 Wo
X, = X B S X = X
Alors nous avons
0—1
(2) n>
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ot 0 := lim,B31(p)/p, 1 est la premiére fonction de Artin de (X, 0) et
mo est la multiplicité de X en lorigine.

La premiere fonction de Artin de (X, 0) nous donne donc une condi-
tion nécessaire quant a la désingularisation d’un germe d’espace analy-
tique.

Dans le cas des hypersurfaces, une premiere majoration effective de
a été obtenue [LJ], améliorée ensuite par M. Hickel:

Théoreme 2.3 ([H1]). Soient f un germe de fonction holomorphe
a lorigine de C™ et J¢ lidéal jacobien de f (i.e. lidéal dek{X1,... , Xn}
engendré par les dérivées partielles de f). Notons (X, 0) C (C™, 0) (resp.
(X7, 0) C (C", 0)) le germe de variété associé a f (resp. a Jy) et B
(resp. 1) sa premiére fonction de Artin. Alors nous avons

(3) Bi(p) < B1(p) +p, VieN

Ce théoreme relie la fonction de Artin de (f) avec celle de son ja-
cobien, et cette inégalité est bien meilleure que celle qui apparait dans
la preuve du théoréme de Greenberg, et qui est de la forme 5 < 20
(cf. [Gr]). En particulier, dans le cas d’un germe a singularité isolée, ce
théoreme permet d’obtenir le résultat suivant:

Théoreme 2.4 ([H1]). Soit f un germe de fonction holomorphe
a Dorigine de C™ définissant un germe de variété analytique (X, 0). Sup-
posons que (X, 0) est a singularité isolée et notons v son erposant de
Eojasiewicz ([LJ-T] ou [H1]). Alors

(4) B1(i) < |vi| +i, VieN.

Ces deux derniers résultats sont cependant faux si N > 2, comme
nous le verrons dans la dernieére partie.

63. théoréme d’Izumi et théoréeme d’approximation diophan-
tienne

Nous présentons ici deux résultats (1'un d’algebre commutative, I’au-
tre d’arithmétique) qui sont deux cas particuliers de majoration affine
d’une fonction de Artin. Ces deux résultats seront utilisés par la suite
pour estimer certaines fonctions de Artin.

3.1. Théoréme d’Izumi

Ce théoreme donne une caractérisation des algebres analytiques integres:
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Théoreme 3.1 ([Iz][Re]). Soient
R = k[[Tl, ceey TN]]/(fl; ceey fp),

avec k un corps, et m son idéal mazximal. Alors R est intégre si et seule-
ment si il existe deuxr constantes a et b telles que:

Vz,y € R, v(zy) < a(v(z) +v(y) +b
ot v est l'ordre m-adique sur R.

Pour tout anneau local R, nous avons toujours v(zy) > v(x) +v(y),
quelques soient x et y dans R. Ce théoréme peut se réénoncer sous la
forme suivante:

Théoréeme 3.2 ([Ro3]). Si(f1, ..., fp) est un idéal premier de
O, alors la fonction de Artin de XY — Yo fiZi € ON[IX, Y, Z]] est
bornée par une fonction affine de la forme p — 2ap + ¢ ou a est la
constante du théoréme précédent.

Exemple 3.3. Soit f € @N une série irréductible. Alors, XY — f
n’admet pas de zéro (z(T'), y(T)) tel que z(0) = y(0) = 0. Sa fonction de
Artin est donc constante. Notons ¢(f) cette constante. D’autre part, la
fonction de Artin de XY — fZ est bornée par une fonction affine d’apres
le Théoreme 3.2.

Si e(f) = ord(f), c’est-a-dire si le cone tangent a la variété formelle
{f = 0} est irréductible, alors v est une valuation, et les constantes a et
b du Théoreme 3.1 peuvent étre choisies respectivement égales a 1 et 0.
On peut alors voir que la fonction p — 2p + ¢ (o1 ¢ est une constante
bien choisie) majore la fonction de Artin de XY — fZ.

La question naturelle qui se pose est de savoir, en général, comment
relier le coefficient de linéarité d’une fonction affine majorant la fonction
de Artin de XY — fZ, et les constantes ¢(f) et ord(f).

3.2. Théoreme d’approximation diophantienne
Nous allons noter ici Vy = {(z/y) /z, y € Oy et ord(z) > ord(y)},
I’anneau de valuation discrete qui domine Oy pour ord et

VN :=k(Ty/Tx, ..., Tn—1/TN)[[Tn]]

le complété pour la topologie m-adique de Vy. Les corps Ky et K N sont
respectivement les corps de fractions de 0 ~ et de ‘A/N. La valuation ord
définit une norme | | sur Oy en posant |z| = e="4®) et cette norme
induit une topologie appelée topologie m-adique. Cette norme s’étend
naturellement a Ky et K ~. On peut remarquer que K N est le complété
de Ky pour la norme | |. Nous avons alors le théoréme suivant:
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Théoréeme 3.4 ([Rod]). Soit z € Ky algébrique sur Ky tel que
z ¢ Kn. Alors il existe a > 1 et K > 0 tels que

()

€T ~
z— —‘ > Kly|*,Vz, y € On.
Y

Ce théoréme est un cas particulier de majoration affine de fonctions
de Artin. En effet, celui-ci est équivalent au théoréme suivant:

Théoreme 3.5 ([Rod]). Soit P(X,Y) un polyndme homogéne en
X et'Y a coefficients dans On. Alors P admet une fonction de Artin
bornée par une fonction affine de la forme p — (d4+a)p+c, ot d est le
degré de P, a est la constante du Théoreme 3.4 précédent et c est une
constante.

Exemple 3.6. Nous pouvons faire le parallele avec le théoreme
d’Tzumi. Soit Q(Z) un polynéme en une variable a coefficients dans On.
Supposons que @ n’ait pas de zéro dans o ~ - Alors la fonction de Artin de
@ est constante. L’exemple le plus caractéristique est le cas ou Q(Z) =
Z% — u et oul u n’est pas une puissance d-ieme dans @N. Dans ce cas
notons c¢(u) la valeur constante de la fonction de Artin de Q. Notons
P(X,Y) ’'homogénéisé de Q (i.e. P(X,Y) = YIQ(X/Y)). D’apres le
Théoreme 3.5, P admet une fonction de Artin majorée par une fonction
affine.

Si c(u) = ord(u), c’est-a-dire si le terme initial de u n’est pas une puis-
sance p-ieme dans @N, alors u n’est pas une puissance p-ieme dans ‘A/N
et donc dans ]KN. Le Théoreme 3.4 est donc vide dans ce cas, et I'on
peut montrer que la fonction de Artin de P est bornée par une fonction
de la forme p — dp + ¢, avec ¢ bien choisie.

La encore, la question naturelle qui se pose est de savoir, en général,
comment relier le coefficient de linéarité d’une fonction affine majorant la

fonction de Artin de P(X, Y') (o, de maniére équivalente, une constante

d

a intervenant dans le Théoréme 3.4 pour z € Ky tel que 2% = u), et les

constantes c(u) et ord(u).

§4. Exemples

Nous allons donner ici, pour plusieurs germes d’espaces analytiques,
le comportement des différentes fonctions de Artin de ceux-ci. Pour N >
2, un tel comportement est en général tres difficile & déterminer. Dans
chaque cas, Oy est la N-ieme fonction de Artin du germe considéré.
Nous considérerons parfois le cas ou k est de caratéristique positive, si
les By existent alors.
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4.1. Germe de variété défini par un mondéme

Ce premier cas, tres simple, est celui d’un germe d’espace (X, 0) C
(k™, 0) défini par une équation de la forme X" ... X» = 0. Nous avons
alors la proposition:

Proposition 4.1. Pour tout N > 1, nous avons
Bn(p) = (n1+ -+ ny)p, Vp € N.

Preuve. 1l est clair que si 7' ---zfn € m(mtFna)ptlalors il
existe i tel que ord(z;) > p+ 1. D’autre part, si pour tout ¢ nous posons
z; = TP, alors o' -+ gln = TmF+m)p ¢ mlt4n)p Cependant
ord(z;) < p+ 1. D’ou égalité. Q.E.D.

4.2. Germe de variété réduite a composantes irréductibles
lisses

Les fonctions de Artin d’un germe d’espace analytique réduit dont
chaque composante irréductible est lisse sont toutes bornées par une
fonction linéaire p — m p ot m est le nombre de composantes irréductibles
du germe en 0. Ceci découle du fait que les fonctions de Artin de (X U
Y, 0) sont bornées par celles de (X, 0) plus celles de (Y, 0), et que les
fonctions de Artin d’un germe lisse sont toutes égales a 'identité. Plus
précisément nous avons la proposition:

Proposition 4.2. Soient (X, 0) un germe d’espace analytique réduit
dont toutes les composantes irréductibles sont lisses. Supposons que le
corps de base n’est pas de cardinal fini. Alors

Bn(p) =mp, Vp €N, VN € N*

ou m est le nombre de composantes irréductibles du germe en 0.

Preuve. D’apreés la remarque précédente, il suffit de montrer que
Bn(p) > mp pour tout p. Supposons que k n’est pas de cardinal fini.
Nous allons donner la preuve de ce résultat dans le cas de 2 composantes
irréductibles (i.e. m = 2), le cas général étant identique. Soient I et
J les idéaux de k{Xy, ..., X,,} définissant respectivement (X, 0) et
(Y, 0) deux germes lisses distincts. Nous avons k{ X1, ..., X,,}/INJ =
k{Y1, ..., Y,}/K ot K est inclu dans {Xj, ..., X,}? car X UY n’est
pas lisse. Soient I/I N K et J/J N K les idéaux de k{Y1, ..., Y, }/K
engendrés par I et J, et I’ et J' les idéaux de k{Y1, ..., Y.} engendrés
par les images reciproques de I/INK et J/JNK respectivement. Comme
X et Y sont lisses, ces idéaux sont inclus dans (Y7, ..., ¥;) mais pas dans
(Y1, ..., Y.)% Soient f et g deux éléments de I’ et J’ respectivement
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qui ne sont pas dans (Y1, ..., ¥;.)2 Soit (y1, ..., ¥») un élément de k"
n’appartenant ni aux zéros de la forme initiale de f, ni aux zéros de
celle de g. Un tel (y1, ..., y,) existe car k n’est pas un corps fini. Pour
tout h € INJ, h(pTY, ...,y I7) € m?? car K C (Y1, ..., Y,)2 Si
nous avions Gy (p) < 2p, alors il existerait g, (7T), ..., 3, (T) tels que
h(y(T)) = 0 pour tout h € INJ, et 5,(T) —y; TF € mP*! pour tout i. En
particulier, f(7)g(y) = 0. Or (y1, ..., yr) n’appartenant ni aux zéros de
la forme initiale de f, ni aux zéros de celle de g, ceci est impossible et
By (p) > 2. QE.D.
4.3. Cusp

Soit (X, 0) C (k2, 0) le germe d’espace analytique défini par X2 —
Y3 = 0. Nous avons alors la proposition:

Proposition 4.3. Nous avons les cas suivants:
i) SiN=1etk=C, nous avons

B1(p) = 3p, Vp & (2)
Bi(2) =4 et B1(p) = 3(p—1), Vp € (2)\{2}.

il) Si N =1 etk est un corps qui contient un élément \ qui n’est
pas un carré (ex: k = R), nous avons

Bi(p) = 3p, Vp e N.

i) SiN > 2 etsik est un corps de caractéristique différente de
2 ou 3, nous avons

lim pBy(p)/p > 4.
p—+00

Preuve. 1) La premiére assertion découle du calcul de la premiere
fonction de Artin d’une branche plane (cf. Théoréme 2.1 [H2]).
ii) Supposons que N = 1 et k est un corps qui contient un élément A
qui n’est pas un carré. En particulier A* n’est pas un carré (si A3 = p?
alors (p/A\)? = X ce qui est impossible).
Posons alors z = 0 et y = ATP. Nous avons z2 — y3 = —\3T°P. Si
B1(p) < 3p, alors il existe T et § avec T2 — 7> =0 et T — = et J — y sont
dans mP*!. Dans ce cas, néssairement le terme initial de Z2 doit étre
égal au terme initial de 7° qui est égal & X3T3®=1)_ Or X3 n’est pas un
carré, donc ceci est impossible et (81(p) > 3p.
D’autre part, si 22 — 3 € m3P*! alors deux cas peuvent se produire:
si ord(z) > p+ 1 et ord(y) > p+ 1, alors nous posons T =y = 0, et
nous avons 72 — 5> =0 et T —z, J —y € mPTL. Si ord(z) < p+1 ou
ord(y) < p+ 1, alors les termes initiaux de 22 et de y3 sont égaux, car
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2? —y? € m3*L Donc y? est un carré dans k[[T]], et nous avons alors
(x—13/?)(z+y%/?) € m®"*1. Donc ord(z —y*/?) > p+ 1 par exemple, et
nous posons T = y3/2 et ¥ = y. Dans tous les cas nous avons 72— y3 =0
et T —x, 7 —y € mPTl Donc £ (p) < 3p.

La troisieme assertion découle de [Rol]. Q.E.D.

4.4. Parapluie de Whitney

Soit (X, 0) C (k3, 0) le germe de variété défini par X2 — ZY2 =0
ou k est un corps muni d’une norme. Nous avons alors la proposition:

Proposition 4.4. Nous avons les cas suivants:
i) Si N =1, nous avons

B1(p) < 3p, Vp > 1.

ii) Si N >2 et cark =2, nous avons

B1(p) < 3p, Vp > 1.

iii) Si N >2 et cark # 2, nous avons

2
Onp) = +p—4, W= 1.

Preuve. Notons P(X,Y, Z) = X? - ZY?.
Le cas i) découle du Théoréme 2.3 si k = C. Dans le cas général, suppo-
sons que nous ayons x, i et z dans O; tels que 22 — zy? € m3PT1. Alors
trois cas se présentent:
- Supposons que ord(y) < p+1 et ord(x?) = ord(zy?). Donc 22 /y? —z €
mPt! et nous posons T =z, Yy =y et 2 = xz/yQ.
- Supposons que ord(z?) # ord(zy?). Alors ord(xz) > p + 1, et soit
ord(z) > p+ 1 soit ord(y) > p+ 1. Nous posons alors T =0, et Z =0 et
y = y dans le premier cas, et Z = z et § = 0 dans le second cas.
- Supposons enfin que ord(y) > p + 1 et ord(z?) = ord(zy?). Alors
ord(z) > p+ 1. Nous posons alors T =0,7 =0 et Z = z.
Dans tous les cas P(Z, 7, Z) = 0 et

T—x,§—vy, Z—2€mPth

ii) Soient x, y et z dans Oy, avec N > 2, tels que 22 — zy? € m3P+!,
Notons

a =ord(z), f=ord(y), v=ord(z).
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Si B > p, nous posons T =0, y = 0 et Z = z. Nous avons alors

(l‘ _ 5)2 _ .132 c mnlin{3p+1, 28+~} C m2p+2

et donc T — x € mPT!. Clairement § — y et Z — z sont dans mP*+! et
72 — 7% = 0.

Supposons maintenant que G < p. Nous pouvons écrire z = 2z, + 211 +
Zyt2 + -+ ol zq est homogene de degré d. Soit v, le plus petit entier
pour lequel z,, n’est pas un carré. Comme cark = 2, les monoémes
apparaissant dans 1’écriture de z2 et de y? sont tous des carrés et donc
v1 + 28 > 3p+ 1. Notons Z = 2, + zy41 + -+ + 2y, —1; en particulier
Z — z € m3PH1=28 « mPH1 Cet élément est un carré, disons Z = u?, car
car k = 2. Nous avons alors 22 — (uy)? = (z — uy)(z + uy) € m3P+L,
Donc, par exemple, z — uy € mlGPTD/2l « mP+l Posons alors T = uy
et 7 = y. Nous avons alors # —Z € mPT y — g€ mPTl et 2 — 7 € mPT,
et de plus 22 — zg% = 0.

iii) Nous allons donner ici une idée de la preuve de ce résultat. Pour
plus de détails, on pourra se reporter a [Ro2]. Considérons le polynome
Pu(X,Y) = X2—u,Y? avec up, = TE+T¥ et k > 2. L’idée est de voir que
toute majoration affine de la fonction de Artin de Py a un coefficient de
linéraité supérieur a k, et ensuite de considérer ce polynéme comme une
“spécialisation” du polynome P. L’élément uy n’est pas un carré dans
On, et donc P, admet une fonction de Artin majorée par une fonction
affine de la forme p — a(k)p + b(k) d’apres le théoreme 3.5. L’idée est
de voir que le plus petit a(k) possible est minoré par k/2+ 1. Pour cela,

il suffit de voir que uy est un carré dans Vy.

Notons
7P 1TEP (—=1)"= (20 — 2)! TP
Zk::Tl s o —2n+ .
277 81Ty 22n=1(n —1)In! T7
Nous avons zi = uy. Notons zj, la troncation de z; a l'ordre p et

solent xp et yrp deux éléments de Oy tels que 2k p/Yrp = Zk,p, €t
tels que zgp et yi p sont premiers entre eux. Alors |z, — (Tk, p/Yk, p)| =
Kilygp|®/2~1. En utilisant le théoréme 3.5, nous voyons donc que le
plus petit a(k) possible est minoré par k/2 + 1.

Maintenant, P(xx p, Yk p, ug) € mEF2DP=4 Or les zéros (z, y, z) de P
sont de deux formes: soit z = y = 0, soit z est un carré. Donc

sup  (min{ord(zy, , — ), ord(yr,, — y), ord(ux — 2)})
P(z,y,2)=0

< max(2k — 3, p).
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Donc en posant p = k+2, nous voyons que P(Zk, k+2, Uk, k+2; uk)mk2+4k
mais

sup  (min{ord(zy, k42 — @), ord(yi, k42 — y), ord(ux — 2)})
P(x,y,2)=0

<2k -3.

Nous avons donc une solution approchée de P & l’ordre k% + 4k mais la
différence entre cette solution approchée et une vraie solution est d’ordre
inférieur a 2k — 3. Q.E.D.

4.5. Le germe de variété défini par X; X, — X3X4, =0

Considérons (X, 0) C (k?*, 0) le germe de variété défini par X; Xo —
X3X4 =0 ouk est un corps muni d’une norme. Nous avons alors la

Proposition 4.5. Nous avons les cas suivants:
i) Si N =1, nous avons

ii) Si N >3, nous avons
Bi(p) >p* =1, Vp>1.

Preuve. Notons P(Xl, XQ, )(37 X4) = X1X2 — X3X4.
Montrons i). Soient x1, xo, o3, ¥4 tels que r1x2 — x374 € M?PTL Si
ord(z1) > p+ 1 ou ord(z2) > p + 1, alors ord(zs) > p+ 1 ou ord(x4) >
p+ 1. Par exemple ord(z1) > p+1 et ord(zs) > p+ 1. Dans ce cas nous
posons T1 = 0, To = 22, T3 =0 et Ty = 24.
Si, pour tout 4, ord(x;) < p, alors les termes initiaux de z1z2 et de x4
sont égaux. Donc, par exemple x; divise x3. D’ou

x
£ =q9 — gy € m2Prord@)FL — ptl
T

Nous posons alors 1 = x1, To = 22 — €, T3 = X3 et Ty = x4.
Dans tous les cas nous avons P(Z1, Te, T3, T4) = 0 et

- - - - 1

T1 — 1, To — Ta, Ty — T3, Ty — 4 € mPHL,
Cela prouve que (31 (p) < 2p pour tout p.
Enfin, supposons qu’il n’y ait pas égalité, c’est-a-dire qu’il existe p tel
que B1(p) < 2p — 1. Posons alors 1 = 23 = T? et 3 = 24 = 0. Nous
avons alors 1 xs — £3z4 € m?P. 11 existe donc des T; pour 1 < i < 4 tels
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que P(Ty1, Ta, T3, T4) = 0 et T; — 2; € mP. Nous pouvons alors écrire
T; = x; +¢&; ou g; € mP. Nous avons alors

(6) T3P + Tp(€1 + 52) +e169 — €364 =0

Or ord(TP(e1 + €2)), ord(e1e2) et ord(eszes) sont tous plus grand que
2p + 1, donc nous ne pouvons avoir 1’égalité 6.

ii) La encore nous n’allons donner ici qu'une idée de la preuve. Pour
plus de détails, on pourra se reporter au théoreme 5.1 de [Ro3].

Notons Pk(Xl, XQ, Xg) = X1X2 - (TlTQ - T;)Xg Comme T1T2 - T;
est irréductible dans Oy, alors P, admet une fonction de Artin majorée
par une fonction affine de la forme p — a(k)p + b(k). On peut montrer
que le plus petit a(k) possible est au moins égal & k (cf. [Iz]). Soient
r1,, = T7, 12, = TY. Alors x1,,72,, € (TyT> — T¥) + mP*. Donc il
existe 3 p 1 tel que z1 @2, — (1112 — TF)x3, p, 1 € MPE.

Posons k = p. Notons z4,, = T1To — T%. Soit (1, @2, x3, 24) une vraie
solution de P.

Sizy—x4,p € mPt1 alors on peut montrer que x4 est irréductible. Dans
ce cas x1 ou z est divisible par z4. Or les termes initiaux de x; ) et de
22, ne sont pas divisibles par le terme initial de x4, qui est le terme
initial de x4. Donc soit ord(z1 — z1,) < p, soit ord(ze — z2 ) < p.

Le second cas est x4 — x4, p ¢ mPtL,

Dans les deux cas nous avons

sup (min{ord(z1,, — 21), ord(z, , — 22),
P(z)=0

ord(zs, p,p — x3), ord(z4,, — x4)}) <p.

Nous avons donc une solution approchée de P & l'ordre p? mais la
différence entre cette solution approchée et une vraie solution de P est
d’ordre inférieur & p. Q.E.D.

Nous pouvons remarquer ici que la premiére fonction de Artin ne différencie
pas ce germe d’un germe défini par un mondéme de degré 2. Cependant
les N-iemes fonctions de Artin de ces deux germes, pour N > 3, sont
différentes. Une question naturelle qui se pose est la suivante:

Soit (X, 0) un germe d’espace analytique. Si il existe a tel que By (p) =
ap pour tous p et N entiers, alors I'idéal des fonctions de (X, 0) est-il
un produit d’idéaux définissants des germes lisses ?
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