
PROPRIÉTÉS DE RÉGULARITÉ DES MORPHISMES
D’ALGÈBRES ANALYTIQUES

par

Guillaume Rond

Résumé. — Nous faisons un survol des propriétés de régularité des morphismes d’algèbres
analytiques. En particulier nous étudions la conservation de l’injectivité d’un morphisme
d’algèbres analytiques par passage aux complétés.

1. Préliminaires

1.1. Séries convergentes et théorème de préparation. —

Définition 1.1. — Soit k un corps valué (pas nécessairement complet) et soit n ∈ N. Une
série formelle f =

∑
α∈Nn fαx

α1
1 ...xαnn ∈ k[[x1, ..., xn]] est dite convergente si il existe une

constante R > 0 telle que ∑
α∈Nn

|fα|Rα1+···+αn < +∞.

Le sous-ensemble de k[[x1, ..., xn]] formé des séries convergentes est un sous-anneau de l’an-
neau k[[x1, ..., xn]], et est noté k{x1, ..., xn}.
On notera On l’anneau k{x1, ..., xn} et Fn l’anneau k[[x1, ..., xn]] quand aucune confusion
ne sera possible.

Définition 1.2. — Soit k un corps valué. Une algèbre analytique sur k est une k-algèbre
A isomorphe à un quotient On/I où n ∈ N et I est un idéal propre de On.
Une k-algèbre formelle est une k-algèbre A isomorphe à un quotient Fn/I où n ∈ N et I est
un idéal propre de Fn.

Les algèbres analytiques et formelles sont des anneaux locaux nœthériens [Ho].
Si A est un anneau local on notera mA son idéal maximal, et Â son complété pour la topologie
mA-adique. Si ϕ : A −→ B est un morphisme d’anneaux locaux (i.e. ϕ(mA) ⊂ mB), on note
ϕ̂ : Â −→ B̂ le morphisme d’anneaux locaux induit par completion.
On a alors le théorème suivant :
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Théorème 1.3 (Théorème de préparation de Weierstrass)
Soient d ∈ N et f ∈ On tels que f(0, ..., 0, xn) = xdng(xn) avec g(0) 6= 0. Alors il existe

ai ∈ On−1, pour 0 ≤ i ≤ d − 1, avec ai(0) = 0 pour tout i, et u(x) ∈ On avec u(0) 6= 0 tels
que

f(x1, ..., xn) = u(x1, ..., xn)
(
xdn + ad−1(x1, ..., xn−1)xd−1

n + · · ·+ a0(x1, ..., xn−1)
)
.

De plus une telle écriture est unique.
Le résultat analogue reste vrai si l’on remplace respectivement On et On−1 par Fn et Fn−1.

Définition 1.4. — On appelle polynôme de Weierstrass de degré d en la variable xn tout
élément f ∈ On tel que

f = xdn + ad−1(x1, ..., xn−1)xd−1
n + · · ·+ a0(x1, ..., xn−1)

avec ai(0) = 0 pour 1 ≤ i ≤ p− 1.

Remarque 1.5. — Soit f ∈ k[[x1, ..., xn−1]][xn] un polynôme de Weierstrass en la variable
xn. Alors il existe u ∈ k[[x1, ..., xn]] inversible tel que uf ∈ k{x1, ..., xn} si et seulement si
f ∈ k{x1, ..., xn}. Ceci résulte de l’unicité de la décomposition de Weierstrass de uf .

Théorème 1.6 (Théorème de division de Weierstrass). — Soient f ∈ On et g ∈ On
un polynôme de Weierstrass de degré d en la variable xn. Alors il existe q ∈ On et r ∈ On, r
étant un polynôme de Weierstrass en xn de degré inférieur strictement à g, tels que f = qg+r.
Le résultat analogue reste vrai si l’on remplace respectivement On et On−1 par Fn et Fn−1.

Théorème 1.7 (Théorème de préparation de Weierstrass bis)
Soient A et B deux algèbres analytiques (resp. formelles) sur un corps k valué. Soit ϕ :

A −→ B un morphisme de k-algèbres locales. Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) B est finie sur A (i.e. B est un A-module de type fini par ϕ).
ii) B est quasi-finie sur A (i.e. B/mAB est un espace vectoriel de dimension finie sur
A/mA).

1.2. Propriétés conservées par passage aux complétés [Ho]. —

Corollaire 1.8. — Soit ϕ : A −→ B un morphisme d’algèbres analytiques. Alors B est
finie sur A si et seulement si B̂ est finie sur Â.

Démonstration. — En effet, d’après le théorème 1.7, B est finie sur A si et seulement si
B/mB est finie sur A/mA. Or B̂/m bB ' B/mB et Â/m bA ' A/mA. En appliquant alors le
théorème de préparation pour les algèbres de séries formelles, on obtient le résultat.

Corollaire 1.9. — Soit ϕ : A −→ B un morphisme d’algèbres analytiques. Alors
i) ϕ est surjectif si et seulement si ϕ̂ est surjectif.
ii) Si ϕ̂ est injectif, alors ϕ est injectif.
iii) ϕ est un isomorphisme si et seulement si ϕ̂ l’est.

Démonstration. — Tout d’abord, si ϕ ou ϕ̂ est surjectif, alors B est finie sur A ou B̂ est finie
sur Â, et donc B est finie sur A et B̂ est finie sur Â d’après le corollaire précédent. Comme
B/mB ' B̂/m bB en utilisant le lemme de Nakayama on obtient la première assertion.
Si ϕ̂ est injectif, ϕ est alors clairement injectif.
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Si ϕ est un isomorphisme alors ϕ̂−1 est l’inverse de ϕ̂ qui est donc un isomorphisme. Si ϕ̂
est un isomorphisme, alors ϕ est injectif et surjectif d’après ce qui précède, donc ϕ est un
isomorphisme.

Dans [Gr], A. Grothendieck conjecture qu’un morphisme injectif d’algèbres analytiques in-
duit toujours un morphisme injectif sur les complétés. Plus généralement, on peu se demander
si un morphisme injectif ϕ : A −→ B d’algèbres analytiques vérifie ϕ̂−1(A) = B. Un pro-
blème similaire est de se savoir, lorsque l’image d’une série formelle est convergente, si c’est
alors l’image d’une série convergente : i.e. si ϕ : A −→ B est un morphisme d’algèbres ana-
lytiques, a-t-on toujours ϕ̂(Â)∩B = ϕ(A) ? Il faut attendre le papier [Ga1] de A. Gabrielov
pour avoir une réponse qui se trouve être négative à ces questions. Le but de cet article est de
donner une présentation des réponses connues (négatives en général, positives dans certains
cas) à ces questions.

1.3. Fonction de Chevalley. — Dans l’article [Ch] est montré le résultat suivant :

Théorème 1.10 (lemme de Chevalley). — Soit (A, m) un anneau local complet et soit
(In)n∈N une suite décroissante d’idéaux de A telle que ∩nIn = (0). Alors il existe une fonction
λ : N −→ N telle que pour tout entier n ∈ N, Iλ(n) ⊂ mn.

On en déduit alors le résultat suivant (en appliquant le théorème précédent à la suite
(ϕ−1(mn

B))n d’idéaux de A/Ker(ϕ̂) ) :

Corollaire 1.11. — Soit ϕ̂ : A −→ B un morphisme d’algèbres formelles sur k. Alors il
existe une fonction λ : N −→ N telle que

∀n ∈ N, ϕ−1(mλ(n)
B ) ⊂ Ker(ϕ̂) + mn

A.

La plus petite fonction λ vérifiant cette relation est appelée fonction de Chevalley du mor-
phisme ϕ̂. C’est une fonction croissante β : N −→ N.

Une question naturelle qui se pose est alors de savoir quelle peut être la croissance de la
fonction de Chevalley d’un morphisme d’algèbres formelles.

2. Interprétation en terme d’approximation de Artin cylindrique

Soit ϕ : k{x1, ..., xn}/I −→ k{y1, ..., ym} un morphisme injectif d’algèbres analytiques.
Notons ϕ′ : k{x1, ..., xn} −→ k{y1, ..., ym} le morphisme induit. Notons x et y les multi-
variables (x1, ..., xn) et (y1, ..., ym). Alors ϕ̂ est injectif si et seulement si Ker(ϕ̂′) = Ik[[x]] =
Ker(ϕ′). Pour étudier la première question, on peut donc supposer que ϕ : k{x} −→ k{y}
et étudier le problème de savoir quand est-ce que Ker(ϕ̂) est engendré par Ker(ϕ).
On peut remarquer que Ker(ϕ)k[[x]] = Ker(ϕ) := ∩c∈N (Ker(ϕ) + (x)ck[[x]]) est la clôture de
Ker(ϕ) dans k[[x]] pour la topologie de Krull de cet anneau. Notons ϕi(y) := ϕ(xi)(y) ∈ k{y}
pour 1 ≤ i ≤ n. Soit f ∈ Ker(ϕ̂). Le développement de Taylor de f(x) nous donne

f(x) = f(x)− f(ϕ(y)) =
∑
α∈Nn

1
α1!...αn!

f
(α)

(ϕ(y))(x1 − ϕ1(y))α1 ...(xn − ϕn(y))αn .
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Donc il existe gi ∈ k[[x, y]], pour 1 ≤ i ≤ n, tels que

f(x) +
n∑
i=1

(xi − ϕi(y))gi(x, y) = 0.

Alors f ∈ Ker(ϕ) si et seulement si pour tout c ∈ N il existe fc ∈ Ker(ϕ) tel que f(x)−fc(x) ∈
(x)c. En regardant le développement de Taylor des fc, on voit que f ∈ Ker(ϕ) si et seulement
si il existe fc(x) ∈ k{x} et gi, c(x, y) ∈ k{x, y}, pour tout c ∈ N, tels que

fc(x) +
n∑
i=1

(xi − ϕi(y))gi, c(x, y) = 0 ∀c ∈ N

et fc(x)− f(x) ∈ (x)c ∀c ∈ N.

Considérons maintenant P (Fi, Gj) ∈ k{x, y}[F1, ..., Fr, G1, ..., Gs]. Nous dirons que P pos-
sède la propriété d’approximation cylindrique par rapport à x si :

∀ f i ∈ k[[x]], ∀ gj ∈ k[[x, y]], tels que P (f i, gj) = 0, ∀c ∈ N,

∃fi ∈ k{x}, ∃gj ∈ k{x, y} tels que P (fi, gj) = 0,

et f i − fi ∈ (x)c, gj − gj ∈ (x, y)c pour tous 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s.

On déduit alors de la remarque précédente la proposition suivante (en fait la remarque nous
donne légèrement moins que cette propositon ; pour la preuve complète de cette proposition
voir [Ro2]) :

Proposition 2.1. — Soit l’équation suivante :

(E1) F (x) +
n∑
i=1

(xi − ϕi(y))Gi(x, y) = 0

Alors Ker(ϕ̂) = Ker(ϕ)k[[x]] si et seulement si l’équation (E1) possède la propriété d’ap-
proximation cylindrique.

On peut généraliser cela de la manière suivante :

Proposition 2.2. — [Ro2] Soit l’équation suivante :

(E2) F (x) +
n∑
i=1

(xi − pi(y))Gi(x, y) + h(y) = 0

où h ∈ k{y}. Alors l’équation (E2) possède la propriété d’approximation cylindrique si et
seulement si h ∈ ϕ(k{x}).
En particulier toutes les équations (E2), pour h ∈ k{y}, possèdent la propriété d’approxima-
tion cylindrique par rapport à x si et seulement si ϕ̂(k[[x]]) ∩ k{y} = ϕ(k{x}).
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3. Quelques exemples

3.1. Exemple de Osgood [Os]. — Soit ϕ : C{x1, x2, x3} −→ C{y1, y2} défini par

ϕ(x1) = y1, ϕ(x2) = y1y2, ϕ(x3) = y1y2e
y2 .

Soit f ∈ Ker(ϕ̂) que l’on écrit sous la forme f =
∑+∞
d=0 fd où fd est un polynôme homogène

de degré d pour tout d ∈ N. Alors 0 = ϕ̂(f) =
∑
d y

d
1fd(1, y2, y2e

y2). Donc fd = 0 pour tout
d ∈ N car 1, y2 et y2e

y2 sont algébriquement indépedants sur C. Donc Ker(ϕ̂) = (0) et de
même Ker(ϕ) = (0).

Notons Φ : (C2, 0) −→ (C3, 0) le morphisme de germes d’espaces analytiques induit
par ϕ. On voit ici que la dimension complexe du germe (Im(Φ), 0) est égale à 2, mais que le
plus petit germe d’espace formel (i.e. défini comme lieu des zéros de séries formelles) ou ana-
lytique (i.e. défini comme lieu des zéro de séries convergentes) contenant ce germe image est
le germe (C3, 0) qui est de dimension 3 sur C. L’image de Φ est donc loin d’être analytique.
en particulier le morphisme Φ n’est pas propre (par un théorème de Remmert qui assure le
caractère analytique de l’image d’un germe d’espace analytique complexe par un morphisme
propre [Re]).

3.2. Exemple de Gabrielov [Ga1]. — Son exemple est construit à partir de celui de
Osgood. On peut remarquer que "ϕ

(
x3 − x2e

x2
x1

)
= 0". Cependant x3− x2e

x2
x1 n’est pas un

élément de C{x1, x2, x3}, mais on peut l’approcher par des polynômes homogènes :
Notons

fn :=

(
x3 − x2

n∑
i=0

1
i!
xi2
xi1

)
xn1 ∈ C[x1, x2, x3], ∀n ∈ N.

Alors

ϕ(fn) = yn+1
1 y2

+∞∑
i=n+1

yi2
i!
, ∀n ∈ N.

On voit alors que (n + 1)!ϕ(fn) est une série convergente dont tous les coefficients sont de
norme plus petite que 1. De plus si le coefficient de yk1yl2 dans le développement de ϕ(fn)
est non nul alors k = n + 1. Donc h :=

∑
n(n + 1)!ϕ(fn) est une série convergente puisque

tous ces coefficients sont de norme plus petite que 1 (chaque monôme non nul de h provient
d’un seul ϕ(fn)). Or ϕ̂ étant injective, l’unique antécédant que h par ϕ̂ est nécessairement
ĝ :=

∑
n(n+ 1)!fn. Or∑

n

(n+ 1)!fn = (
∑
n

(n+ 1)!xn1 )x3 + g(x1, x2)

et
∑
n(n+ 1)!xn1 est une série divergente, donc ĝ ∈ C[[x]]\C{x}, et ϕ̂(ĝ) = h ∈ C{y}.

On voit donc que ϕ(k{x}) ( ϕ̂(k[[x]]) ∩ k{y}.

Considérons maintenant le morphisme ψ : C{x1, x2, x3, x4} −→ C{y1, y2} défini par

ψ(x1) = y1, ψ(x2) = y1y2, ψ(x3) = y1y2e
y2 , ψ(x4) = h(y1, y2).
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Alors x4 − ĝ(x1, x2, x3) ∈ Ker(ψ̂). Par ailleurs le morphisme induit par ψ̂ sur le quotient
C[[x1, ..., x4]]/(x4 − ĝ(x1, x2, x3)) est isomorphe à ϕ̂ qui est injectif. Donc on a l’égalité
Ker(ψ̂) = (x4 − ĝ(x1, x2, x3)).
Comme Ker(ψ) est un idéal premier de C{x}, Ker(ψ)C[[x]] est un idéal premier de C[[x]] (cf.
théorème 4.5 [To1]) inclus dans Ker(ψ̂). Supposons que Ker(ψ) 6= (0), alors Ker(ψ)C[[x]] =
Ker(ψ̂) car ht(Ker(ψ̂)) = 1. Donc Ker(ψ̂) est engendré par une série convergente, notée
f ∈ C{x1, ..., x4}. Comme Ker(ψ̂) = (x4 − ĝ(x1, x2, x3)), il existe u(x) ∈ C[[x]], u(0) 6= 0,
tel que f = u.(x4−Ĥ(x1, x2, x3). Or, en applicant le théorème de préparation de Weierstrass
analytique à f par rapport à x4 et en utilisant l’unicité dans le théorème de préparation de
Weierstrass formel, on voit que u(x) et x4− ĝ(x1, x2, x3) doivent être convergents ce qui est
impossible car ĝ est une séries convergente. Donc Ker(ψ) = (0) alors que Ker(ψ̂) 6= (0).

Notons Ψ : (C2, 0) −→ (C4, 0) le morphisme de germes d’espaces analytiques induit par ψ.
On voit ici que la dimension complexe du germe (Im(Φ), 0) est encore égale égale à 2, le plus
petit germe d’espace formel contenant le germe image est de dimension 3 sur C et le plus petit
germe d’espace analytique contenant le germe image est (C4, 0) qui est de dimension 4 sur C.

On voit donc que cet exemple répond par la négative aux deux questions posées à la fin
de la partie 1.2. Il y a néanmoins un cas important, que nous verrons dans la partie suivante,
où la réponse est positive.
On voit aussi que l’équation (E1) associée à ψ, dans la partie 2, n’a pas la propriété d’ap-
proximation cylindrique. Ceci répond aussi par la négative à la question de M. Artin [Ar1]
qui était de savoir si toute équation comme en 2 admettait la propriété d’approximation
cylindrique (voir aussi [Be1]).

3.3. Exemple de fonction de Chevalley à croissance donnée [Ro1]. — Là encore
cet exemple est inspiré par l’exemple de Osgood et une remarque de Abhyankar [Ab]. Soient
α : N −→ N une fonction croissante et k un corps. Soit (ni)i une suite d’entiers telle
que ni+1 > α(ni + 1) pour tout i et telle que la série convergente ξ(Y ) :=

∑
i≥1 Y

ni soit
transcendante sur k(Y ) (cf. [ML-S] pour l’existence d’une telle série). On définit alors le
morphisme ϕ : k{x1, x2, x3} −→ k{y1, y2} de la manière suivante :

(ϕ(x1), ϕ(x2), ϕ(x3)) = (y1, y1y2, y1ξ(y2)).

On montre, de la même manière que l’exemple de Osgood, que ϕ̂ est injective. En effet,
soit f ∈ Ker(ϕ̂). On peut écrire f =

∑
d fd, où fd est homogène de degré d. Alors ϕ̂(f) =∑

yd1fd(1, y2, ξ(y2)) = 0. Donc fd(1, y2, ξ(y2)) = 0 pour tout d. Comme 1, y2, ξ(y2) sont
algébriquement indépendants sur k, ceci implique fd = 0 pour tout d et donc f = 0.
Pour tout entier i on peut définir :

f i := xni−1
1 x3 −

(
xn1

2 xni−n1
1 + · · ·+ x

ni−1
2 x

ni−ni−1
1 + xni2

)
.

On a alors :

ϕ(f i) = yni1 ξ(y2)− yni1

i∑
k=1

ynk2 ∈ (y)ni+ni+1 ⊂ (y)α(ni+1)
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mais f i /∈ (x)ni+1 pour tout i. Donc la fonction de Chevalley β de ϕ vérifie β(ni + 1) >
α(ni + 1) pour tout i ∈ N. On obtient donc lim sup β(n)

α(n) ≥ 1.
Donc, pour toute fonction croissante α, il existe un morphisme d’algèbres analytiques dont
la fonction de Chevalley croît plus vite. En particulier, il existe de tels morphismes dont la
fonction de Chevalley n’est même pas constructible, puisqu’il existe des fonctions dont la
croissance est plus grande que toute fonction constructible. Là encore, cet exemple montre
que la question posée à la fin de la partie 1.3 n’a pas de réponse générale satisfaisante.

4. Définitions, outils et théorème principal

Il existe néanmoins un cas important où les questions précédentes ont une réponse positive
ou satisfaisante. C’est le cas des morphismes réguliers au sens de Gabrielov. Avant de définir
ces morphismes, nous allons d’abord donner quelques définitions. Ensuite nous allons donner
deux exemples particuliers où les réponses aux questions précédentes sont positives avant
d’étudier le cas des morphismes réguliers. Pour les preuves des lemmes ci-dessous on pourra
se reporter à [Ro1] par exemple.

Définition 4.1. — Soit ϕ : A −→ B un morphisme d’algèbres analytiques sur k où
GrmBB est intègre (ce qui est la cas par exemple si B est régulier). Dans ce cas, ordB, défini
par ordB(f) := max{n ∈ N / f ∈ mn

B} est une valuation. Par abus de notation notons encore
ϕ le morphisme induit sur A/Ker(ϕ), et notons alors ν := ordB ◦ϕ la valuation définie sur le
corps des fractions de A/Ker(ϕ). Notons kν le corps résiduel de ν, i.e. kν := Aν/mν où Aν
est l’anneau de valuation de ν et mν son idéal maximal, et tr.degkν le degré de transcendance
de k −→ kν .
Si ϕ(mA) = {0}, alors on pose r1(ϕ) := 0 ; dans le cas contraire on pose r1(ϕ) := tr.degkν+1.
Par ailleurs on pose

r2(ϕ) := dim

(
Â

Ker(ϕ̂)

)

r3(ϕ) := dim
(

A

Ker(ϕ)

)
.

Lemme 4.2. — On a toujours r1(ϕ) ≤ r2(ϕ) ≤ r3(ϕ).

Démonstration. — La première inégalité provient de l’inégalité d’Abhyankar pour une va-
luation. La seconde provient du fait que ht(Ker(ϕ)) = ht(Ker(ϕ)Â) ≤ ht(Ker(ϕ̂)).

Définition 4.3. — Soit ϕ : A −→ B un morphisme d’algèbres analytiques comme précé-
demment. Nous dirons que ϕ est régulier au sens de Gabrielov si r1(ϕ) = r3(ϕ).

Nous allons voir que ces morphismes répondent de manière positive ou satisfaisante à toutes
les questions posées dans l’introduction (cf. théorème 4.10).
Nous avons ensuite les deux lemmes suivants très utiles :

Lemme 4.4. — Soit ϕ : A −→ B un morphisme de k-algèbres analytiques où B est
régulier. Alors r1(ϕ) = r1(ϕ̂).
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Lemme 4.5. — Soit ϕ : A −→ B et σ : A′ −→ A des morphismes de k-algèbres
analytiques où B est régulier. Si σ est fini et injectif alors r1(ϕ ◦ σ) = r1(ϕ).

Nous pouvons donner une caractérisation de r1 : pour f ∈ k[[y1, ..., ym]], nous notons
in(f) le terme de plus bas degré dans le développement en série formelle de f . On définit
un ordre total < sur Nm de la manière suivante : pour tous α, β ∈ Nm, on a α < β dès
que (|α|, α1, ..., αm) < (|β|, β1, ..., βm) pour l’ordre lexicographique à gauche, où |α| :=
α1 + · · · + αm. Cet ordre induit un ordre sur les monômes de k[[y1, ..., ym]]. Si M = aαy

α

est un monôme, on définit exp(M) := α. Pour tout f ∈ k[[y1, ..., ym]], on définit in<(f)
comme étant le monôme de plus bas ordre dans le développement en série formelle de f et
exp(f) := exp(in<(f)).

Proposition 4.6. — Soit ϕ : k[[x1, ..., xn]] −→ k[[y1, ..., ym]] un morphisme de k-algebres
formelles. Soit C le plus petit cône contenant exp(ϕ(f)) pour tout f ∈ k[[x1, ..., xn]]. Alors
r1(ϕ) = dim(C).

Proposition 4.7. — Soit ϕ : k[[x1, ..., xn]] −→ k[[y1, ..., ym]], ψ1 : k[[y1, ..., ym]] −→
k[[z1, ..., zr]] et ψ2 : k[[z1, ..., zr]] −→ k[[x1, ..., xn]] des morphismes de k-algèbres formelles.
Si r1(ψ1) = m (resp. r1(ψ2) = n) alors r1(ψ1 ◦ ϕ) = r1(ϕ) (resp. r1(ϕ ◦ ψ2) = r1(ϕ)).

Finalement on peut donner une interprétation plus géométrique de r1 dans le cas où
car (k) = 0 : si (A, m) est une k-algèbre locale, on note Ω1

k(A) le A-module des différentielles
de Kähler, et Ω

1

k(A) := Ω1
k (A)

∩∞i=0miAΩ1
k (A)

le A-module séparé des différentielles de Kähler. Si
ϕ : A −→ B est un morphisme de k-algèbres locales, alors il existe un unique morphisme
ϕ1 : Ω

1

k(A) −→ Ω
1

k(B) compatible avec les dérivations canoniques A −→ Ω
1

k(A) et B −→
Ω

1

k(B).

Lemme 4.8. — Supposons que car (k) = 0. Alors r1(ϕ) = rangB(Bϕ1(Ω
1

k(A))).

Démonstration. — À ce stade, il n’est pas très évident que ces deux termes sont égaux.
Tout d’abord, si ϕ : A −→ B est un morphisme d’algèbres analytiques où B est régulier,
alors B est isomorphe à Om, et il existe un morphisme injectif fini On −→ A. D’après le
lemme 4.5, il suffit de montrer le résultat pour ϕ : On −→ Om. Pour montrer cela, on
peut alors utiliser le théorème 4.9 donné un peu plus loin. En effet, avec les notations de
ce théorème, σ1

1 et σ1
2 sont des applications linéaires de rangs n et m respectivement, et

ϕ1 ◦ σ1
1 = σ2 ◦ ϕ1, donc le rang de ϕ1 est égal au rang de ϕ1. Or il est clair que le rang de

ϕ1, i.e. rangOm(Omϕ1(Ω
1

k(On))), vaut r.
Par ailleurs il facile de calculer r1(ϕ̂) : on a

Onν
mν

= k
(

xr
xr−1

, ...,
x2

x1

)
,

donc le rang de r1(ϕ1) = r. D’autre part, il n’est pas très difficile de voir que σ1 et σ2 ne
changent pas r1 en utilisant le corollaire 4.7, et donc que r1(ϕ) = r1(ϕ̂) (cf. [Ro4]). On en
déduit le résultat.
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En particulier, si k = R ou C, notons Φ : (X, 0) −→ (Y, 0) le morphisme d’espaces
analytiques induit par ϕ. Alors r1(ϕ) est le rang jacobien générique de Φ et est égal à la
dimension sur k du germe image. De plus, r2(ϕ) est la dimension du plus petit germe d’espace
formel défini sur k et r3(ϕ) est la dimension du plus petit germe d’espace analytique défini
sur k.

Maintenant nous donnons l’énoncé d’un résultat très utile de monomialisation d’un mor-
phisme entre anneaux de séries convergentes (resp. formelles, resp. algébriques). Celui-ci a
été montré en caractéristique nulle dans [E-H] puis en caractéristique positive dans [Ro1].

Théorème 4.9. — [E-H][Ro1] Soit ϕ : On −→ Om un morphisme de k-algèbres analy-
tiques. Alors il existe σ1 : On −→ On, σ2 : Om −→ Om et ϕ : On −→ Om vérifiant les
propriétés suivantes :

i) Le morphisme σ1 est la composition de k-automorphismes de On, de morphismes χd
(d ∈ N∗ est un nombre premier) definis par χd(x1) = xd1, and χd(xi) = xi ∀i 6= 1, et du
morphisme q defini par q(x1) = x1x2 et q(xi) = xi pour i 6= 1.

ii) Le morphisme σ2 est la composition de k-automorphismes de Om et du morphisme q
defini par q(y1) = y1y2 et q(yi) = yi pour i 6= 1.

iii) Le morphisme ϕ vérifie

ϕ(xi) = yp
αi

i vi où les vi sont inversibles et αi ∈ N, pour i ≤ r, si car (k) = p > 0

ou ϕ(xi) = yi pour i ≤ r, si car (k) = 0

et ϕ(xr+1) = 0.

De plus r = r1(ϕ).
iv) Le diagramme suivant est commutatif :

(?) On
ϕ //

σ1

��

Om
σ2

��
On

ϕ // Om

Ce théorème reste vrai si on remplace respectivement On et Om par Fn et Fm ou par Nn et
Nm (voir partie 5.1 pour les définitions de ces deux derniers anneaux).

Finalement voici le théorème qui résume toutes les propriétés des morphismes réguliers :

Théorème 4.10. — Soit k un corps valué et ϕ : A −→ B un morphisme d’algèbres
analytiques où B est régulier. Considérons les propriétés suivantes :

(i) r1(ϕ) = r2(ϕ).
(ii) r1(ϕ) = r2(ϕ) = r3(ϕ).
(iii) ∃a ≥ 1, b ≥ 0 tels que ϕ̂−1(man+b

B ) ⊂ Ker(ϕ̂) + mn
A ∀n ∈ N.

(iv) ϕ̂(Â) ∩B = ϕ(A).
Alors on a les implications suivantes :

(i)⇐⇒(ii)⇐⇒ (iii) =⇒(iv) pour tout corps valué k.
(iv)=⇒(iii) si k est un corps valué de caractéristique nulle.
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Historiquement, A. Gabrielov a d’abord montré (i) =⇒ (ii) pour k = C ou R [Ga1] (la ré-
ciproque étant triviale). C’est cette implication qui est traditionnellement appelée "théorème
de Gabrielov" dans ce contexte. Sa preuve étant très compliquée, d’autres auteurs ont essayé
de donner une preuve correcte de ce résultat [To3], [Sp1]. Finalement cette implication a été
montré sur un corps de caractéristique quelconque par l’auteur [Ro3]. On peut interpréter
cette implication de la manière suivante : si (X, 0) est un germe irréductible d’espace formel
dont un morceau est l’image d’un germe d’espace analytique par un germe d’application
analytique, alors (X, 0) est en fait un germe d’espace analytique.
L’équivalence (ii)⇐⇒ (iii) a été d’abord prouvée par S. Izumi pour k = C ou R [Iz2] puis
quand k est un corps de caractéristique nulle [Iz5] puis sur un corps quelconque par l’auteur
[Ro1]. L’implication (iii) =⇒ (iv) est bien connue (voir ci-dessous). L’implication inverse
a été montrée par P. Eakin et G. Harris dans le cas où A est régulier [E-H], puis par P.
Milman [Mi] pour A quelconque.
Nous allons donner dans cet article uniquement un aperçu des démonstrations de (i) ⇐⇒
(ii)⇐⇒ (iii) =⇒ (iv) (cf. partie 6).

5. Deux "bons" exemples

Nous pouvons donner maintenant deux exemples importants de morphismes réguliers. Le
second est un cas particulier du théorème 4.10, mais sa démonstration est beaucoup plus
simple, et ce résultat sert ensuite dans la démonstration du théorème 4.10.

5.1. Cas des morphismes algébriques. — Notons Nn := k〈x1, ..., xn〉 le sous-anneau
de Fn formé des séries formelles qui sont algébriques sur k[x1, ..., xn]. On a clairement
Nn ⊂ On pour tout n ∈ N. On appelle k-algèbre hensélienne toute k-algèbre isomorphe
à un quotient Nn/I où n ∈ N et I est un idéal de Nn. Si ϕ : Nn/I −→ Nm/J un
morphisme d’algèbres henséliennes, on note ϕ̃ : On/IOn −→ Om/JOm le morphisme d’al-
gèbres analytiques induit. Si ϕ : A −→ B est un morphisme d’algèbres henséliennes, on
défini r4(ϕ) := dim(A/Ker(ϕ)). De même on note ri(ϕ) := ri(ϕ̃) pour 1 ≤ i ≤ 3. On a
évidemment r1(ϕ) ≤ r2(ϕ) ≤ r3(ϕ) ≤ r4(ϕ).
On peut déjà remarquer que tout polynôme P à coefficients dans Nn+m possède la pro-
priété d’approximation cylindrique (cf. [KPPRM] ou [Sp2]). C’est-à-dire que toute solution
(fi, gj) ∈ Frn × Fsn+m de l’équation P (Fi, Gj) = 0 peut être approchée par des solutions
dans N r

n × N s
n+m. En utilisant la proposition 2.2 qui reste valable dans le cadre hensélien,

on voit que tout morphisme ϕ : Nn −→ Nm vérifie ϕ̂(Fn) ∩ Nm = ϕ(Nn). En fait on peut
montrer plus que cela :

Théorème 5.1. — Soit ϕ : A −→ Nm un morphisme de k-algèbres henséliennes. Alors
r1(ϕ) = r4(ϕ).

Démonstration. — On peut remplacer ϕ par le morphisme induit A/Ker(ϕ) −→ B car ni
r1 ni r4 ne changent, donc on suppose que ϕ est injectif. Ensuite il existe un morphisme
Nn −→ A fini et injectif et le morphisme induit Nn −→ Nm a les mêmes rangs r1 et r2 que
ϕ (cf. lemme 4.5). On peut donc supposer que ϕ est injective et A = Nn.
On applique ensuite le théorème 4.9 qui reste valable si l’on remplace On et Om par Nn et
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Nm. On a donc un diagramme commutatif

Nn
ϕ //

σ1

��

Nm
σ2

��
Nn

ϕ // Nm

On voit que σ2 ◦ ϕ est injectif, donc ϕ ◦ σ1 est injectif. Il suffit alors de montrer que si on a
un morphisme ϕ : Nn −→ Nm qui n’est pas injectif tel que ϕ = ϕ ◦ σ, où σ un morphisme
de l’un des trois types du théorème 4.9, alors ϕ n’est pas injectif. Ceci se fait facilement en
vérifiant cela pour chacun des trois types en question.

Remarque 5.2. — Si car (k) = 0 et si B est intègre, l’existence d’une résolution des
singularités pour B nous donne l’existence d’un morphisme injectif B −→ Nm tel que
r1 = m = dim(B). On en déduit que le théorème précédent reste vrai si car (k) = 0 et
B est intègre.

Corollaire 5.3. — [To2][Be2][Mi][Ro4] Soit ϕ : On/IOn −→ Om/JOm un morphisme
de k-algèbres analytiques où I est un idéal de Nn, J un idéal de Nm et tel que ϕ(xi) ∈ Nm/J
pour tout 1 ≤ i ≤ n. Supposons que car (k) = 0 ou que J = (0). Alors r1(ϕ) = r3(ϕ).

Démonstration. — Soit π : On −→ On/I la projection canonique. On peut donc remplacer
ϕ par ϕ ◦ π : On −→ Om/JOm que l’on note encore ϕ. On note ϕh : Nn −→ Nm/J
le morphisme d’algèbres henséliennes associé et l’on voit que r1(ϕh) = r4(ϕh) d’après le
théorème précédent. Donc r3(ϕ) = r3(ϕh) = r1(ϕh) = r1(ϕ).

5.2. Le cas de la dimension 2. —

Théorème 5.4. — [Ab-vdP][Ro1] Soit ϕ : A −→ B un morphisme de k-algèbres analy-
tiques où A est un domaine d’intégrité de dimension 2 et B est régulier. Alors ϕ est injective
si et seulement si r1(ϕ) = 2.

Idée de la démonstration. — Si r1(ϕ) = 2, alors r3(ϕ) = 2 et ϕ est injectif. C’est l’implica-
tion inverse qui n’est pas triviale.
On peut déjà se ramener au cas où A = O2 et B = Om. On applique alors le théorème 4.9
au morphisme ϕ. On a alors l’existence d’un diagramme commutatif

O2
ϕ //

σ1

��

Om
σ2

��
O2

ϕ // Om

Si σ1 est uniquement une composition de k-automorphismes de O2 et de morphismes χd
(d ∈ N∗ est un nombre premier) definis par χd(x1) = xd1, and χd(xi) = xi ∀i 6= 1, et si ϕ est
injectif, alors il n’est pas très difficile de voir que ϕ est encore injectif et donc r1(ϕ) = 2.
L’idée est alors d’analyser la preuve du théorème 4.9 pour voir que, si ϕ est injective, on
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peut construire un diagramme commutatif similaire au précédent, où σ1 est uniquement une
composition de k-automorphismes et de morphismes χd, et où ϕ est défini par

ϕ(x1) = ya1y
b
2u

ϕ(x2) = yc1y
d
2v

où la matrice
(
a b
c d

)
est de rang 2 et u et v sont inversibles. Donc r1(ϕ) = 2, d’où

r1(ϕ) = 2 aussi d’après le corollaire 4.7.

Corollaire 5.5. — Soit ϕ : A −→ B un morphisme de k-algèbres analytiques où A
est un domaine d’intégrité de dimension inférieure ou égale à 2 et B est régulier. Alors
r1(ϕ) = r2(ϕ) = r3(ϕ).

Démonstration. — Si dim(A) = 0, il n’y a rien à montrer.
Si dim(A) = 1, et si r1(ϕ) = 0, alors Ker(ϕ) = mA donc r3(ϕ) = 0. Si r1(ϕ) = 1 alors
r3(ϕ) = 1.
Si dim(A) = 2 et si r1(ϕ) = 0, ceci signifie que Ker(ϕ) = mA, donc r3(ϕ) = 0. Si r3(ϕ) = 2,
alors ϕ est injective et donc r1(ϕ) = 2 d’après le théorème précédent. Finalement si r1(ϕ) = 1,
r3(ϕ) = 1 nécessairement car r3(ϕ) = 2 implique r1(ϕ) = 2.

Remarque 5.6. — La remarque 5.2 reste valable ici, et on peut donc supposer que B est
simplement intègre si car (k) = 0.

6. Idées de preuve du théorème 4.10

Nous n’allons donner ici que des aperçus des démonstrations en évitant certains détails
techniques, sauf la démonstration de [(i)⇐⇒ (ii)] =⇒ [(ii) =⇒ (iv)] qui est facile.

6.1. Idée de démonstration de (i) =⇒ (ii). — Soit ϕ un morphisme comme dans
l’énoncé avec r1(ϕ) = r2(ϕ). Supposons que r2(ϕ) < r3(ϕ). On va montrer que l’on obtient
alors une contradiction ce qui prouvera le résultat voulu.
Tout d’abord, par des techniques classiques, on peut construire, à partir de ce morphisme, un
nouveau morphisme ϕ : k{x1, ..., xr+1} −→ k{y1, ..., yr} qui est injectif (i.e. r3(ϕ) = r+ 1)
et tel que r1(ϕ) = r2(ϕ) = r. D’après le corollaire 5.5, on pourra supposer que r ≥ 2. Comme
ht(Ker(ϕ̂)) = 1 et que Fr+1 est factoriel, l’idéal premier Ker(ϕ̂) est principal. Puis, quitte
à faire un changement linéaire de coordonnées, on peut supposer que cet idéal est engendré
par un polynôme de Weierstrass en la variable xr+1.
Ensuite on utilise le théorème 4.9 avec les notations de celui-ci. Comme σ2 et σ̂2 sont injec-
tives, et parce que r1(ϕ) = r1(σ2 ◦ ϕ) (corollaire 4.7), on voit que l’on peut remplacer ϕ par
σ2 ◦ ϕ sans rien changer aux hypothèses sur ϕ.
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On obtient alors le diagramme suivant :

k{x}
ϕ0:=ϕ //

ψ1

��

k{y}

k{x}

ϕ1

77ooooooooooooo

ψ2

��
...
ψk

��
k{x}

ϕl:=ϕ

EE




























où ψi, pour 1 ≤ i ≤ l, est un morphisme de l’un des types suivants :
Type A : k-automorphismes de k{x},
Type B : χd (d est un nombre premier) defini par χd(x1) = xd1, et χd(xi) = xi ∀i 6= 1,
Type C : q defini par q(x1) = x1x2 et q(xi) = xi pour i 6= 1.

On s’aperçoit facilement que Ker(ϕ̂i) est un idéal principal non nul. On peut montrer, en
faisant une analyse de la preuve du théorème précédent dans le cas qui nous intéresse, que
l’on peut supposer que Ker(ϕ̂i) est engendré par un polynôme de Weierstrass en la variable
xr+1 pour tout i.
On montre ensuite par induction que si Ker(ϕ̂i) est engendré par une série convergente, alors
Ker(ϕ̂i−1) l’est aussi. Comme Ker(ϕ̂l) est engendré par xr+1, ceci suffit pour montrer que
Ker(ϕ̂) est engendré par une série convergente et donc que ϕ n’est pas injective contraire-
ment à l’hypothèse, ce qui est la contradiction cherchée. Pour montrer cette induction, on
va étudier séparément les trois types de morphismes ci-dessus.
Pour les morphismes de type A, c’est trivial. Pour les morphismes de type B (i.e. ψi = χd), il
y a deux cas à considérer : soit d est un nombre premier différent de car (k). Dans ce cas si f̂
est un générateur de Ker(ϕ̂i−1), on a ψ̂i(f̂) = f1...fs ∈ Ker(ϕ̂i), où les fi sont irréductibles.
Comme f̂ est irréductible, on voit assez facilement que les fj sont conjugués sous l’action du
groupe des racines d-ièmes de l’unité qui agit par multiplication sur la variable x1. Comme
Ker(ϕ̂i) est engendré par une série convergente irréductible (c’est un idéal premier), alors
l’un des fj engendre cet idéal, et donc, pour un certain j0, il existe uj0 inversible tel que
uj0fj0 est convergent. Du fait que les fj sont conjugués sous l’action précédente, on voit que,
pour tout j, il existe uj inversible tel que ujfj est convergent. On voit donc qu’il existe u
inversible tel que uψ̂i(f̂) est convergent. Il n’est pas très difficile de voir que si l’on appelle v
la série inversible dont les monômes non nuls de son développement sont exactement les mo-
nômes non nuls de u dont la puissance de x1 est divisible d, on a encore vψ̂i(f̂) convergent.
Dans ce cas v = ψi(w) où w est inversible, et wf̂ est une série convergente qui engendre
Ker(ϕ̂i).
Si d = car (k) > 0, alors notons encore f̂ un générateur de Ker(ϕ̂i−1). On a encore ψ̂i(f̂) =
f1...fs ∈ Ker(ϕ̂i), où les fi sont irréductibles. Or fd1 ∈ Im(ψ̂i) car d = car (k). Notons g la
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pré-image de fd1 par ψ̂i. Alors fd1 divise à la fois ψ̂i(g) et ψ̂i(f̂d). Donc ψ̂i(g) et ψ̂i(f̂d) ne
sont pas premiers entre eux, donc g et f̂d non plus. Comme f̂ est irréductible, f̂ divise alors
g, donc f1...fs divise fd1 . Donc, pour 1 ≤ j ≤ s, il existe uj inversible tel que fj = ujf1.
Supposons, quitte à permuter les indices comme précédemment, que (f1) = Ker(ϕ̂i) qui est
un idéal engendré par une série convergente. Alors il existe u inversible tel que uf1 soit
convergent. Donc, pour 1 ≤ j ≤ s, uujfj est convergent. On conclut alors comme dans le
cas d 6= car (k).

La difficulté provient des morphismes de type C. Là encore, si f̂ est un générateur de
Ker(ϕ̂i−1), on a ψ̂i(f̂) ∈ Ker(ϕ̂i), et comme Ker(ϕ̂i) est engendré par une série conver-
gente irréductible (c’est un idéal premier), alors ψ̂i(f̂) a un facteur irréductible convergent.
Il nous faut montrer le résultat suivant qui nous permet de conclure :

Théorème 6.1. — Soit un entier r ≥ 2. Soit ψ : k{x1, ..., xr+1} −→ k{x1, ..., xr+1}
défini par q(xi) = xi pour tout i 6= 1 et q(x1) = x1x2. Soit f̂ ∈ k[[x1, ..., xr]][xr+1] un
polynôme de Weierstrass irréductible. Si ψ̂(f̂) a un facteur irréductible convergent, alors
ψ̂(f̂) et f̂ sont convergents.

Voici l’idée de la preuve de ce résultat : on peut déjà montrer que ψ̂(f̂) est un produit de
facteurs irréductibles qui sont des polynômes de Weierstrass en xr+1, et que au moins l’un
d’entre eux, noté g, est convergent. Notons x̃ := (x1, ..., xn−1). Notons alors, pour 1 ≤ i ≤ i0,

gi = xdir+1 +
∑
j<di

ai, j(x̃)xjr+1

ces différents facteurs : ψ̂(f̂) =
∏i0

1 gi. Or f̂ est un polynôme de Weierstrass : f̂ = xdr+1 +∑
j<d aj(x̃)xjr+1. Notons bj := ψ̂(aj) pour 1 ≤ j ≤ d. On voit que la relation ψ̂(f̂) =

∏i0
1 gi

est équivalente aux relations polynomiales suivantes :∑
j1+···+js=k

a1, j1 ...as, js − bk = 0, 0 ≤ k ≤ d− 1.

On peut remarquer que k[[x]] est isomorphe à k[[u, v]]/(u1 − u2v), u := (u1, ..., ur+1), où
l’isomorphisme est défini par

ui 7−→ xi ∀i 6= 1, u1 7−→ x1x2, v 7−→ x1.

Remarquons qu’avec cette écriture, ψ̂(k[[x]]) est isomorphe au sous-anneau k[[u]] ⊂ k[[u, v]]/(u1−
u2v). Notons Ah son hensélisé, i.e. l’anneau des éléments de k[[u, v]]/(u1 − u2v) algébriques
sur k[[u]] (remarquons que v ∈ Ah). Notons ũ := (u1, ..., ur) et Ãh l’hensélisé de k[[ũ]] dans
k[[ũ, v]]/(u1 − u2v). Considérons alors les équations polynomiales en les variables Ai, j à
coefficients dans Ãh : ∑

j1+···+js=k

A1, j1 ...As, js − bk = 0, 0 ≤ k ≤ d− 1.

Ce système a des solutions ai, j dans k[[ũ, v]]/(u1 − u2v) qui peuvent, d’après le théorème
d’approximation de Artin ([Ar2] ou [Sp2]), être approchées aussi près que l’on veut par des
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solutions dans Ãh. On a donc l’existence de a′i, j ∈ Ãh tels que∑
j1+···+js=k

a′1, j1 ...a
′
s, js − bk = 0, 0 ≤ k ≤ d− 1.

Ceci nous donne ψ̂(f̂) =
∏i0

1 g′i où les g′i sont les polynômes de Weierstrass

g′i = xdir+1 +
∑
j<di

a′i, j(x̃)xjr+1 ∈
(
Ãh
)

[ur+1] ⊂ Ah.

Comme k[[u, v]]/(u1 − u2v) est un anneau factoriel, la décomposition de ψ̂(f̂) en facteurs
irréductibles est unique, donc on peut supposer que gi = g′i pour tout i. Donc g, le facteur
irréductible convergent de ψ̂(f̂) vérifie

g ∈ k{u, v}
(u1 − u2v)

∩Ah.

Notons Ch l’hensélisé de k{u} dans k[[u, v]]/(u1 − u2v) . On utilise alors le lemme suivant :

Lemme 6.2. —
k{u, v}

(u1 − u2v)
∩Ah ⊂ Ch.

Fixons alors Q(T ) := c0T
r + c1T

r−1 + · · ·+ cr ∈ (k{u}) [T ] est un polynôme irréductible
tel que Q(g) = 0. Notons respectivement K et KAh les corps de fractions de k[[u]] et de Ah.
On a g ∈ Ah et Q(T ) ∈ k[[u]][T ]. Soit L une extension normale de K engendrée par KAh .
Par propriété de l’hensélisé, K −→ L est une extension galoisienne, de groupe de Galois noté
G. L’idée est alors de voir que les autres racines de Q sont les conjugués de g sous l’action
de G. Leur produit est égal à (−1)rcr/c0. Comme ψ̂(f̂) est irréductible dans k[[u]] (i.e. f̂ est
irréductible dans k[[x]]) et que g divise ψ̂(f̂) dans k[[u, v]]/(u1 − u2v), alors ψ̂(f̂) divise h
dans Ah, donc ψ̂(f̂) divise cr qui est convergent. On en déduit alors facilement, du théorème
de préparation, que ψ̂(f̂) est convergent, et donc que f̂ est convergent.

Pour prouver le lemme précédent, on procède comme suit : Soit P (T ) := c0T
r + c1T

r−1 +
· · ·+ cr ∈ k[[u]][T ] un polynôme irréductible ayant g comme racine. On a alors

f̃ := c0g
r + c1g

r−1 + · · ·+ cr = h(u1 − u2v)

dans k[[u, v]] pour un certain h. Soit M le sous-k{u}-module de k[[u, v]] engendré par les gi

pour 0 ≤ i ≤ r. M est un module fini, donc M̂ , sa complétion pour la topologie (u)-adique,
est isomorphe à M ⊗k{u} k[[u]]. Notons J l’idéal de k[[u, v]] engendré par u1 − u2v. On a
f̃ ∈ M̂∩J . Or J est plat sur k[[u, v]] (c’est un idéal principal donc un module libre) et donc J
est plat sur k[[u]] (k[[u, v]] est plat sur k[[u]]), donc M̂∩J ⊂ (M⊗k{u}k[[u]])∩(J⊗k{u}k[[u]]).
Donc f̃ ∈ (M ⊗k{u} k[[u]])∩ (J ⊗k{u} k[[u]]) = (M ∩ J)⊗k{u} k[[u]]. On peut donc approcher
f̃ par des éléments de M ∩ J . Il existe donc une relation non triviale

c0(u)g(u, v)r + c1(u)g(u, v)r−1 + · · ·+ cr(u) = (u1 − u2v)h′

où les ci ∈ k{u}. En regardant cette relation modulo (u1 − u2v), on voit que g ∈ Ch.
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6.2. Idée de démonstration de (ii) ⇐⇒ (iii). — Il suffit de montrer que ϕ̂ vérifie la
propriété (iii) du théorème 4.10 si et seulemement si r1(ϕ̂) = dim(Â/Ker(ϕ̂)) (car (i) =⇒
(ii)). On peut donc supposer maintenant que A et B sont des k-algèbres formelles. De plus
on peut remplacer A par A/Ker(ϕ) et supposer alors que ϕ est injectif.
Ensuite il existe un morphisme σ : Fn −→ A injectif et fini. On a alors le lemme suivant :

Lemme 6.3. — [Iz2][Ro1] Soit ϕ : A −→ B et σ : A′ −→ A deux morphismes de
k-algèbres formelles où σ est fini et injectif. Alors ϕ vérifie la propriété (iii) du théorème
4.10 si et seulemement si ϕ ◦ σ la vérifie.

(Pour montrer la condition nécessaire dans ce lemme, on utilise le lemme d’Artin-Rees
et la finitude de σ ([Ro1] lemme 5.2). Pour montrer la condition suffisante, on utilise une
généralisation par D. Rees [Re] d’un théorème d’Izumi [Iz1].)

On peut donc supposer que A = Fn et B = Fm.
On utilise alors le théorème 4.9 pour construire le diagramme commutatif suivant

Fn
ϕ //

σ1

��

Fm
σ2

��
Fn

ϕ // Fm
où les notations sont celles du théorème 4.9. Il est facile de voir que σ1 et σ2 vérifient la
propriété (iii) du théorème 4.10. Si r1(ϕ) = n, alors ϕ est injectif et vérifie la propriété (iii)
du théorème 4.10. Donc ϕ ◦ σ1 = σ2 ◦ ϕ est injectif et vérifie la propriété (iii) du théorème
4.10. Donc ϕ la vérifie aussi. On a donc montré (ii) =⇒ (iii).

Supposons que ϕ vérifie la propriété (iii) du théorème 4.10. Pour l’implication inverse, là en-
core on suppose que A et B sont des k-algèbres formelles et que ϕ est injectif. On peut utiliser
le théorème 4.9 pour construire le diagramme commutatif précédent. Il est clair que σ2 ◦ ϕ
vérifie encore la propriété (iii) du théorème 4.10. Notons r := r1(ϕ) et π : Fm −→ Fr. Alors
clairement π vérifie la propriété (iii) du théorème 4.10, et π ◦ ϕ est injectif. Donc π ◦ σ2 ◦ ϕ
est injectif et vérifie la propriété (iii) du théorème 4.10. Il est clair que r1(π ◦σ2 ◦ϕ) = r1(ϕ)
d’après la proposition 4.6. On peut donc supposer de plus que r1(ϕ) = m ≤ n.
Soient a et b tels que ϕ−1((y)an+b) ⊂ (x)n pour tout n ∈ N. On peut alors définir une
application linéaire surjective sur k : ϕ(Fn)/(y)an+b ∩ϕ(Fn) −→ Fn/(x)n, pour tout n ∈ N.
Or ϕ(Fn)/(y)an+b ∩ ϕ(Fn) est un sous-espace vectoriel de Fm/(y)an+b. Donc la dimension
du k-espace vectoriel Fn/(x)n est inférieure où égale à celle de Fm/(y)an+b. En comparant
ces dimensions quand n −→ +∞ on voit que m ≥ n. Donc r1(ϕ) = n.

6.3. Démonstration de [(i)⇐⇒ (ii)] =⇒ [(ii) =⇒ (iv)]. — Soit ϕ : On/I −→ Om
tel que r1(ϕ) = r2(ϕ) et π : On −→ On/I la projection canonique. Il suffit de montrer
que ϕ̂ ◦ π̂(Fn) ∩ Om = ϕ ◦ π(On). On peut donc supposer que ϕ : On −→ Om car
r1(ϕ◦π) = r1(ϕ) par définition. Soient f ∈ ϕ̂(Fn)∩Om et g ∈ Fn tel que ϕ̂(g) = f . Quitte à
remplacer g par x1g, on peut supposer que g ∈ (x) car x1g ∈ On implique que g ∈ On. Soit
ψ : On+1 −→ Om défini par ψ|On = ϕ et ψ(xn+1) = f . Alors Ker(ϕ̂)+(xn+1−g) ⊂ Ker(ψ̂).
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Donc r2(ψ) ≤ r2(ϕ). D’un autre coté, r1(ψ) = r1(ϕ) par définition de r1. Donc r1(ψ) = r2(ψ),
d’où r2(ψ) = r3(ψ) i.e. Ker(ψ̂) = Ker(ψ). Comme xn+1−g ∈ Ker(ψ̂), il existe ε ∈ (x)2 tel que
xn+1−g+ε ∈ Ker(ψ). Le théorème de préparation de Weierstrass nous dit alors qu’il existe u
inversible tel que u(xn+1−g+ε) = xn+1−g′ avec g′ ∈ On. En particulier xn+1−g′ ∈ Ker(ψ),
donc ϕ(g′) = f ce qui montre que f ∈ ϕ(On).

7. Changement de corps de base

La définition de k-algèbre analytique impose qu’une telle k-algèbre A vérifie A/mA = k,
ce qui peut être restrictif lorsque l’on veut faire une changement de corps de base. On
aimerait alors s’autoriser les changements de corps de base dans la définition de k-algèbre
analytique. Néanmoins certains problèmes apparaissent. Par exemple, si A −→ B est un
morphisme injectif de k-algèbres formelles et k −→ k′ une extension finie de corps, alors
k′⊗k A −→ k′⊗k B est encore un morphisme injectif de k′-algèbres formelles. Cependant ce
résultat simple devient faux dans le cadre analytique. On a en effet le résultat suivant :

Théorème 7.1. — [Be3] Il existe un morphisme injectif χQ : Q{x1, ..., x5} −→ Q{y1, y2}
de Q-algèbres analytiques tel que le morphisme de Q[

√
2]-algèbres analytiques induit χQ[

√
2] :

Q[
√

2]{x1, ..., x5} −→ Q[
√

2]{y1, y2} ne soit pas injectif.
En particulier, l’anneau local Q[

√
2]{x1, ..., x5} n’est pas une extension finie de Q{x1, ..., x5}.

Donc, Q[
√

2]⊗Q Q{x1, ..., x5} n’est pas isomorphe à Q[
√

2]{x1, ..., x5}.

Démonstration. — Soit ψQ : Q{x1, ..., x4} −→ Q{y1, y2} défini comme le morphisme ψ
de l’exemple de Gabrielov. Alors Ker(ψ̂Q) = (x4 − g(x1, ..., x3)) car les coefficients de g
sont rationnels mais ψ̂Q est injectif. Notons f̂ := x4 − g(x1, ..., x3). Soit f ∈ Q[[x1, ..., x4]]
un polynôme de Weierstrass en x4 tel que g :=

√
2f̂ − f a tous ses coefficients de valeur

absolue inférieur à 1 et tel que f̂ ne divise pas f . En particulier g ∈ Q[
√

2]{x1, ..., x4} mais
g /∈ Q{x1, ..., x4}. Donc

G(y1, y2) := ψQ[
√

2](g) = −ψ̂Q(f) ∈ Q[[y1, y2]] ∩Q[
√

2]{y1, y2} = Q{y1, y2}.

Notons χQ : Q{x1, ..., x5} −→ Q{y1, y2} l’extension de ψQ définie par χQ(x5) := G(y1, y2).
Alors x5 − g ∈ Ker(χQ[

√
2]) où χQ[

√
2] : Q[

√
2]{x1, ..., x5} −→ Q[

√
2]{y1, y2} est le mor-

phisme de Q[
√

2]-algèbres analytiques induit par χQ. Nous allons montrer que χQ est injectif :
En effet soit σ ∈ Ker(χQ) irréductible. Alors σ(x) = u(x)(x5 − g(x1, ..., x4)) + τ(x1, ..., x4)
en utilisant le théorème de division de Weiertrass dans Q[

√
2]{x1, ..., x5}. En particulier

τ ∈ Ker(ψQ[
√

2]) ⊂ Ker(ψ). Or ψ est injectif d’après l’exemple de Gabrielov, donc τ = 0.
On peut écrire σ =

∑
k≥0 σk(x1, ..., x4)xk5 et u =

∑
k≥0 uk(x1, ..., x4)xk5 avec σ0 6= 0, car

σ est irréductible et x5 /∈ Ker(χQ) (f̂ ne divisant pas f). On en déduit σ0 = u0g. Notons
u0 = h1 +

√
2h2 où h1, h2 ∈ Q[[x1, ..., x4]]. On en déduit −σ0 = (h1 +

√
2h2)(

√
2f̂ −f). D’où

h1 +
√

2h2 = σ0(
√

2 bf+f)

f2−2 bf2 . Donc

h1 =
σ0f

f2 − 2f̂2
et h2 =

σ0f̂

f2 − 2f̂2
.
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L’anneau Q[[x1, ..., x4]] est factoriel, et comme f̂ est irréductible et que f̂ ne divise pas f , on
en déduit que f2− 2f̂2 divise σ0. Notons µ le quotient de σ0 par f2− 2f̂2. On voit alors que
u0 = µ(f +

√
2f̂). Or f +

√
2f̂ est un polynôme de Weierstrass qui est une série divergente

(car f −
√

2f̂ est convergent et f̂ est divergent). De la remarque 1.5, on déduit que u0 est
divergent ce qui est contradictoire. Donc χQ est injectif.
Si Q[

√
2]{x1, ..., x5} était une extension finie de Q{x1, ..., x5}, alors h := x5 − g vérifierait

une relation de la forme hr+ar−1h
r−1+· · ·+a0 = 0 où ai ∈ Q{x1, ..., x5}, pour 0 ≤ i ≤ r−1,

et a0 6= 0. On aurait alors χQ(a0) = 0, ce qui contredit le fait que Ker(χQ) = (0).

On peut néanmoins remarquer que dans un cas important (changement de base de R à C
par exemple) ce genre de problème n’apparait pas :

Théorème 7.2. — [Be3] Soit k un corps valué complet et k′ une extension finie de k. Si
ϕ est un morphisme injectif, ϕ : k{x1, ..., xn} −→ k{y1, ..., ym}, alors l’extension de ϕ sur
k′ est encore injective.

On peut néanmoins étendre la notion de k-algèbre analytique de la manière suivante :

Définition 7.3. — Une k-algèbre analytique est un anneau local A tel qu’il existe un mor-
phisme d’anneaux locaux k{x1, ..., xn} −→ A injectif et fini. En particulier le corps résiduel
de A est une extension finie de k.

Nous n’allons pas rentrer dans les détails, mais tous les résultats précédents restent
vrais avec cette nouvelle définition. La seule chose qui n’est pas vraie en général est que
k′{x1, ..., xn} est une k-algèbre analytique quand k −→ k′ est une extension finie de corps
valués. Il faut remarquer ([Ab-vdP]) qu’une k-algèbre analytique qui est un anneau régulier
est isomorphe à k′ ⊗k k{x1, ..., xn} pour n ∈ N où k −→ k′ est finie. En particulier le théo-
rème 4.9 reste vrai si l’on remplace On et Om par k′ ⊗k k{x1, ..., xn} et k′ ⊗k k{y1, ..., ym}.
On peut déduire les deux résultats suivants :

Théorème 7.4. — Soient ϕ : k{x1, ..., xn} −→ k{y1, ..., ym} un morphisme d’algèbres
analytiques injectif et k −→ k′ une extension finie de corps valués.
(i) Si r1(ϕ) = r2(ϕ), alors le morphisme induit ϕk′ : k′{x1, ..., xn} −→ k′{y1, ..., ym} est

injectif.
(ii) Si n ≤ 2, alors le morphisme induit ϕk′ : k′{x1, ..., xn} −→ k′{y1, ..., ym} est injectif.

Démonstration. — Ce résultat vient du fait que r1(ϕk′) = r1(ϕk) si k −→ k′ est fini, et du
théorème 4.10 et du corollaire 5.5.
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