PROPRIETES DE REGULARITE DES MORPHISMES
D’ALGEBRES ANALYTIQUES

par

Guillaume Rond

Résumé. — Nous faisons un survol des propriétés de régularité des morphismes d’algébres
analytiques. En particulier nous étudions la conservation de l’injectivité d’un morphisme
d’algébres analytiques par passage aux complétés.

1. Préliminaires

1.1. Séries convergentes et théoréme de préparation. —

Définition 1.1. — Soit k un corps valué (pas nécessairement complet) et soit n € N. Une
série formelle f = 3 cyn fa?'oxgm € K[[z1, ..., 2,]] est dite convergente si il existe une
constante R > 0 telle que

D [fal RO < oo,

aeN”
Le sous-ensemble de k[[x1, ..., x,]] formé des séries convergentes est un sous-anneau de l’an-
neau K[[21, ..., 2,]], et est noté k{xy,..., xn}.
On notera O,, UVanneau k{z1, ..., z,} et F, Uanneau k[[x1, ..., x,]] quand aucune confusion
ne sera possible.

Définition 1.2. — Soit k un corps valué. Une algébre analytique sur k est une k-algébre
A isomorphe & un quotient O, /I oun € N et I est un idéal propre de O,,.

Une k-algebre formelle est une k-algébre A isomorphe & un quotient F, /I ot n € N et I est
un idéal propre de F,.

Les algebres analytiques et formelles sont des anneaux locaux noethériens [Ho].
Si A est un anneau local on notera my4 son idéal maximal, et A son complété pour la topologie
m4-adique. Si ¢ : A — B est un morphisme d’anneaux locaux (i.e. p(my) C mp), on note

© A—Ble morphisme d’anneaux locaux induit par completion.
On a alors le théoréme suivant :
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Théoréme 1.3 (Théoréme de préparation de Weierstrass)

Soient d € N et f € O, tels que f(0,..., 0, x,) = zlg(x,) avec g(0) # 0. Alors il existe
a; € Op_1, pour 0 <i <d—1, avec a;(0) = 0 pour tout i, et u(z) € O, avec u(0) # 0 tels
que

flxy, ooy ) = u(xy, ..oy ) (:ci +ag—1(z1, ..., :Un_l)x‘ffl + -4 ao(xy, ..., xn_l)) .
De plus une telle écriture est unique.
Le résultat analogue reste vrai si l'on remplace respectivement O,, et O, _1 par F, et Fn_1.
Définition 1.4. — On appelle polynome de Weierstrass de degré d en la variable x,, tout
élément f € O, tel que
f=a% 4 ag 1(x1, ., 2p 1)zl 4t ag(zy, .y )

avec a;(0) =0 pour 1 <i<p-—1.

Remarque 1.5. — Soit f € K[[z1, ..., Tn_1]][xn] un polynome de Weierstrass en la variable
Ty. Alors il existe u € K[[x1, ..., ,]] inversible tel que uf € k{x1,..., T,} si et seulement si
fek{xy,..., z,}. Ceci résulte de lunicité de la décomposition de Weierstrass de uf.

Théoréme 1.6 (Théoréme de division de Weierstrass). — Soient f € O,, et g € O,
un polyndome de Weierstrass de degré d en la variable x,,. Alors il existe ¢ € O, etr € Oy, r
étant un polynome de Weierstrass en x,, de degré inférieur strictement a g, tels que f = qg+r.
Le résultat analogue reste vrai si l’'on remplace respectivement O,, et Op_1 par F,, et Fn_1.

Théoréeme 1.7 (Théoréme de préparation de Weierstrass bis)
Soient A et B deux algébres analytiques (resp. formelles) sur un corps k valué. Soit ¢ :
A — B un morphisme de k-algébres locales. Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) B est finie sur A (i.e. B est un A-module de type fini par ).
ii) B est quasi-finie sur A (i.e. B/myB est un espace vectoriel de dimension finie sur
A/mA)

1.2. Propriétés conservées par passage aux complétés [Ho|. —

Corollaire 1.8. — Soit ¢ : A — B un morphisme d’algébres analytiques. Alors B est
finie sur A si et seulement si B est finie sur A.

Démonstration. — En effet, d’aprés le théoréme 1.7, B est finie sur A si et seulement si
B/mp est finie sur A/my. Or B/mp ~ B/mp et A/m; ~ A/mu. En appliquant alors le
théoréme de préparation pour les algébres de séries formelles, on obtient le résultat. O

Corollaire 1.9. — Soit ¢ : A — B un morphisme d’algébres analytiques. Alors
i) @ est surjectif si et seulement si § est surjectif.
it) St @ est injectif, alors ¢ est injectif.
ii1) @ est un isomorphisme si et seulement si @ ’est.

Démonstration. — Tout d’abord, si pou o est surjectlf alors B est finie sur A ou B est finie
sur A et donc B est finie sur A et B est finie sur A d’ aprés le corollaire précédent. Comme
B/mp ~ B /mp en utilisant le lemme de Nakayama on obtient la premiére assertion.

Si @ est injectif, ¢ est alors clairement injectif.
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Si ¢ est un isomorphisme alors ¢~1 est I'inverse de ¢ qui est donc un isomorphisme. Si @
est un isomorphisme, alors ¢ est injectif et surjectif d’aprés ce qui précéde, donc ¢ est un
isomorphisme. O

Dans [Gr], A. Grothendieck conjecture qu’un morphisme injectif d’algébres analytiques in-
duit toujours un morphisme injectif sur les complétés. Plus généralement, on peu se demander
si un morphisme injectif ¢ : A — B d’algébres analytiques vérifie $~*(A) = B. Un pro-
bléme similaire est de se savoir, lorsque 'image d’une série formelle est convergente, si c’est
alors I'image d’une série convergente : i.e. si ¢ : A — B est un morphisme d’algébres ana-
lytiques, a-t-on toujours @(2) N B = ¢(A)? 1l faut attendre le papier [Gal| de A. Gabrielov
pour avoir une réponse qui se trouve étre négative a ces questions. Le but de cet article est de
donner une présentation des réponses connues (négatives en général, positives dans certains
cas) & ces questions.

1.3. Fonction de Chevalley. — Dans larticle [Ch| est montré le résultat suivant :

Théoréeme 1.10 (lemme de Chevalley). — Soit (4, m) un anneau local complet et soit
(In)nen une suite décroissante d’idéaux de A telle que N, I, = (0). Alors il existe une fonction
A : N — N telle que pour tout entier n € N, I,y C m™.

On en déduit alors le résultat suivant (en appliquant le théoréme précédent a la suite
(o7 (m%)), d’idéaux de A/Ker(p) ) :

Corollaire 1.11. — Soit p : A — B un morphisme d’algébres formelles sur k. Alors il
existe une fonction A : N — N telle que

VneN, ¢ 'mi™)c Ker(@) +m7.
La plus petite fonction \ vérifiant cette relation est appelée fonction de Chevalley du mor-
phisme @. C’est une fonction croissante 3 : N — N.

Une question naturelle qui se pose est alors de savoir quelle peut étre la croissance de la
fonction de Chevalley d’un morphisme d’algébres formelles.

2. Interprétation en terme d’approximation de Artin cylindrique

Soit ¢ : k{z1,..., 2n}/I — k{y1, ..., Yym } un morphisme injectif d’algébres analytiques.
Notons ¢" : k{z1,..., zn} — k{y1,..., ym} le morphisme induit. Notons z et y les multi-
variables (21, ..., Tn) et (y1, ..., Ym). Alors @ est injectif si et seulement si Ker(g') = Ik|[[z]] =
Ker(¢'). Pour étudier la premiére question, on peut donc supposer que ¢ : kiz} — k{y}
et étudier le probléme de savoir quand est-ce que Ker(p) est engendré par Ker(y).

On peut remarquer que Ker(p)k[[z]] = Ker(¢) := Neen (Ker(¢) + (2)°k[[x]]) est la cloture de
Ker(y) dans k[[z]] pour la topologie de Krull de cet anneau. Notons ¢;(y) := ¢(z;)(y) € k{y}

pour 1 < i < n. Soit f € Ker(p). Le développement de Taylor de f(z) nous donne

F@) = F@) - Fow) = 3 ——TF o)1 — 01(1)™ - (n — onm)™.

| |
aeNn ap:...00p!
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Donc il existe g; € k[[z, y]], pour 1 < i < n, tels que

fla)+ Z(w —¢i(y))g;(z, y) = 0.

Alors f € Ker(¢p) si et seulement si pour tout ¢ € N il existe f. € Ker(p) tel que f(z)—f.(x) €
(7)¢. En regardant le développement de Taylor des f., on voit que f € Ker (i) si et seulement
si il existe f.(z) € k{x} et ¢; (2, y) € k{z, y}, pour tout ¢ € N, tels que

fe(z) + Z(xz —©i(y))gi, c(x,y) =0 VeeN

et f.(z)— f(z) € (z)¢ VeeN.

Considérons maintenant P(F;, G;) € k{z, y}[F1, ..., F;, G1, ..., G5]. Nous dirons que P pos-
séde la propriété d’approximation cylindrique par rapport & x si :

v?i € k[[l‘]], v?_] € k[[l‘, y”? tels que P(?w y_]) = Oa Ve € Na

3f; e k{z}, Jg; € k{x, y} tels que P(f;, g;) =0,

et f, — fi € (2)°, g;—9j € (z,y)  pour tous 1 <i<r, 1<j<s.

On déduit alors de la remarque précédente la proposition suivante (en fait la remarque nous
donne légérement moins que cette propositon ; pour la preuve compléte de cette proposition
voir [Ro2]) :

Proposition 2.1. — Soit ’équation suivante :
n

(E1) F(z) + Z(%‘ —vi(y)Gi(z, y) =0
i=1

Alors Ker(p) = Ker(o)k[[z]] si et seulement si Uéquation (E1) posséde la propriété d’ap-
prozimation cylindrique.

On peut généraliser cela de la maniére suivante :

Proposition 2.2. — [Ro2]| Soit I’équation suivante :
(E2) Fz)+ Y (zi — pi(y)Gi(z, y) + h(y) =0
i=1

ot h € k{y}. Alors l’équation (E2) posséde la propriété d’approzimation cylindrique si et
seulement si h € p(k{z}).

En particulier toutes les équations (E2), pour h € k{y}, possédent la propriété d’approzima-
tion cylindrique par rapport o x si et seulement si p(k[[z]]) Nk{y} = p(k{z}).
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3. Quelques exemples

3.1. Exemple de Osgood [Os]. — Soit ¢ : C{z1, x2, 23} — C{y1, y2} défini par

o(x1) =y1, ©(x2) =v1y2, ©(x3) = Y1y2e¥2.

Soit f € Ker(®) que l'on écrit sous la forme f = Z d 0 fa ou fg est un polynéme homogene
de degré d pour tout d € N. Alors 0 = @(f) = >,y fa(1, ya, y2€¥2). Donc fq = 0 pour tout
d € N car 1, y2 et y2e¥? sont algébriquement indépedants sur C. Donc Ker(p) = (0) et de
méme Ker(y) = (0).

Notons ® : (C2 0) — (C3,0) le morphisme de germes d’espaces analytiques induit
par ¢. On voit ici que la dimension complexe du germe (Im(®), 0) est égale a 2, mais que le
plus petit germe d’espace formel (i.e. défini comme lieu des zéros de séries formelles) ou ana-
lytique (i.e. défini comme lieu des zéro de séries convergentes) contenant ce germe image est
le germe (C3, 0) qui est de dimension 3 sur C. L’image de ® est donc loin d’étre analytique.
en particulier le morphisme ® n’est pas propre (par un théoréme de Remmert qui assure le
caractére analytique de 'image d’un germe d’espace analytique complexe par un morphisme
propre [Re]).

3.2. Exemple de Gabrielov [Gal|. — Son exemple est construit a partir de celui de
Osgood. On peut remarquer que " (23 — $2€ﬁ> = 0". Cependant x5 — mgeﬁ n’est pas un

élement de C{z1, x2, 3}, mais on peut 'approcher par des polynémes homogenes :
Notons

1
fn = < T3 —fEQZ a:2> z} € Clz1, z2, 23], ¥Yn € N.
Alors

Y
o(fn) = vy Z '2 Vn € N.
i=n+1

On voit alors que (n + 1)!o(f,) est une série convergente dont tous les coefficients sont de
norme plus petite que 1. De plus si le coefficient de y¥y, dans le développement de ¢(f,,)
est non nul alors k = n + 1. Donc h := Y (n+ 1)lp(f,) est une série convergente puisque
tous ces coeflicients sont de norme plus petite que 1 (chaque monéme non nul de h provient
d’un seul <p( fn)). Or @ étant injective, 'unique antécédant que h par @ est nécessairement

g:=>,(n+1)!f. Or
S+ D = (n+Da)as + g(z1, 72)

n n

et >, (n+ 1)!z} est une série divergente, donc g € C[[z]]\C{z}, et &(g) = h € C{y}.
On voit donc que p(k{z}) C @(k[[z]]) Nk{y}.

Considérons maintenant le morphisme ¢ : C{x1, x2, 3, x4} — C{y1, y2} défini par

Y(x1) =91, Y(@2) = 11y2, Y(x3) = 11y2e¥?, P(x4) = M(y1, Y2)-
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~

Alors x4 — g(z1, 2, ¢3) € Ker(¢). Par ailleurs le morphisme induit par QZ sur le quotient
Cl[z1, ..., 4]]/ (x4 — g(21, T2, 3)) est isomorphe & $ qui est injectif. Donc on a 1’égalité
Ker(i)) = (x4 — (a1, 2, 3)).

Comme Ker(v) est un idéal premier de C{z}, Ker(¢)C[[z]] est un idéal premier de C[[x]] (cf.
théoreme 4.5 [Tol]) inclus dans Ker(1). Supposons que Ker(¢) # (0), alors Ker(¢)Cl[[z]] =

~ ~

Ker(y) car ht(Ker(¢)) = 1. Donc Ker(¢)) est engendré par une série convergente, notée
f € C{xy,..., z4}. Comme Ker({p\) = (x4 — g(z1, x2, x3)), il existe u(z) € C[[z]], u(0) # 0,
tel que f = u.(u—ﬁ (1, w2, x3). Or, en applicant le théoréme de préparation de Weierstrass
analytique & f par rapport & x4 et en utilisant I'unicité dans le théoréme de préparation de
Weierstrass formel, on voit que u(z) et x4 — g(x1, z2, x3) doivent étre convergents ce qui est

-~

impossible car g est une séries convergente. Donc Ker (1) = (0) alors que Ker(v) # (0).

Notons ¥ : (C2%, 0) — (C*, 0) le morphisme de germes d’espaces analytiques induit par .
On voit ici que la dimension complexe du germe (Im(®), 0) est encore égale égale a 2, le plus
petit germe d’espace formel contenant le germe image est de dimension 3 sur C et le plus petit
germe d’espace analytique contenant le germe image est (C*, 0) qui est de dimension 4 sur C.

On voit donc que cet exemple répond par la négative aux deux questions posées a la fin
de la partie 1.2. Il y a néanmoins un cas important, que nous verrons dans la partie suivante,
ou la réponse est positive.

On voit aussi que ’équation (E1) associée a 1, dans la partie 2, n’a pas la propriété d’ap-
proximation cylindrique. Ceci répond aussi par la négative a la question de M. Artin [Arl]
qui était de savoir si toute équation comme en 2 admettait la propriété d’approximation
cylindrique (voir aussi [Bel]).

3.3. Exemple de fonction de Chevalley a croissance donnée [Rol]. — La encore
cet exemple est inspiré par 'exemple de Osgood et une remarque de Abhyankar [Ab]. Soient
a : N — N une fonction croissante et k un corps. Soit (n;); une suite d’entiers telle

que n;41 > a(n; + 1) pour tout i et telle que la série convergente {(Y) := 37,5, Y™ soit
transcendante sur k(Y) (cf. [ML-S] pour Pexistence d’une telle série). On définit alors le
morphisme ¢ : k{z1, x2, 23} — k{y1, y2} de la maniére suivante :

(p(w1), p(w2), p(x3)) = (Y1, Y192, Y1£(Y2))-

On montre, de la méme maniére que 'exemple de Osgood, que @ est injective. En effet,
soit f € Ker(p). On peut écrire f = >, fq, ot fg est homogéne de degré d. Alors §(f) =

Syl fa(l, ya, £(y2)) = 0. Donc f4(1, y2, £(y2)) = 0 pour tout d. Comme 1, y2, £(y2) sont
algébriquement indépendants sur k, ceci implique fg = 0 pour tout d et donc f = 0.

Pour tout entier ¢ on peut définir :
7 . n;—1 ni_Mn;—ni MNi—1 _ MNi—MNi—1 n;
fi=a" xg—(zQ 7! +oootxy T xy +a:2@>.
On a alors :

() =yl €la) — " D_ys* € ()" ()7t
k=1
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mais f; ¢ (z)™*! pour tout i. Donc la fonction de Chevalley 3 de ¢ vérifie B(n; + 1) >
a(n; + 1) pour tout ¢ € N. On obtient donc lim sup % > 1.

Donc, pour toute fonction croissante «, il existe un morphisme d’algébres analytiques dont
la fonction de Chevalley croit plus vite. En particulier, il existe de tels morphismes dont la
fonction de Chevalley n’est méme pas constructible, puisqu’il existe des fonctions dont la
croissance est plus grande que toute fonction constructible. La encore, cet exemple montre

que la question posée a la fin de la partie 1.3 n’a pas de réponse générale satisfaisante.

4. Définitions, outils et théoréme principal

Il existe néanmoins un cas important ot les questions précédentes ont une réponse positive
ou satisfaisante. C’est le cas des morphismes réguliers au sens de Gabrielov. Avant de définir
ces morphismes, nous allons d’abord donner quelques définitions. Ensuite nous allons donner
deux exemples particuliers ou les réponses aux questions précédentes sont positives avant
d’étudier le cas des morphismes réguliers. Pour les preuves des lemmes ci-dessous on pourra
se reporter & [Rol| par exemple.

Définition 4.1. — Soit ¢ : A — B un morphisme d’algébres analytiques sur k ou
Grm B est intégre (ce qui est la cas par exemple si B est régulier). Dans ce cas, ordp, défini
par ordp(f) := max{n € N/ f € my} est une valuation. Par abus de notation notons encore
@ le morphisme induit sur A/ Ker(p), et notons alors v := ordg oy la valuation définie sur le
corps des fractions de A/Ker(y). Notons k, le corps résiduel de v, i.e. k, := A, /m, ot A,
est 'anneau de valuation de v et my, son idéal mazimal, et tr.degv le degré de transcendance
dek — k.

Sip(ma) = {0}, alors on pose r1(p) := 0; dans le cas contraire on pose r1(p) = tr.degv+1.

Par ailleurs on pose
A
= di —_—
r2(¢) o ( Ker(®) )

ro() = dim (Kef(go)) .

Lemme 4.2. — On a toujours r1(p) < r2(p) < r3(p).

Démonstration. — La premiére inégalité provient de 'inégalité d’Abhyankar pour une va-
luation. La seconde provient du fait que ht(Ker(¢)) = ht(Ker(p)A) < ht(Ker(®)). O
Définition 4.3. — Soit ¢ : A — B un morphisme d’algébres analytiques comme précé-

demment. Nous dirons que @ est régulier au sens de Gabrielov si r1(p) = r3(p).

Nous allons voir que ces morphismes répondent de maniére positive ou satisfaisante a toutes
les questions posées dans 'introduction (cf. théoréme 4.10).
Nous avons ensuite les deux lemmes suivants trés utiles :

Lemme 4.4. — Soit ¢ : A — B un morphisme de k-algébres analytiques ot B est
réqulier. Alors r1(p) = r1(@).
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Lemme 4.5. — Soit ¢ : A — Beto : A — A des morphismes de k-algebres
analytiques ot B est régulier. Si o est fini et injectif alors ri(po o) =ri(p).

Nous pouvons donner une caractérisation de 1 : pour f € Kk[[yi, ..., ¥m]], nous notons
in(f) le terme de plus bas degré dans le développement en série formelle de f. On définit
un ordre total < sur N de la maniére suivante : pour tous a, 8 € N™ on a a < ( dés
que (|af, a1, ...y am) < (18], B1, ...y Bm) pour Pordre lexicographique & gauche, ou |af :=
a1 + -+ + . Cet ordre induit un ordre sur les monomes de k[[y1, ..., Ym]]- Si M = aqy®
est un mondme, on définit exp(M) := a. Pour tout f € k[[y1,..., Ym]], on définit in(f)
comme étant le monéme de plus bas ordre dans le développement en série formelle de f et

exp(f) = exp(in<(f))-

Proposition 4.6. — Soit ¢ : K[[z1, ..., zp])] — K[[y1, .-, Ym]] un morphisme de k-algebres
formelles. Soit C le plus petit cone contenant exp(¢(f)) pour tout f € k[[z1, ..., x,]]. Alors
r1(p) = dim(C).

Proposition 4.7. — Soit ¢ : K[[z1,..., zp]] — K[[y1, s Uml], Y1 ¢ K[[y1, ey Ym]] —
k[[z1, ..., z¢]] et o : K[[21, ..., z]] — K[[z1, ..., x,]] des morphismes de k-algébres formelles.
Siri(v1) =m (resp. r1(2) =n) alors r1(1 0 v) = 11(p) (resp. r1(p o) =711(p)).

Finalement on peut donner une interprétation plus géométrique de r; dans le cas ou
car (k) = 0 : si (A, m) est une k-algebre locale, on note Q! (A) le A-module des différentielles

de Killer, et O (A) = % le A-module séparé des différentielles de Kihler. Si

¢ : A — B est un morphisme de k-algébres locales, alors il existe un unique morphisme

ol ﬁnlg(A) — ﬁﬂlg(B) compatible avec les dérivations canoniques A — ﬁﬂlg(A) et B —

=1
O (B).
Lemme 4.8. — Supposons que car(k) = 0. Alors r1(p) = mngB(Bgol(ﬁﬂt(A))).

Démonstration. — A ce stade, il n’est pas trés évident que ces deux termes sont égaux.
Tout d’abord, si ¢ : A — B est un morphisme d’algébres analytiques ot B est régulier,
alors B est isomorphe a O,,, et il existe un morphisme injectif fini O,, — A. D’aprés le
lemme 4.5, il suffit de montrer le résultat pour ¢ : O, — O,,. Pour montrer cela, on
peut alors utiliser le théoréme 4.9 donné un peu plus loin. En effet, avec les notations de
ce théoréme, o} et ol sont des applications linéaires de rangs n et m respectivement, et

Pl ool = 09 0 ¢!, donc le rang de o' est égal au rang de p'. Or il est clair que le rang de

7', ie rangy (0" (ﬁﬂt(On))), vaut 7.
Par ailleurs il facile de calculer r1(@) : on a

Onu —k Ty T2
- sy T
my Tr—1 Z1
—1

donc le rang de r1(®") = r. D’autre part, il n’est pas trés difficile de voir que oy et oy ne
changent pas r; en utilisant le corollaire 4.7, et donc que r1(¢) = r1(p) (cf. [Ro4]). On en
déduit le résultat.

O



MORPHISMES D’ALGEBRES ANALYTIQUES 9

En particulier, si k = R ou C, notons & : (X,0) — (Y, 0) le morphisme d’espaces
analytiques induit par . Alors r1(p) est le rang jacobien générique de ® et est égal a la
dimension sur k du germe image. De plus, r2(¢) est la dimension du plus petit germe d’espace
formel défini sur k et 73(¢) est la dimension du plus petit germe d’espace analytique défini
sur k.

Maintenant nous donnons ’énoncé d’un résultat trés utile de monomialisation d’un mor-
phisme entre anneaux de séries convergentes (resp. formelles, resp. algébriques). Celui-ci a
été montré en caractéristique nulle dans [E-H] puis en caractéristique positive dans [Rol].

Théoréeme 4.9. — [E-H][Rol] Soit ¢ : O, — O, un morphisme de k-algébres analy-
tiques. Alors il existe 01 @ Op — Oy, 09 @ Oy — Oy, et @ 2 O — Oy, vérifiant les
propriétés suivantes :

i) Le morphisme o1 est la composition de k-automorphismes de O,,, de morphismes x4
(d € N* est un nombre premier) definis par xa(w1) = x$, and xa(z;) = 2; Vi # 1, et du
morphisme q defini par q(z1) = z122 et q(x;) = x; pour i # 1.

it) Le morphisme oo est la composition de k-automorphismes de Oy, et du morphisme q
defini par q(y1) = y1y2 et q(y;) = y; pour i # 1.

i11) Le morphisme @ vérifie

D(x;) = yf% v; ot les v; sont inversibles et a; € N, pouri <, sicar(k)=p>0
ou P(x;) =y; pouri <r, sicar(k)=0

et p(zr41) = 0.

De plus v = r1(p).
iv) Le diagramme suivant est commutatif :

(%) On s Om

lal ) i

Ce théoréme reste vrai si on remplace respectivement O,, et O,, par F,, et F,, ou par N,, et
N (voir partie 5.1 pour les définitions de ces deux derniers anneauz).

Finalement voici le théoréme qui résume toutes les propriétés des morphismes réguliers :

Théoréeme 4.10. — Soit k un corps valué et ¢ : A — B un morphisme d’algébres
analytiques ot B est régulier. Considérons les propriétés suivantes :

(i) r1(e) = 7).

(i) T1(p) = r2(0) = 13(¢0).

(iii) 3a > 1, b >0 tels que 1 (mY™) C Ker(p) + m% Vn € N,

() P(A)N B = p(A).
Alors on a les implications suivantes :
(1) (ii)<= (iit) = (iv) pour tout corps valué k.
(iv)=>(iii) si k est un corps valué de caractéristique nulle.
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Historiquement, A. Gabrielov a d’abord montré (i) = (i) pour k = C ou R [Gal] (la ré-
ciproque étant triviale). C’est cette implication qui est traditionnellement appelée "théoréme
de Gabrielov" dans ce contexte. Sa preuve étant trés compliquée, d’autres auteurs ont essayé
de donner une preuve correcte de ce résultat [To3], [Spl]. Finalement cette implication a été
montré sur un corps de caractéristique quelconque par 'auteur [Ro3|. On peut interpréter
cette implication de la maniére suivante : si (X, 0) est un germe irréductible d’espace formel
dont un morceau est I'image d’un germe d’espace analytique par un germe d’application
analytique, alors (X, 0) est en fait un germe d’espace analytique.

L’équivalence (ii) <= (iii) a été d’abord prouvée par S. Izumi pour k = C ou R [Iz2] puis
quand k est un corps de caractéristique nulle [Iz5] puis sur un corps quelconque par auteur
[Rol]. L’implication (iii) = (iv) est bien connue (voir ci-dessous). L’implication inverse
a été montrée par P. Eakin et G. Harris dans le cas ou A est régulier [E-H], puis par P.
Milman [Mi] pour A quelconque.

Nous allons donner dans cet article uniquement un apergu des démonstrations de (i) <
(1) < (iii) = (iv) (cf. partie 6).

5. Deux "bons" exemples

Nous pouvons donner maintenant deux exemples importants de morphismes réguliers. Le
second est un cas particulier du théoréme 4.10, mais sa démonstration est beaucoup plus
simple, et ce résultat sert ensuite dans la démonstration du théoréme 4.10.

5.1. Cas des morphismes algébriques. — Notons N,, := k(z1, ..., ,,) le sous-anneau
de F,, formé des séries formelles qui sont algébriques sur k[zi,..., z,]. On a clairement
N, C O, pour tout n € N. On appelle k-algébre hensélienne toute k-algébre isomorphe
a un quotient A, /I ou n € N et I est un idéal de N,. Si ¢ : N,/ — N, /J un
morphisme d’algébres henséliennes, on note ¢ : O, /10, — O,,/J Oy, le morphisme d’al-
gébres analytiques induit. Si ¢ : A — B est un morphisme d’algébres henséliennes, on
deéfini r4(p) = dim(A/Ker(¢)). De méme on note r;(¢) := r;(¢) pour 1 < i < 3. On a
évidemment 71 (¢) < ra(p) < r3(p) < ra(p).

On peut déja remarquer que tout polynéme P & coefficients dans N, 4,, posséde la pro-
priété d’approximation cylindrique (cf. [KPPRM]| ou [Sp2]). C’est-a-dire que toute solution
(fi» 95) € F), x F}, de Péquation P(F;, G;) = 0 peut étre approchée par des solutions
dans N, x N3, ,.. En utilisant la proposition 2.2 qui reste valable dans le cadre hensélien,
on voit que tout morphisme ¢ : N, — N, vérifie §(F,) N Ny, = ©(N,,). En fait on peut
montrer plus que cela :

Théoréme 5.1. — Soit ¢ : A — N,,, un morphisme de k-algébres henséliennes. Alors
r1(p) = ra(p).

Démonstration. — On peut remplacer ¢ par le morphisme induit A/Ker(¢) — B car ni
r1 ni r4 ne changent, donc on suppose que ¢ est injectif. Ensuite il existe un morphisme
N,, — A fini et injectif et le morphisme induit A,, — N,, a les mémes rangs rq et ro que
¢ (cf. lemme 4.5). On peut donc supposer que ¢ est injective et A = N,.

On applique ensuite le théoréme 4.9 qui reste valable si 'on remplace O,, et O,, par N, et
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N;. On a donc un diagramme commutatif

MLLNT)’L

On voit que o o @ est injectif, donc @ o o7 est injectif. Il suffit alors de montrer que si on a
un morphisme @ : N,, — N,,, qui n’est pas injectif tel que ¢ = P o o, oll ¢ un morphisme
de 'un des trois types du théoréme 4.9, alors ¢ n’est pas injectif. Ceci se fait facilement en
vérifiant cela pour chacun des trois types en question. O

Remarque 5.2. — Si car(k) = 0 et si B est integre, lexistence d’une résolution des
singularités pour B nous donne l’existence d’un morphisme injectif B — Ny, tel que
r1 = m = dim(B). On en déduit que le théoréme précédent reste vrai si car(k) = 0 et
B est integre.

Corollaire 5.3. — [To2|[Be2|[Mi][Ro4] Soit ¢ : O,/I10, — O, /IOy, un morphisme
de k-algebres analytiques ou I est un idéal de N,,, J un idéal de N, et tel que p(z;) € Ny /J
pour tout 1 < i < mn. Supposons que car(k) =0 ou que J = (0). Alors r1(p) = r3(p).

Démonstration. — Soit 7 : O,, — O, /I la projection canonique. On peut donc remplacer
o par porm : Op — O,,/JO,, que 'on note encore . On note " : N, — N, /J
le morphisme d’algébres henséliennes associé¢ et 'on voit que 71(o") = r4(o") d’aprés le
théoréme précédent. Donc r3(p) = r3(p") = r1 (") = r1(p). O

5.2. Le cas de la dimension 2. —

Théoréeme 5.4. — [Ab-vdP]|Rol| Soit ¢ : A — B un morphisme de k-algébres analy-
tiqgues o A est un domaine d’intégrité de dimension 2 et B est régulier. Alors @ est injective
st et seulement si ri(p) = 2.

Idée de la démonstration. — Sir1(p) = 2, alors r3(¢) = 2 et ¢ est injectif. C’est I'implica-
tion inverse qui n’est pas triviale.

On peut déja se ramener au cas ou A = Oy et B = O,,. On applique alors le théoréme 4.9
au morphisme . On a alors I'existence d’un diagramme commutatif

0y —2>0,,

0y —2> 0,

Si o1 est uniquement une composition de k-automorphismes de O et de morphismes xq4
(d € N* est un nombre premier) definis par yq(z1) = #¢, and y4(z;) = z; Vi # 1, et si ¢ est
injectif, alors il n’est pas trés difficile de voir que P est encore injectif et donc 1 (¢) = 2.

I’idée est alors d’analyser la preuve du théoréme 4.9 pour voir que, si ¢ est injective, on
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peut construire un diagramme commutatif similaire au précédent, ol o7 est uniquement une
composition de k-automorphismes et de morphismes x4, et ou @ est défini par

?(z1) = yiybu

?(x2) = yiydv

ou la matrice ( “ > est de rang 2 et u et v sont inversibles. Donc 1 (¥) = 2, d’ou

d

r1(p) = 2 aussi d’aprés le corollaire 4.7. O

Corollaire 5.5. — Soit ¢ : A — B un morphisme de k-algébres analytiques ou A
est un domaine d’intégrité de dimension inférieure ou égale a 2 et B est régulier. Alors

r1(p) = ra(p) = r3(¢p).

Démonstration. — Si dim(A4) = 0, il n’y a rien & montrer.
Si dim(A) = 1, et si r1(¢) = 0, alors Ker(¢) = m4 donc r3(¢) = 0. Si r1(p) = 1 alors
r3(p) = 1.

Si dim(A) = 2 et si 71 (¢) = 0, ceci signifie que Ker(p) = m4, donc r3(¢p) = 0. Si r3(p) = 2,
alors ¢ est injective et donc r1(p) = 2 d’aprés le théoréme précédent. Finalement siri () = 1,
r3(p) = 1 nécessairement car r3(p) = 2 implique r1(¢) = 2. O

Remarque 5.6. — La remarque 5.2 reste valable ici, et on peut donc supposer que B est
simplement intégre si car (k) = 0.

6. Idées de preuve du théoréme 4.10

Nous n’allons donner ici que des apergus des démonstrations en évitant certains détails
techniques, sauf la démonstration de [(i) < (#)] = [(#1) = (iv)] qui est facile.

6.1. Idée de démonstration de (i) = (ii). — Soit ¢ un morphisme comme dans
Iénonce avec r1(p) = ra(p). Supposons que r2(¢) < r3(¢). On va montrer que 'on obtient
alors une contradiction ce qui prouvera le résultat voulu.

Tout d’abord, par des techniques classiques, on peut construire, & partir de ce morphisme, un
nouveau morphisme ¢ : k{z1,..., xr41} — k{y1, ..., y-} qui est injectif (i.e. r3(¢) =r+1)
et tel que 71 () = ra2(p) = r. D’aprés le corollaire 5.5, on pourra supposer que r > 2. Comme
ht(Ker(®)) = 1 et que F,41 est factoriel, I'idéal premier Ker(p) est principal. Puis, quitte
a faire un changement linéaire de coordonnées, on peut supposer que cet idéal est engendré
par un polynome de Weierstrass en la variable z,41.

Ensuite on utilise le théoréme 4.9 avec les notations de celui-ci. Comme o5 et o2 sont injec-
tives, et parce que r1(¢) = 71 (02 0 @) (corollaire 4.7), on voit que l'on peut remplacer ¢ par
09 0 (p sans rien changer aux hypothéses sur .
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On obtient alors le diagramme suivant :

k{z} ———k{y}

k{z}

ou ;, pour 1 <4 <[, est un morphisme de I'un des types suivants :

Type A : k-automorphismes de k{z},

Type B : x4 (d est un nombre premier) defini par xq(x;) = x¢, et xq(x;) = z; Vi # 1,
Type C : ¢ defini par ¢(x1) = 2129 et g(x;) = x; pour ¢ # 1.

On s’apercoit facilement que Ker(@;) est un idéal principal non nul. On peut montrer, en
faisant une analyse de la preuve du théoréme précédent dans le cas qui nous intéresse, que
lon peut supposer que Ker(p;) est engendré par un polynome de Weierstrass en la variable
Zr41 pour tout i.

On montre ensuite par induction que si Ker(p;) est engendré par une série convergente, alors
Ker(p;—1) V'est aussi. Comme Ker(p;) est engendré par z,1, ceci suffit pour montrer que
Ker(®) est engendré par une série convergente et donc que ¢ n’est pas injective contraire-
ment & 'hypothése, ce qui est la contradiction cherchée. Pour montrer cette induction, on
va étudier séparément les trois types de morphismes ci-dessus.

Pour les morphismes de type A, c’est trivial. Pour les morphismes de type B (i.e. ¥; = xq), il
y a deux cas & considérer : soit d est un nombre premier différent de car (k). Dans ce cas si 7
est un générateur de Ker(;_1), on a zzl(fA) = f1...fs € Ker(¢;), o les f; sont irréductibles.
Comme fest irréductible, on voit assez facilement que les f; sont conjugués sous I’action du
groupe des racines d-iémes de 'unité qui agit par multiplication sur la variable z;. Comme
Ker(p;) est engendré par une série convergente irréductible (c’est un idéal premier), alors
I'un des f; engendre cet idéal, et donc, pour un certain jo, il existe u;, inversible tel que
uj, fj, est convergent. Du fait que les f; sont conjugués sous l'action précédente, on voit que,
pour tout j, il existe u; inversible tel que u;f; est convergent. On voit donc qu’il existe u
inversible tel que uzz;l(f) est convergent. Il n’est pas trés difficile de voir que si 'on appelle v
la série inversible dont les mon6émes non nuls de son développement sont exactement les mo-
noémes non nuls de u dont la puissance de x; est divisible d, on a encore m/)i(f) convergent.
Dans ce cas v = ¥;(w) ol w est inversible, et wf est une série convergente qui engendre
Ker(@;). R o

Si d = car (k) > 0, alors notons encore f un générateur de Ker(g;—1). On a encore ¢;(f) =
fi..-fs € Ker(@;), ot les f; sont irréductibles. Or f{ € Im(z@) car d = car (k). Notons ¢ la
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pré-image de f{ par 1@ Alors f{ divise a la fois 1@(9) et 1@(?‘1) Donc @Z(g) et qzl(fd) ne
sont pas premiers entre eux, donc g et fd non plus. Comme fest irréductible, fdivise alors
g, donc fi...fs divise f{. Donc, pour 1 < j < s, il existe u; inversible tel que f; = u;fi.
Supposons, quitte a permuter les indices comme précédemment, que (f1) = Ker(p;) qui est
un idéal engendré par une série convergente. Alors il existe u inversible tel que ufi soit
convergent. Donc, pour 1 < j < s, uu;f; est convergent. On conclut alors comme dans le

cas d # car (k).

La difficulté provient des morphismes de type C. La encore, si f est un générateur de
Ker($i_1), on a 9;(f) € Ker(3;), et comme Ker(3;) est engendré par une série conver-
gente irréductible (c’est un idéal premier), alors @Z(f) a un facteur irréductible convergent.
Il nous faut montrer le résultat suivant qui nous permet de conclure :

Théoréme 6.1. — Soit un entier r > 2. Soit ¢ : k{z1,..., xp11} — k{z1, ..., 241}
défini par q(x;) = z; pour tout i # 1 et q(x1) = w1xe. Soit fe k[[z1, ey Zp])[Tr41] un
polynéme de Weierstrass irréductible. St 12(]?) a un facteur irréductible convergent, alors
@(f) et fsont convergents.

Voici I'idée de la preuve de ce résultat : on peut déja montrer que @(f) est un produit de
facteurs irréductibles qui sont des polynomes de Weierstrass en z,11, et que au moins 'un

d’entre eux, noté g, est convergent. Notons Z := (21, ..., £,—1). Notons alors, pour 1 < i < 4,
di ~ j
9i =25+ Z ai,j(x)xgq-l
j<d;
ces différents facteurs : @(j?) = io g;- Or fest un polyndéme de Weierstrass : f: zd o+

di<d aj(:i)xf,ﬂ. Notons b; := @Z(aj) pour 1 < j < d. On voit que la relation @Z(f) = lf’ gi
est équivalente aux relations polynomiales suivantes :
Z ale...as,jS—bk:O, nggd—l
itetis=k
On peut remarquer que k[[z]] est isomorphe & k[[u, v]]/(u1 — uzv), u := (uy, ..., Ury1), OU
I’isomorphisme est défini par

uj — x; Vi # 1, up — x12T9, v — 27.

Remarquons qu’avec cette écriture, 1(k[[z]]) est isomorphe au sous-anneau k|[u]] C k[[u, v]]/(u1—
uzv). Notons A" son hensélisé, i.e. 'anneau des éléments de k[[u, v]]/(u; — ugv) algébriques
sur k[[u]] (remarquons que v € A"). Notons @ := (uy, ..., u,) et A" Phensélisé de k[[@]] dans
k[[@, v]]/(u1 — ugv). Considérons alors les équations polynomiales en les variables A4; ; a
coefficients dans A" :

ST AujeAs —bi=0, 0<k<d-1.
Jit-tis=k

Ce systéme a des solutions a; ; dans k[[@, v]]/(u1 — ugv) qui peuvent, d’aprés le théoréme
d’approximation de Artin ([Ar2] ou [Sp2]), étre approchées aussi prés que l'on veut par des
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solutions dans A”. On a donc I'existence de aj ; € AP tels que

> oaljeal —br=0, 0<k<d—1.

ot de=h
Ceci nous donne 12(]?) = i“ g ot les g, sont les polynomes de Weierstrass
/ ds I(aNad ih h
g; = xpig + Z a; (T, € (A ) [ur+1] € A"
Jj<d;

Comme kl[u, v]]/(u1 — ugv) est un anneau factoriel, la décomposition de O (f) en facteurs
irréductibles est unique, donc on peut supposer que g; = g, pour tout ¢. Donc g, le facteur
irréductible convergent de ¢ (f) vérifie

k{u, v}

ge( N A"

Uy — UgV)
Notons C" I'hensélisé de k{u} dans k[[u, v]]/(u; — ugv) . On utilise alors le lemme suivant :

Lemme 6.2. —
Bw v} g o
(u1 — ugv)

Fixons alors Q(T) := coT" + c1T" 1 + -+ + ¢, € (k{u}) [T] est un polynéme irréductible
tel que Q(g) = 0. Notons respectivement K et K 4» les corps de fractions de k[[u]] et de A".
On a g € A" et Q(T) € k[[u]][T]. Soit L une extension normale de K engendrée par K 4.
Par propriété de ’hensélisé, K — L est une extension galoisienne, de groupe de Galois noté
G. L’idée est alors de voir que les autres racines de @) sont les conjugués de g sous ’action
de G. Leur produit est égal & (—1)"¢,/¢o. Comme J(f) est irréductible dans k[[u]] (i-e. Fest
irréductible dans k[[z]]) et que g divise 1(f) dans k[[u, v]]/(u1 — ugv), alors ¢(f) divise h
dans A", donc 1Z (]?) divise ¢, qui est convergent. On en déduit alors facilement, du théoréme
de préparation, que QZ(J?) est convergent, et donc que fest convergent.

Pour prouver le lemme précédent, on procéde comme suit : Soit P(T) := ¢oT" +¢&T7 1 +
-+ ¢ € Kk[[u]][T] un polynome irréductible ayant g comme racine. On a alors

fi=tg +e1g" "+ 42 = hlug — ugv)
dans k[[u, v]] pour un certain h. Soit M le sous-k{u}-module de k[[u, v]] engendré par les g

pour 0 <4 <r. M est un module fini, donc ]\7, sa complétion pour la topologie (u)-adique,
est isomorphe & M ®y,y k[[u]]. Notons J I'idéal de k[[u, v]] engendré par u; — ugv. On a

f € MnJ.Or J est plat sur k[[u, v]] (c’est un idéal principal donc un module libre) et donc J
est plat sur k{[u]] (k[[u, v]] est plat sur k[u]]), donc M NJ C (M @y k[[u]]) V(T Opguy K[[u]]).
Donc f € (M ®yquy k[[u]]) N (J @pgoy K[[u]]) = (M N J) Qguy k[[u]]. On peut done approcher
f par des éléments de M N J. 1l existe donc une relation non triviale

co(w)g(u, v)" +c1(w)g(u, v)" "+ + e (u) = (ug — ugv)h/

ot les ¢; € k{u}. En regardant cette relation modulo (u; — ugv), on voit que g € C*.
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6.2. Idée de démonstration de (ii) <= (i73). — Il suffit de montrer que @ vérifie la
propriété (iii) du théoréme 4.10 si et seulemement si r1(p) = dim(ﬁ/Ker(@)) (car (i) =
(#4)). On peut donc supposer maintenant que A et B sont des k-algébres formelles. De plus
on peut remplacer A par A/Ker(y) et supposer alors que ¢ est injectif.

Ensuite il existe un morphisme o : F, — A injectif et fini. On a alors le lemme suivant :

Lemme 6.3. — [1z2][Rol] Soit ¢ : A — Beto : A — A deux morphismes de
k-algebres formelles ow o est fini et injectif. Alors ¢ vérifie la propriété (iii) du théoréme
4.10 si et seulemement si ¢ o o la vérifie.

(Pour montrer la condition nécessaire dans ce lemme, on utilise le lemme d’Artin-Rees
et la finitude de o ([Rol] lemme 5.2). Pour montrer la condition suffisante, on utilise une
généralisation par D. Rees [Re| d’un théoréme d’Izumi [Iz1].)

On peut donc supposer que A = F,, et B = F,,.
On utilise alors le théoréme 4.9 pour construire le diagramme commutatif suivant

Fp > Fin

i

Fo— Fn

ou les notations sont celles du théoréme 4.9. Il est facile de voir que o1 et oo vérifient la
propriété (7it) du théoréme 4.10. Si r1(¢) = n, alors P est injectif et vérifie la propriété (iii)
du théoréme 4.10. Donc @ o 01 = 03 0 ¢ est injectif et vérifie la propriété (iii) du théoréme
4.10. Donc ¢ la vérifie aussi. On a donc montré (it) = ().

Supposons que ¢ vérifie la propriété (i74) du théoréme 4.10. Pour I'implication inverse, la en-
core on suppose que A et B sont des k-algébres formelles et que ¢ est injectif. On peut utiliser
le théoréme 4.9 pour construire le diagramme commutatif précédent. Il est clair que o5 0 ¢
vérifie encore la propriété (i) du théoréme 4.10. Notons r :=r1(p) et 7 : F,, — F,. Alors
clairement 7 vérifie la propriété (iii) du théoréme 4.10, et 7w o @ est injectif. Donc 7o o 0
est injectif et vérifie la propriété (iii) du théoréme 4.10. Il est clair que r1(rooz0p) = r1(p)
d’apres la proposition 4.6. On peut donc supposer de plus que 71(p) = m < n.

Soient a et b tels que o~ ((y)* ) C (z)" pour tout n € N. On peut alors définir une
application linéaire surjective sur k : p(F,,)/(y)*"* No(F,) — Fn/()", pour tout n € N.
Or o(F,)/(y)™ P N (F,) est un sous-espace vectoriel de F,/(y)*" . Donc la dimension
du k-espace vectoriel F,,/(z)" est inférieure ot égale a celle de F,,,/(y)"**. En comparant
ces dimensions quand n — +o00 on voit que m > n. Donc r1(p) = n.

6.3. Démonstration de [(i) <= (ii)] = [(i1) = ()]. — Soit ¢ : O,/ — On,
tel que (@) = ra(p) et © : O, — O, /I la projection canonique. Il suffit de montrer
que @ o T(Fp) N Oy = ¢ ow(Op). On peut donc supposer que ¢ : O, — O, car
r1(pom) = r1(p) par définition. Soient f € §(F,) N Oy, et g € F,, tel que p(g) = f. Quitte a
remplacer g par x1g, on peut supposer que g € (z) car x1g9 € O,, implique que g € O,,. Soit

-~

Y 1 Opyy — O, défini par ¥y, = p et Y(zn41) = f. Alors Ker(9) + (2n11—g) C Ker(v).
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Donc r2(¢0) < r2(p). D’un autre coté, r1 () = r1(¢) par définition de 1. Donc r1 (1)) = r2(¢),
d’oury(v) = ra3(v) ie. Ker(ﬁ) = Ker(¢)). Comme z,,4+1—g € Ker(qZ), il existe € € (z)? tel que
ZTnt+1—g—+e € Ker(y). Le théoréme de préparation de Weierstrass nous dit alors qu’il existe u
inversible tel que w(zp11—g+¢€) = xpr1—9g avec g’ € O,,. En particulier 2,11 — g’ € Ker(v)),
donc ¢(¢') = f ce qui montre que f € p(O,).

7. Changement de corps de base

La définition de k-algébre analytique impose qu’une telle k-algébre A vérifie A/my =k,
ce qui peut étre restrictif lorsque l'on veut faire une changement de corps de base. On
aimerait alors s’autoriser les changements de corps de base dans la définition de k-algebre
analytique. Néanmoins certains problémes apparaissent. Par exemple, si A — B est un
morphisme injectif de k-algébres formelles et k — k’ une extension finie de corps, alors
k' @k A — k’ @ B est encore un morphisme injectif de k’-algébres formelles. Cependant ce
résultat simple devient faux dans le cadre analytique. On a en effet le résultat suivant :

Théoréme 7.1. — [Be3] Il existe un morphisme injectif xo : Q{z1,..., s} — Q{y1, y2}
de Q-algebres analytiques tel que le morphisme de Q[v/2]-algébres analytiques induit Xo[va)
QW2|{z1, ..., x5} — Q[V2]{y1, y2} ne soit pas injectif.

En particulier, l'anneau local Q[v/2]{x1, ..., x5} n'est pas une extension finie de Q{x1, ..., x5}.
Done, Q[vV2] ®g Q{z1, ..., x5} n'est pas isomorphe a Q[v/2]{x1, ..., x5}.

Démonstration. — Soit ¥g : Q{z1,..., za} — Q{y1, y2} défini comme le morphisme v
de 'exemple de Gabrielov. Alors Ker(zz@) = (x4 — g(z1,..., x3)) car les coefficients de g
sont rationnels mais @Q est injectif. Notons f = x4 — g(z1, ..., x3). Soit f € Q|[x1, ..., z4]]
un polynome de Weierstrass en x4 tel que g := ﬁf— f a tous ses coefficients de valeur
absolue inférieur a 1 et tel que fne divise pas f. En particulier g € Q[v/2]{z1, ..., x4} mais
g ¢ Q{x1, ..., z4}. Donc

Gy1, v2) = Yoy (9) = —Va(f) € Qllys, v2)l NQIV2H{u1, 2} = Q{un, o}

Notons xq : Q{x1,..., z5} — Q{y1, y2} 'extension de g définie par xg(zs) := G(y1, y2)-
Alors x5 — g € Ker(xgyz)) o0 Xqivg QW2l{w1, ..., x5} — Q[V2|{y1, y2} est le mor-
phisme de Q[v/2]-algébres analytiques induit par Xq- Nous allons montrer que xg est injectif :
En effet soit o € Ker(xq) irréductible. Alors o(x) = u(z)(xs — g(z1, ..., 1)) + T(T1, ..., Ta)
en utilisant le théoréme de division de Weiertrass dans Q[v/2]{z1,..., 25}. En particulier

TE Ker(i/)Q[ﬁ}) C Ker(®). Or ¢ est injectif d’aprés I'exemple de Gabrielov, donc 7 = 0.
On peut écrire 0 = Y40 0%(@1, oy a)2E et u = 3, oo ur(z1, ..., T4)2k avec o9 # 0, car

o est irréductible et z5 ¢ Ker(xg) (f ne divisant pas f). On en déduit oy = wupg. Notons
uo = hy +V2hy ol iLl, hy € Q[[z1, ..., 24]]. On en déduit —og = (hy +v2hs)(V/2f — f). Dot
h1 + ﬂhg = %. Donc

b= g, = %S

f2— 2f2 f2 - 2}*\2'
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L’anneau Q[[z1, ..., 24]] est factoriel, et comme f est irréductible et que f ne divise pas f, on
en déduit que £2 — 22 divise oo. Notons p le quotient de oo par f2 — 2f2. On voit alors que
ug = p(f + \/if) Or f+ \/§f est un polynéme de Weierstrass qui est une série divergente
(car f — \/5]? est convergent et fest divergent). De la remarque 1.5, on déduit que ug est
divergent ce qui est contradictoire. Donc xq est injectif.

Si Q[v2){x1, ..., 5} était une extension finie de Q{x1, ..., x5}, alors h := x5 — g vérifierait
une relation de la forme A" +a,_1h" "1+ -+ag = 0 ot a; € Q{z1,..., z5}, pour 0 < i < r—1,
et ap # 0. On aurait alors xg(ag) = 0, ce qui contredit le fait que Ker(xq) = (0). O

On peut néanmoins remarquer que dans un cas important (changement de base de R a C
par exemple) ce genre de probléme n’apparait pas :

Théoréeme 7.2. — [Be3] Soit k un corps valué complet et k' une extension finie de k. Si
@ est un morphisme injectif, ¢ : k{x1,..., tn} — k{y1, ..., Yym}, alors Uextension de ¢ sur
k' est encore injective.

On peut néanmoins étendre la notion de k-algébre analytique de la maniére suivante :

Définition 7.8. — Une k-algébre analytique est un anneau local A tel qu’il existe un mor-
phisme d’anneauz locaur k{x1, ..., v, } — A injectif et fini. En particulier le corps résiduel
de A est une extension finie de k.

Nous n’allons pas rentrer dans les détails, mais tous les résultats précédents restent
vrais avec cette nouvelle définition. La seule chose qui n’est pas vraie en général est que
k'{x1,..., zn} est une k-algébre analytique quand k — k’ est une extension finie de corps
valués. Il faut remarquer ([Ab-vdP]) qu'une k-algébre analytique qui est un anneau régulier
est isomorphe & k' @y k{z1, ..., ,} pour n € N ot k — k’ est finie. En particulier le théo-
réme 4.9 reste vrai si Pon remplace O,, et O,, par k' @k k{x1, ..., x,} et K Qx k{y1, ..., ym}-
On peut déduire les deux résultats suivants :

Théoréme 7.4. — Soient ¢ : k{z1,..., zn} — k{y1, ..., Ym} un morphisme d’algébres
analytiques injectif et k — k' une extension finie de corps valués.

(i) Siri(p) =r2(p), alors le morphisme induit gy : K'{x1,..., o} — K'{y1, ..., ym} est

injectif.

(ii) Sin <2, alors le morphisme induit v : kK'{z1,..., xn} — K {y1,..., ym} est injectif.
Démonstration. — Ce résultat vient du fait que 71 (pr) = r1(¢x) si k — k’ est fini, et du
théoréme 4.10 et du corollaire 5.5. O
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