PC - ENCPB Algebre linéaire Exercices d'entrainement

ALG]\EBRE LINEAIRE (REVISION) Effet sur les familles libres et génératrices

Soient E, F' deux espaces vectoriels et f : E — F linéaire.
On suppose qu’il existe une famille génératrice de E.

ExerCiceS d’application 1) Montrer que f est injective si et seulement si f transforme toute famille libre de E
en une famille libre de F.
2) Montrer que f est surjective si et seulement s’il existe une famille génératrice de E

Soit E un espace vectoriel sur K , et F et G deux sous-espaces vectoriels de E .
transformée par f en une famille génératrice de F.

Montrer : F U G est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si F C Gou G CF .

o3 R ] . . Version dimension quelconque
Ex 2| Dans R” rapporté & la base canonique (e1, €3, €3), on pose Soit u € .Z (E) telle que pour tout z € E , (z,u (z)) est une famille liée.

F = Vect(ey, e2) et G = Vect(ea, €3). 1) Montrer I’existence et I'unicité d’une application A : E\ {0} — K telle que
Caractériser les sous-espaces supplémentaires de F et de G. Ve € E\{0},u(z) = A(z)z

Détermi 1é tai a FetG. . . a1 1ez
éterminer un supplémentaire commun a I et G 2) Soit et y deux vecteurs non nuls de E . Montrer que si (z,y) est une famille liée

alors A (z) = A (y).
Soit E un espace vectorlgl sur.[K de' dimension finie n > 1, et Fy et Fp deux 3) Soit = et y deux vecteurs non nuls de E . Montrer que si (x,y) est une famille libre
sous-espaces vectoriels de E de méme dimension. alors A (z) = A (y).
Montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel G de E tel que : E=F, & G=F, ® G INDICATION : On pourra considérer A (z + ) .

4) En déduire lexistence d’un scalaire Ag € K tel que Vz € E,u (x) = Aoz c’est-a-dire
Ex 4 que u est 'homothétie \gidg
5) Soit u € £ (E) . Montrer que u est une homothétie vectorielle si et seulement si

2rsik=mn e o]
pour tout x € E | (z,u (z)) est une famille liée.

27
2 ikt —int 3, _
1) Montrer que pour (k,n) € Z=, /0 e dt = { 0 sinor.

o . ikt
2) Pour k € Z, on définit une fonction fi, de R dans C en posant fi(t) =™, t € R. Soit f : E — F une application linéaire et E;, E5 deux sous-espaces vectoriels de E,

Soit p < n dans Z, montrer que (fp,--- , fn) est libre dans F(R, C). F1, Fy deux sous-espaces vectoriels de F. Que pouvez-vous dire de f(E; +Es), f(E1NE2),
3) Soit n € N. Pour k € [0,7n], on pose pour t € R, ¢ (t) = cos (kt) et sp(t) =sin (kt). [~ '(F1+F2), f71(F1NF2)?
Déduire de la question précédente que (c1,- -+ ,¢p, S1, - , Sn) forme une famille libre.

Vrai ou Faux ?

. .k Soit E un R-e.v. (non nécessairement de dimension finie), et f et g deux endomorphismes
CentrALE 2012 Si k € N*, on pose fi : € R — sin(kz) et g, : © € R — sin(z). 4o E.
Montrer que les familles et sont libres.
q (fi)r=1 et (gr)r>1 1) fof=0 f=0.

o\ 2) Im(go f) C Img.
X 2010 Soient Ay, ..., A, € [0,2n[ distincts et, pour k € {1,...,n}, fr =z — 7.
. . 3) Img CIm(go f).
Montrer que la famille (f1,..., f,) est libre.
4) Ker (go f) C Ker f.
5) Ker f C Ker (go f).
6) Imf C Ker f < f2 =0.
7) Im f NKer f = f(Ker f?).
est un isomophisme. 8) Si f est injective, alors f est bijective.
9) f(Ker(go f)) =KergNIm f.

CCP 2017 C. Perier Soit E = {P € R,[X] | P(0) = 0 et P'(0) = 0} (n > 2).
1) Montrer que E est un espace vectoriel et donner sa dimension.

- JE — Rn—2(X]
2) Vérifier que wu : { P — PX+1)+PX-1)—2P(X)

1 /3 M. Rezzouk



PC - ENCPB Algebre linéaire Exercices d'entrainement

Exercices d’entrainement MinEs 2014 Soient A et B dans 901, (C) telles que AB — BA soit de rang 1. Montrer
que A(ImB) C ImB ou A(KerB) C KerB.

Un peu de manipulation abstraite sur les projecteurs...

Soit E un espace vectoriel sur K , et p et ¢ deux projecteurs de E MINES 2006XOn considére la suite (P,),en de polyndomes définie par Py = 1, et pour
—-n+1
1) Montrer les équivalences : n>1, P,(X)=——P,,_1(X).
. n
p+ g projecteur < pog+qop=0<<pog=qop=0. Montrer que (P,,)nen est une base de R.
2) On suppose ces propositions équivalentes réalisées, exprimer Im (p + ¢) en fonction Montrer que les composantes de P(X) dans cette base sont dans Z si et seulement si
de Im (p) et Im (q) , et Ker (p + ¢) en fonction de Ker (p) et Ker (q). P(z2) c 7.

X 2015 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, f, g € Z(E). Montrer que X 2013 Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.
ImgCImf <= 3heZE), g=foh 1) Op considere une .famill.e Hi, Hy, ..., H,, de m hyperplans de E. Trouver une
minoration de la dimension de H; N--- N H,,.

2) Méme question si 'on remplace « hyperplans » par « sous-espaces de dimension fixée
Dy
uov=uetvou=v 3) A quelle condition sur m et p est-on certain que lintersection n’est pas réduite a

{037

Indication : Manipulation de formules de Grassmann, recherche de contre-exemples.

Soit E un espace vectoriel et u et v deux endomorphismes de E tels que :

Montrer que u et v sont des projecteurs de E et ont méme noyau.
Etudier la réciproque.

X 2011 Soit ® : P € R,[X] = P(X + 1) € R,[X]. X 2014 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f € L£(E). Montrer :
, . / dim(Ker (f)) < dim(Ker (f o f)) < 2dim(Ker (f)).
1) Montrer que ® — id est nilpotent.

2) Soit P € R,[X] de degré n. Montrer que (P, ®(P),...,®"(P)) est une base de R,,[X].

. y .
Soit n > 2. Soit B = (ey,...,e,) une base de E, K-espace vectoriel de dimension Exercices d apprOfondlssement
n; pour tout j € [1,n], on pose €} = Zei — e;. Montrer que la famille B’ = (e],...,€}) TPE 2018 E. Martins Soit E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies.
i=1 Soient f € Z(E,F) et g € Z(F,E) telles que
est une base de E. Donner les matrices de passage de B & B’ et de B’ a B.
fogof=fetgofog=yg.
Soient a € R et ¢ : { [RQP[X] — X241 P[R,2 [X]2X P 1) a) Soit A,B et C trois K-espaces vectoriels de dimensions finies, soit u € (A, B)
— (XF+ )P = (X - a)P. et v € Z(B,C), montrer que

1) Montrer que ¢ est un endomorphisme de Ry [X].

< < .
2) Discuter selon les valeurs de « le rang de ¢. rg(vou) <rg(v) et rg(vou) < rg(u)

3) Lorsque ¢ n’est pas de rang 3, donner une base de Ker ¢ et une base de Im ¢, puis b) Comparer rg(f) et rg(g).

montrer que Keryp & Im¢p = R; [X]. 2) Montrer que Im g et Ker f sont supplémentaires dans E.

3) On suppose que dimE = dimF = rg f = n. Montrer que g o f = idg . Que peut-on

. . . 3 .
X 2014 Soit (vy,ve, v3) une famille libre de vecteurs de R°. Est-ce encore une famille en déduire ?

libre si on voit les vecteurs dans C3?
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CeNTRALE 2015 Soit E un espace vectoriel de dimension n et A un sous-espace Utilisation fine du théoréme du rang

vectoriel de E. Soient E, F, G trois R-espace vectoriel de dimension finie.
1) Montrer que A ={u € Z(E) | A C Ker (u)} est un espace vectoriel et en donner 1) Soient f,g € Z(E,F), Montrer que |rg f —rgg| <rg(f +g) <rgf +rgg.
la dimension. 2) Soient f € Z(E,F),g € Z(F,G). Montrer que
2) Montrer que A = {u € Z(E u(A) C A} est un espace vectoriel et en donner la . .
) dimension. { (E) | ud)c A max(0,rg f +rgg — dimF) <rg(go f) < min(rg f,rgg).
3) On considére maintenant deux sous-espaces vectoriels F et G de E et l'application . i . . .
définie par # Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f dans 2 (E) un endomor-
o .|/ Z® — ZFE)xZGE) phisme de E.
’ U — (u‘p, u|G) 1) Vérifier que pour tout p dans N, on a Ker f? C Ker fP*! et Im f? > Im fP.

)

5)

# Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.

Soient f et g deux endomorphismes de E. Montrer que

1)
2)

Montrer que les suites (Ker f?),cn et (Im f?),cn sont stationnaires a partir d’un
Montrer que si E =F @& G, ® est un isomorphisme. certain ra(ilg. ( ")ve (Im f*)pe P
Dans le cas général, trouver Ker @ et rg(®). En déduire une condition nécessaire et
suffisante pour que @ soit surjective.

Méme question pour @ injective. Ker fP = Ker fP*4,

2) Montrer que pour p dans N*, si Ker 7 = Ker fP! alors pour tout ¢ dans N on a

On suppose ® injective.

Montrer qu’il existe F' et G’ tels que F= (FNG)®F et G=(FNG)® G
(question de cours) (1) Im f? = Tm fP*) (2) Ker f? = Ker f7*!, (3) E = Ker f? @ Im f?.
Quelle est la dimension de C = {u € Z(E) | w(F) CFet u(G) C G}?

3) Soit p dans N*. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :

4) Donner des exemples d’endomorphismes f pour lesquels E = Ker f & Im f.

# Soient E un espace vectoriel de dimension n et Vi,...,Vy des sous-espaces
vectoriels de E. On suppose :
rg(gof)=rgg< E=1Im f + Kerg.

rg(go f) =rgf < ImfNKerg= {0} dimVy + ...+ dimVy > n(k —1).

Montrer que P'intersection des V; n’est pas réduite & {0}.

# X 2016 rus Soit E et F deux espaces vectoriels de dimensions n et p respective-
ment. Soit f € Z(E,F) de rang r. Soit F = {g € L(F,E)| fogo f=0}.

Montrer que F est un sous-espace de .Z(F, E). Déterminer sa dimension. LES INDICATIONS

. . . . L 2
()S(é;tuE_Fu;l gsgaﬁc?E\;ectorlel de dimension finie n sur K , et (u,v) € Z (E)” tel que Ind. 13 : Avec E = Ker f &S, on sait que fis_im s st un isomorphisme.
Montrer que rg (u) +1g (v) = n Ind. 15 : Si P n’est pas constant, regarder le degré de ®(P) — P.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie 7 > 1 et u un endomorphisme de 1nd- 18 : Ne pas se laisser impressionner : facile...

E tel que u
Montrer que u" = 0.

n+1 __
=0. Ind. 19 : Soit L = AB—BA. Soit X un vecteur colonne dans Ker B. Dans le cas ou LX # 0,
examiner LX...

INDICATION : on raisonne par absurde et on suppose qu'il existe € E tel que " (z) # 0.
Montrer que la famille (:c, u(x),. .. ,u"(x)) est libre puis conclure. Ind. 20 : Calculer P,,, voir que P,,(Z) C Z. Degrés échelonnés. Si P = Z apPr, m.q. Vk,

ap € 7.
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