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INTRODUCTT O

Les groupes apparalssent socuvent naturellement sous la forme
de présentations Ceszentiellement. en topologiel (Etant donnge une
présentation ,on peut se donner les éléments du dgroupe comme des
mots sur les gendrateur=s . Le probléme consiste alers a grtudier des
propriétes laocales d'un groupe (i.e. portant sur les &léments) b
des proprisetes globales Ci.e. portant sur le groupel par le blails

de =3 presentatlon

Ern 1911 .Dehn Formule le=s probléames sulvants
Etant donné une préesentation de groups

Fraobléme du mot : Etablir une procédure permettant de décider
pour un mot  arbitraire sur les génédrateurs .s'il représente

1'élément neutrs du groupe

Probléme de la conjugaison @ Etablir une procédure permestiant de

décider pour un coupls de mot ,s'ils =zonl conjuguées

Probléme de l'isomorphisme @ Etablir une procéddure permettant de
décider pour deux présentations .si elles représentent le méme
T O e

Ces problémes portent le nom de problémes de Debn | Hous

considérons aussi un autre probléms .le probléme du mot généralisé

Etant donnde une famille de nots IR yodéoider pour un mot
arbitraire ,s'il ezt dans le sous—groupe engendré par Boree @ Cet
alors ,comme nous le wverrons on peut donner une £ariture de
1 &lément de groups correspondant sur al....ahj

Ces problémes sont fondamentaux (et ce pour plusieurs ralsons
Fremié&remsnt. .les problémes de topologie | se raménent redquemnenl
par le bials du groupe fondamental 4 des problémes portant sur
les présentations CAlars Botlr uns  presentation du Oroupe
fondamental ,decider =i un mobt est brivial revient a decider =i un
lacet, ferme est contractile ;décider si deux polts sont  conjuguss
revient 4 decider =i deux lacets fermds sont librement homoctopes

idécider =i un mot est dans lo sous-—groupe endgendre par al...,a
i
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revient A décider si un lacet fermd se reléave dans le revélement
correspandant au sous-groupe en un lacet fermé

Zi deux espaces topologiques sont homéomorphes ,alors leur groupe
fondamental sont iscomorphes (Alnsi le probléms de 1 isomorphisme

nous donne un crltére de démarcablon

Demuzxd emement Lha resolution du probléme du mot Cessentiel lement)
et des autres problemes de Dehn permel d'établir des algorithmes
de Decision pouwr beaucoup de proprieles | Par exemple =i 1'on a une
solution au probléms du mot ,pour une présentation donnés ,on peut

deécider =i le groupse est abélien Calors les commutateurs des

genérateurs Sont btriviauxd .51 un groupe est fina Lon peut
l"stablir ;on pesut  aussl construirse une table de multiplication
pour le groupe Cebce . (2

Mowvikow =t  REabin yont démontré  gu'en  géndral Ltous cas
probléemes =ont inscolubles Il ewiste néanoins dez groupes pour

lesquels on salt résoudre ces probléemes

Le but de nolre travail est le suivant
Cl> Etablir les Lhéorémes génédraux d'insolubilitsé

2 Etablir des reésultats d7 inscslubilité pour des qgroupes

&l Emental res

€32 Etablir des resultats de =slubilite dans des classes de

groupe Cles plus larges possibles)

Cdd Erablir la stabilité de la résoclution de ces praoblémses par
des construcstions ,ou des relations entre présentations ,ou enlre
aroupe

CHotons que  méms  sS1 les problémes de dehn portent sur des
présentations ,nous etablierons que pour tous Cexceptd le problems
de l'isomorphel la pozsibilite de régcoluticon est un invariant

algébrique dans la classe des presentation e,

Dan=s Ya premiéra partie noug atablierons les=s concepbts
elémentaires nédcessaires & la suile ,en particuliers la notion de
HHN extension Jdornt 1'utilisation sera omniprésente dans les

chapitres IT et TIII

Dans la deuxiemns partie ,nous établissops tous les résultats



d'insclubilité | Lhéoréme de= Post (Lhéoréms de Novikov . théoréame
d*adjan—-Eabin ains: gue desz théorémesz de Lhéorie des groupes
CHigman Higman—-Neuman—Meuman? qui nous seront wutilies pour la

=ul Le

Dans la tbLrolsiéms partie nous Stablissons des részultats
drinsolubilitéd =t de solubilité .pour des groupes &lémentaires
Ad.2. Jdélinless par des propriégtes algebrigquess elamenlaires ou
construits sur des groupes £lémentalres par des chaines de produit
libre amalgame ,=plit extension (produit direct ,extension HHM
.MNHous dtudions en particulier ,l'effet de ces constructions sur la

rézolution des problémes

Dans la guabtridéms partise ynous emplovons la méethode
geométrigus pour résoudre le probléeme du mot dan=s des classes
larges de groupes ,les groupes hyperboligques de M. Gromowv et
cerbtains groupes 4 2 petite simplification | MHous analwysont  en
particulier les nobtions dtalgorithme de Dehn .et d'inggalité
isopérimébtrique yve2t.  caracteéri=seons les groupes admettant L
algorithme de Dehn ,ou une indgalité isopérimetrigue Cce sont les
aroupes Hyperboliquesd | MNous &tablissons aussi la stabilite de la
propriéte aveir un probléme du mobt scluble dans la clas=se des

groupes finiment engendré par quasi iscmetrie

Fuisque ces problémes naissent éessentiellement en Lopologle
il SFtait naturel ,détudier certains effels des resultats gue
nous avons <labli ,en topelogie  Clest oo que nous Faisons dans la
cinguiems partise | MHous construizons =sur une présentaticon finie
yUNte présentations de S wariétes 4 bord et de d-variétés rermdes
sans bord .dont le groupe fondamental est le garoupe déeterming par
la précaentation e aroupe utilisas . Mous avons alars
L'insolubilité des problémes de Dehn pour des groupe [ondamentaus
de 4 warietés ot 4de 5 wvariétes MNous etablissons de plus une
résultat de Markowv :le probléems de 1 "homéomorphisme ezt insoluble

pour ces classes de wvariétes



