CHAPITRE 1

NOTIONS PRELIMINAIRES

I.1 FRESENTATION DE GROUFPE

Scit X un ensemble dénombrable non wide .(On considére
X's,copie de X .I1 ¥ a une bijection naturelle por K — XX
sera noté X' et pour un &lément x & XK .plx) sera note xd',x sera
i

eventuel lement noté x+

On appslle mot sur 1" al phabet X Cou sur X2 ,Loub suite

finie d'éléments de X LU H_i .0n notera une telle suite xfi...x;n
m
=14} xi,..,x = X et si....s e {-1:1> .n ezt appelé longueur du
m m

mot . Le mot de lengueur nulle ezt appeld le mot vide et sera noté
1 .Un mot de longueur n est dit positif =i pour tout i =1 ...n
.5:=4-1 . L'ensemble des mots sur X sera noté MOXD . MMCXD muni de
la lol de concaténation est un monolde ,note MIOKD  avant pour
elément neutre le mot vide  Eoient w et o' ,deux mots sur un méns
alphabet ,on note w = w "si w et w ‘sont identigues . On dit gu'un
mot g est un sous-mot de @ ,si 1l existe deux mots (éventuellemsnt
vides) o et 7 tels que @ = o 4 £F .0n dit gque g est un sous-mot
initial CTESPL'termiHQIJ de w ,=zi1 il exizte un mot a tel gue
W= oW CreapL w = o 4 ) Deux mots w et w sont dits conjuguses
cycliques =i il existe dez mots o et 7 Céeventuellement vides)

tels que w=aoa 2 ,et w= 73 o .
On consideére les opérations sulvantes sur TROXD

€1 On note.w ———p w' larsque 11 exi=ste deux motz a et 2 tels que

- -4
w=axx 7,00 w=E/a X x 2P iet w=sEa @ (o x e X
i i {24
CE2 On note =ous les méme conditions o' @ ———y W
: y cd p (2} ;
On note @ ——3p ' =1 W ——3 W G OU ) s L

Deux mot=s w et w' =ont dits librement égaux =i w' peul étre obitenu

a4 partir de w par une suite finie d'opérations €13 et C22 ,i.e. =i

Fl

il sxiste une suite finie de mots Cwb...,m 2 on MbE G W = et
™ ™

Yi e O,..,n -1 , to—ms mi Un mot est dit librement réduit
.
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v on ne peut pas lui appliguer l'opération 13 Cc'est 4 dire si
il ne contient pas un sous-mot de la forme = x * y o x % . On
appelle reduction libre d*un mot une suite finie d'opérations
CL12 appligués au mot ,tel gue le mot obtenu soit librement réduit.

Il ezt aise de wérifier gu'étre librement &gal est une
relation d'equivalence sur MIXDY ,compatible avec la loi de
concaténation _Le guotient de MCIXD par cette relation a une
structure de groupe ,of 1'inverse de la classe d'équival ence de

J-Cf.‘l._ 3R ye2=t la classe d'équiwval ence de }C:Ef_. .- n .{Ce groupe
™ La]

sera noteé FCXD ,et sera appelé groupe libre engendré par X {ou sur

¥2 .Damn=s la suite on commettra 1'abus de langage consistant a

identifier un mot sur ¥ avec =a classe d'équivalence dans FOXD

PROPOSITION I.1.1 : Z==it FOXD un groupe libre .51 w et w' sonb
deux mots librement reéeduits ,w = w dans FIXI =ssi
w = w .En particulier =i w est réduit ,et w = 1 dans

FCY¥> ,alors ww =1

Démonstiration FEemarquons gus si un mot @  donné peut &ire
librement réduit en un unigue mob mo.il en st de méme du mot
obtenu A& partir de w par une opération €13 ou (22 .| Pour une
opération de la forme (12 le résultat est triwvial . Appligquons C22
4 w=AE .On cbtient w = A x % B Cl’autre cas étant similaireD
ygue lY'on réduit librement .| Une opération (123 intervenant sur un
socus—mot de A ou de B ,pourrait <&Etre appligués sur w ,et donc
done d’aprés ce gqul précéde n'altére pas le résultat .0On peut donc
sans perte de génédgralités supposer gue A et B sont librement

rédults. On o a alors un des cas sulwvants

wﬂséxxﬂBL}.ﬂ.Bzm

i

w = Axx B= ACx HoxB A'xBE=AEBE

]

L

w = A x x B = A xCx SOB 2, A xB=AB

I

L]

Done dans tout les cas =i w peut &tre librement réduit sn un
urnd que &l ément w il en es-t. de méme de W

Conzsidéronz deux mots librement réduits w et w \librement
egaux . Il existe donc une suite de transformations de la forms €12
et L2 changeant w en w .0Or w ne peut étre librement reéduit gu’en
Lui —méme. Done w' ne peut Stre librement redult gquen @ | Or w =st

librement réduit ,et donc w = w' . ]



Eemarcues Le procédé de réduction libre est déterministe ,i.e
le résultat d’une réducticon libre est indépendant de la fagon de
procéder . Four un groupe libre .donné par ses génédrateurs ,on a
une =olution au probléme du mot ,par application de réductions
libres

Etant donng un groupe & .et une = famille génératrice de &
.on peut se donner les elémentz de & .par des mobts sur les
générateurs .0On dira gue & est Libre sur 5 ,=i tout mot réduit
sur & ,représentant un £lément 1l"&lément neutre de & ,est wvide .On
vérifie alsément qutalors G est le groupe libre sur £ G =2 FCED
Un groupse est dit Libre ,si 11 est libre sur une de zes familles
genératrices

|X| =era appelé le rang de FCXI . S1 X est fini ,on dira gue FCOXD
est de rang fini .Un résultat important est le fait gu’un groupe

libre est uniquement déterming par son rang (4 isomorphisme présd,

PROPOSITION I.1.2 : Scient un groupe ¢ st w» @ ¥ —s & .Alors il
existe un unique homomorphisme ¥ ,tel que le diagramme

suil vant commutte |

ﬁ;&j“mﬁa?
S e TR
W
Eemardques Il s'agit méme d'une caractérisation des groupes

libres
Les groupes libres sont des objets universels dans

la catéegorie des groupes

Considérons un groupe G gquelcongue et =2 une famille
génératrice de & .Alors diaprés la proposition I.1.2 ,1il1 exicte
un unique  homomorphisme surjectif T . FL(E) — G ,dont la
restriction 4 £ est 1'inclusion sur les générateurs de & .O0n a
done & = FCSD/ker@ Toute groupe est done guotient d'un groupe
libre par un sSous—groupe normal | Appelons E un scus—ensemble de
FiEd ,dont la cldture normale dans FUS) est ker ¥ (elle sera notde
gpFEHCE)} .On appelle présentation de & la donnée de <« £ - E >
yof B est donng comme un ensemble de mots zsur S ,FI(S) s'appelle le
sous-groupe libre sous-jacent a4 G

Réciproguement considérons un ensemble = ,et R un snsemble de

B



mots sur 5 ,Alors il existe un groupe ,unigue 4 isomorphlisme prés
ayvant pour présentation £ Z  E > _En effet les éléments de E sont

eléments du groupe libre sur 5, et FCS}X definit un

ap CE>
. F{z)
unique groupe.

Les éléments de £ sont appelés lez générateurs ,et les
élémant de R ,les relateurs .Un relateur de la forme a.{fﬁ Sera
éventuell ement noté o = 7 Cet alors sera appele relationd | Un
élément de la forme x X & ou X % (x e S sera appelé relateur
Ltrivial.

Etant donné une présentation € £ 4 B *> ,on note gpld 5 ~ E »2
le groupe avant cette preésentation .Un groupe admet une infinité
de présentationzs .En effet ,si < 5 ~ E » ezt une présentation de &
v11l en est de méme de < S U {ay B U {Lar > si a2 £ 5 .51 le
contexte le permet ,on confondra un groupe =t une de =ses
préesentations

une présentation est dite finie .=i Z et E =zont finis .Un
groupe est dit finiment présente dfop.? .51 il admet une
présentation finle . Un groupe est dit finiment engendreée C(f.e.2 ,=i
il admet une famille géndratrice {finie (dans ce cas il admet une
présentation € 5§ - E » o0 2 est. finid

Dz la méme fagon que pour les groupes libres ,\lorsque Ll'on se
donnera un groupe par une preéesentation .on verra les mots sur les
genérateurs comms &léments du groupe ,i.e. .on confondra un mot
aves za classe d'équivalence .| Lorsque le contexte l'exigera ,on
notera w ,l'élément de groupe repreésente par @ | Pour un groupe &
s NOUS noLerons =, Pour exprimer une &galitée dans 6 L écriture =,
sera réservée a la relation &Ltre librement £gal .

PROPOSITION I.1.3 : Si un groupe G admet une présentation finie
< xz....}cn - rl,..,rm >
vainsi gu'une présentation finiment engendrés
4 A s el - El,... >
alors tous les relateurs .gsaufl un nombre ffini d'entre
eux sont superflus ,i.e
4 R - EL i =1 >

est une présentation de G, o I = N est fini

Démonstral ton : Appe]l ons F et Fz les guotient

1
. # M1 <Nz
correspondant. resp 4 la premiére et deuxléme présentation (Il

g



exizste un i=zomorphismse w @ Fi —F FE!NE »qul  envoie les

oy
géenérateurs Hoowopx o osUC des mr;:s SN A .. .aay Cde longueur
borné=l .Les images de RIS ysont dans le sous-groupe normal
engendré par Ei,..et.r:... ictest 4 dire s'écrivent comme produit de
conjugués sur ces relateurs (Fulisque les mots r;.-(rij.. : ,u{rm} sont
de longueur borndge ,seul un nombre fini de Ei. sont utiles a leur
gcriture comme preduit de conjugués de relateurs (De plus
t,u'iri",‘-',..,tp(rmj engandrent. Nz .En =ffet solt un mot w en A

ybrivial . Alors :,e.r'irCm} .5t trivial ,et s'écrit done comme produit

de conjugués de LIRS Alnsi w s'écrit comme produit  de
con jugués de r,v(r'ij b ,w:rm:t .Et donc seul un nombre fini de RL est
utile a engendrer Nz . L]

Etant donng un groupe G donné par une présentation < 5 ~ E >

sdeux mots w et w sont £gaux dans G Ci.e. =ont représentants de
i

la méme classe d'équivalencel.=i et seulement =i @« @ est
librement égal A4 un &lément de gpF{SECEZJ »solt =21 w est librement
égal a4 1 p. e p__‘,r:uii les ges zont desz &léments de B ,et les p.

L =

i.-—-i...]]-':

sont des mots sur 2 . 0n peut done passer de @ A w par une suite
finle d'opérations de la forme suivante

12 Insertion d'un sous—-mot de la forme = :-c_1 ,:{_ix Cx o 52 ,r.

Crie E>

C22 Suppression d'un sous—mobt de la forme x LM o8
L

De plus il est clair gue =si 1l'on applique une des opérations
précedentes 24 un mot  ,on obtient un mot de la méme classe
d'équivalence . Ceci a donnéd a4 la théoerie s'intéressant aux groupes

par la donnge de présentation le nom de combinaloire des groupes

I.2 TRANSFORMATIONS DE TIETZE

Notations : On note w{ai,. . ,ahj lorsque le mot w s'écrit sur

R .51 1l'on a une correspondance a &—— b pour L = 1..n ,an
1 L

note waL} le mot obhtenu & partir de w ,en remplagant toutes les

ocourences de a ,par b ,1i =1 .. n
L L

Soit £ XopwoaX - P oresal 2 une présentation finie d'umn groupe
T m
G .0n considére les transformations sulvantes ,appelées transfor-

“-mations de Tlietze
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T:. : Ajouter 4 la prézentation de G ,un relateur r o L gqui
m
appartient 4 la cléture normale de {rl.. T
m

T:": Opération inverse de T,

Tz : Ajouter & la présentation de G ,un générateur = i yalinsi
T

quiune relation = = w (x ,..,x D
Tied 1 L

T—":

o Opération inverse de Tz

THEOREME TI.2.1 : (Tiet=zel
Deux présentations finies sont des présentations du
méme groupe ssi oon peut passer de l'une A 1'aubre par

une suite finie de Lransformations de Tietze

Damonstiration : Condi tion suffisante
La transformation T‘1 laisse le groupe libre sous-jacent =t
son sous—groupe normal inchanges et done le groupe reste identigque
Solent & donng par < Xop-o ¥ £ 0. > et G dont la
m
présentation est obtenu 4 partir de celle de G par une
transformatien T .Considérons ¢ @ {3 ... .3 ¥ 0 F e—p I3 ... . %X ¥
2 i ™ a8 i m
dont la restriction & {xi,. e o oest l'identité et tel que 1'image
T

der 2 solt m(:-l:l‘..,x) intervenant dans T2 LAlers il ewxliste un
TN T

+d

unique homomor phisme sur jectif du groupe libre sous—jacent 4 &'

dans Glprop. I.1.2).Les relateurs de & sont dans ker ¢ et

donc ¢ passe au guollent en p: B — B » homomorphisme sur jectif,
De plus soit un mot I en <>c1...,xﬁﬂ} tel gue EC{'} =g 1.Alors en
utilisant X wixl..,.xﬁ}.an a un mot I en {xl,..,xﬁ} tel gue
£ = Ej’: L'image de £ par :;\5 est le méme mot ,gui est librement
£1 -4 £k -4

egal A4 un £lément de la forme Pr P, .- -Pr P, o les r sont
des relateurs de G .0r tout relateur de G est un relateur de &7 et

= L = pi o o
done £ Gf{'_ i 1 . Ainsi ker ¢ = gpﬂrC{ri,.,,rmﬂ}Z} set done ©
est un isomorphisme de G° dans & . o

Condi tion nécessalre
Supposons que $ admette deux présentations finies 7 et o' que
1l'on notera 4 a - :‘J{ai_} b et < .aTL,/ r'J_’C:a‘U} >
Fuisque les deux présentations représentent le méme groups il
v a des mots a;* = alreprésentant les afv .Alors les r'j’Ca:’Z}
sont conséquences des era_L} Ci.e. =zont dans le sous-groupe normal

endgendré par les rlall .De méms il v a des motz o en af
] L L L
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représentant les a ,et les r{al sont conséguences des r; Ea:}.
(9 1 i s "

On effectue alors les transformations de Tiebtze suivantes

< a s rCad »
L J 1

< a A rfal ;rCa’l > par T
L J i 1 L 1
< a :a' s rfal ; r'ca’l ; a = a > par T
L L ] L 4 I Pty - 2
Ca :a'~srfal ;r’fa’') ; rlatd ; a'=a'> par T
L Lt J L i L i L L L i
~i
< a : a'srlald ;3 riCalld ; al=al par T
L L 1 . 1" [ L L i

e

= B |
L L!’

f ;oas o » par T;

Cx®) < a ; a'.~s rCal
1 LT i i

De méme on peut tranformer la présentation n’ en (¥} par unes
suite finie de transformations de Tietze .Et ,en considérant les
transformations inverses 0% zZe bLtransforme n" .0On oa alors une

zsuite finie de transformations de Tietze

T —s . ..—3 (%) —3 |, 6 — 1’ C.O.F.D.m
Eemar quas Zi l'on sz permet de faire intervenir dans les
transformation ,une infinité de géndgrateurs ou relateurs ,le
th&or &me Se généralise aux préesentations guel congues . La

démonstration est en tout point similaire

Ce résultat caractérise combinatociremsnt des présentations
Cfinies) 4d'un méme groupe ,tout en fournissant des opérations
Elémentaires permettant de changer une preésentation d'un groups
sen une autre Il ne fournit néamoins pas de procédure =ffective
permettant de décider si deux présentations données ,définissent
un méme groupe. Cependant pour une présentation finie 4d'un groupe
&, les transformations de Tietze permettent d'établir un
algorithme énumérant toutes leg présentations finies de G | Ainsi
pour des groupes dont on connait une présentation finie canonigus
»on peut énumérer toutes ses présentations finies . Clest le cas
des groupes libres de rang fini (avec pour présentation (x‘..xﬁf »
»des groupes abé#liens (théoréms de Kronecker? ydes groupes finls

Crelateurs  xx = >, 2 ,du groupe trivial C<a ~ ak*d ,etc ...
L

COROLLATEE I.=2.1 : On peut construire un algorithme ,gui  pour
une présentation finie guelconque ,énumére toubtes

les présentations finies du méme groupe

iz



Démonstratton Hous allens construlre un tel algorithme
Considérons les transformations £lémentaires de Tietze
Tf1:ﬂ1;.T:' .Une telle transformation sera dite de rang k

Ck = Ml ,lorsqu’une de=s conditions sulvantes est satisfaite

-Il1 =s'agit d'une transformations T1 g T;‘ portant sur un
relateur E dérivable en k étapes .i.e obtenu & partir du mot vide
par au plus k opérations consistant 2 insérer ou & sSupprimer un

relateur Cautre gque E) de la présentation ,ou un relateur triwvial

-I1 s'agit d'une transformation T2 ou 1;‘ sportant sur un
générateur o et un relateur o4 = ow T, .., J, el gue le mot
mird r+i i ™
w soit de longueur au plus k

Pour une transformation T quelcongue 3 kK = N ,tel que T soit
de rang k . D= plus T est de rang k' pour tout k= k

Zi 1l'on se donne une présentation finmie ,alors pour k = N ,il
¥ a un nombre fini de transformations de rang k pour cette
présentation .De plus il ¥ a une procédure finie les déterminant
toutes
-0n deétermine toutes lez opérations T; réalizsables ,en énum&rant
tous les &léments dérivables en k édtapes Il v a un nombre fini
de relateurs et de générateurs et done aussi d'opédration T; .
-0n détermine toutes les opérations 1:1,En considérant pour chague
relateur de la prézentation ,touzs les mots dériwvables en k
etapes 4 partir des autrez relateurs .(Puisgqu'il ¥ a un nombre
fini de générateurs et de relateurs on peut déciderCapreés
réduction libre des mots obtenus I pour chaque relateur ='il
est dérivable des autres en moins de k étape=s ,et ainsi déterminer
toutes les transformations T:{
—On détermine toutes le=s transformation Té vn considérant Lous
les mots de moins de k letires ,qui bien sdr sont en nombre find
~-Pour déterminer les opérations T;i}cn repére les géndrateurs
n'apparalissant gue dans un @ unigue relateur .On peut alors
appl iquer T;l,uniquement lorsquaprés  réduction cyclique du
relateur ,le géndérateur considérd a une unique occurence ,et le
relateur est de longueur k + 1 .De méme gque précedemment 11 n'y a

gu'un nombre fini de possibilités

iz



L'algorithme d'énumération est le suiwvant :
-Etape 1 :Enumérer et appliquer 4 la présentalion toutes les
transformations de rang 1 .On obtient un ensemble ffini de
présentations (finlies) 1&
-Etape |1 : Enumérer toutes lesz transformations de rang 1
appliquables & des &léments de E%_ vet les appliquer .0On obtient
un ensemble fini de présentations (finies2 $L‘

Considérons deux présentations finjies 4'un méme groupe ., [ =t
M .Alors il v a une suite finie de prézentations (1.2 .Cnﬂ;..;ﬂhj
telle que [1 = ﬂn et II'= nn set une suite finie de changements de
Tietze Ct;;";tnj 2ibels que W 1 e {1....n2 La change I'IL__1 en HL
on note Crgf..;rgnj la suite finie d'entiers ,telle que rg, esth

lg rang de £, .On appliqgus 1'algorithme précédent A ﬂﬁ .Alors
L
- 1'!.1L e=t obtenu 4 l'&tape rg,

- =i rgzi rg, alors ﬁz est obtenu a 1'étape rg,+ 1
= =inon Hz ezt obtenu A4 1 étape rg,
—eLlc

Et ainsi =oit M tel gque rg = max {rg‘....rgﬁ}.ﬁlcrs M est
™

soe etape | Toute présentation

obtenu exactement & la Crgm + n = md
finie présentant le méme groupe gue [1 est donc énumérés au bout
d*un temps fini.L'algorithme néamoins tourne indéfiniment et 1'on
ne =era jamais en possession de toutes les présentations finles du

mEnme groupe . =

COROLLAIRE I.&2.2 : On peut construire un algorithme .qui pour
deux présentations finies d'un méme groupe permet
d'exprimer tout &lément du groupe donné par un mob
dans une des présentations ,comme mobt dan=s 1'autre

présentation

Démonstiration : Nous allons construire un tel algorithme

Etant donndes deux présentations [ et 1" finies d'un méme
grogpe | On peut utiliser 1'algorithme précéddent pour Enumérer
toutes les présentations finiez ,représentant le méme groupse gque
MN".Alors au bout d'un temps fini ,on obtiendra M7 . Cet algorithme
permet en outre diexpliciter une suite de changements de Tietze

Cti,.,,LN) alnsl gu'une suite de présentations {HG....HNJ s menant

14



de M & N0 Ci.e. 1 = ﬂu N = HNJ

Considérons un mot « exprimé dans [0 .L'algeorithme sulwvant
permet d'écrire un moet de [l en un mol représentant du méme <&1lément
dans [’
— Eoit un moel w exprime dans 1'11_L <ot t. est une operation de la
for me T: »de genérateur o4 et de relaleur o4 = m o9 m est un mobl
sur les gendrateurs autres que ao.alors o o=t le mot obtenu 2
partir de w en remplacant dans @ les occurences de o par m

Sinon w'= w Lw' o est exprimé& dans I'Ii'+1 2t représente le meme

element du groups oQue

Selt un mol exprimé dans i, »On réiteéere l'opération 1'opéra-
-tion précédents . On fini par aboutir 4 un mot dans HN L @xprimant

le méme &léement que w | =

I.3 FROBLEMES DE DEHM

On considére un groupe & donng par une présentation finie I

Les problemss de Dehn sont les sulvants

=Probleéems de 1l égalité Existe—-t-1il un algorithme permettant de
décider pour tout couple de mots sur les géngrateurs shils

represent le méme &liment du groups

=-Probl éme do mot Existe-t-il un algorithme permettant de décider

pour Lout mobt & sur les gendrateurs =i W =1

~Probleme de la conjugaison Erxiste-t—-il un algorithme permettant
de decider pour tout couple de mot ,s'ils représzentent des
fléments conjudgues du greoupe Cl.e si pour 2 et v 3 h = G tel

quE hi% ho = y dans &

-Problems du mot géndralisé Existe-L-1il un algorithme gui pour
n + 1 mots Aveaad WX Jdécide =i x est dans le SOUS—gr SUne
engendre par B reaad

-Probléems de 1'isomorphi sme Existe—-t-il un algorilhme permettant
de décider pour tout couple de présentations finies n et 017 =1

godild = gpdll’

-
]



Il faut remarquer que les problémes de Dehn portent sur une
prézentation d'unm groupe =t non sur le groups. Nous verrons
néamoins que pour les 4 premiers ,leur résolution est indépendante
de la preésentation f.e. choisie

On  distingue dans les problémes de décision sur les
présentations ,un probléme local ,d’un probléms global [i.e.
portant sur les mots ,ou sur les présentations .Le probléme de
1’isomorphisme est gleobal ,alors que les autres problémes de Dehn
zont locaux. Le probléme de 1l'isomorphisme semble &tre un anal ogues
global du probléme de l'égalité  Dans les deux cas .deux mobts ou
deux prézentations sont équivalentes,si 1'on peut aller de 1 unled
4 1l'autre par une finlie de transformations £lémentaires . Dans les
deux cas le probléme de décision consiste 4 décider =i 1'on peut
construire entre deux £lémsnts un cheminement .Dans la pratigue
seependant la reésclution du probléme de 1'isomorphisme s'avére
gire bien plus complexe .

Ces probleéemes n'ont de sens que pour des présentations gue
1'on peut expliciter ,c'est pourguod on les définit pour des
présentations finies .Les probléemes locaux peuvent ndamolins &tre
etendus 4 une classe plus large ,les présentations récursives | Une
prézentation =st dite récursive si elle admet un nombre fini de
générateurs ,et si 1'on peubt Enumérer ses relateurs C(la notion
d*énumération sera formalisée dans le paragraphe I1.42 ., En
particulier ,toute présentation finie est récur=sive

Four de tellez présentations ,on a des algorithme de
semi —décision (i.e. d'énumération) .On a deja vu Ccorollaire [.2.1
Jgue l'on peut £numérer toutes les présentations finies d'un
groupe f.p. .Pour les probléms locaux ,on peut pour un groupe e

yEnUmMeErer sous une forme cancnigque ,tous les &l &éments du groupe

triviaux ,égaux & un méme Elément ,conjugués d'un Slément ,ou
='édcrivant sur des géndrateurs donnés (=1 la présentation est
récursive ralors o peut Enumnerer tous les changements

elémentaires ,et ainsi tous les mots vérifiant les propriétés
respectives .

Zi l'on veut cependant décider ,par exemple, si un mot est
trivial ,un algorithme de semi-décision laissera l'utilisateur
devant des indécisions .En effet pour toubl £lément non triwvial

L'utiligsateur a un temps donng ne pourra décider =i 1°&lément
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n*ezst pas trivial ou bien si ,tout simplement la procédure ne l'a
pas encore déterming (les procédures d'énum@ration sont en géndgral
infinies) .De fTagon générale il en est de méme pour tout les
autres problémes ,un algorithme d4d'@numération ne réscoud pas le
probléme  : 1l permet d’énumérer une liste perpétuellement 1incom—
—pléte . Femarguonz nédamoins gue dans la cas d'une classe de groupe
f.p. pour laquelle tout groupe admet une Cuniqued &Scriture
canonique ,l'algeorithme d'énumération établit au corecllaire I.2.1
«nous permet de résoudre le probléme de 1'isomorphizsme dans cette
clasze _En effet &tant donnges deux présentationsz ,on  peut
énumérer toutes les autres présentations des méme groupes | On
finira par aboutir 34 deux prézsentations canconiques ,et 1’'on pourra
décider =i elles représentent le méme groupe .Alnsi .,c'est le cas
des groupes finis ,abéliens ,librec . En pratigque celte algorithme
rainsi gque tout autre algorithme ,utilisant une Snumération par

changements de Tietze ,n'est pas effectifl

Dans la suite ,étant donndée une présentation 1 ,on note
respactivemnent . WFIND L EglMD 8PN ,EWPIND |, FoePl1D ;le probléme
du mot ,le probléme d’'égalite ,le probléme de conjugaison ,le
probléms du mot génégralisé ,et le probléme de 1'isomorphi=zme

(respﬁ sur 1

Etant donnégs deux problémez de décision A et B ,on dit
que A est réducible A B et 1l'on note A = B ,si un algorithme pour
B permet d'établir un algorithme pour 4 ,c’est 4 dire =i une
réponse positive au probléme A est nécessaire A une réponse
positive au probléme B . Ainsi WPIID = 0010 ,puisque =i 1'on peut
décider si deux mols sont égaux ,on peut décider lorsqu™un mot est
trivial .Réciprogquement deux mots w et p sont &gaux ssi o ow #-1 =1
;ainsi ¥gCID = WACID.On note ¥KID = WAL .La relation = est une

relation d'équivalence sur l'ensemble des problémes de décision
sles classes 4Ad'f&quivalences admettent un ordre partiel = ,et
sont appelées degrés {cetlie notion =se formalise en theéorie des
fonctions récursives .Etant donnégs ,deux scus-ensemble de HF ,A et
E ,on é&crit A £ B ,=i X, est construit A& partir de X, el des
fontions &lédmentaires ,grice aux =chémas de construction des
fonctions récursives .On démontre gue = est une relation

d*équivalence sur les sous-ensembles de M e N ,qutil existe
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urne infinité de c¢lasses d'égquivalence et gque la relation =
dtaklit Lre structure d'ordre partiel sur les clazses
d'équivalence .avec une borne maximale O degré du probléme
drarrét de la machine de Turing universelle et une borne minimale
O ,clas=ze des ensembles récursifsd
On ne ='interessera plus au probléme de 1'égalité,sa décidabilité
ezt dans tous les cas équivalente A4 celle du probleme du mot et
de plus un algorithme pour le probléme du mot fournit Cde fagon
explicited ,un algorithme pour le probléme 4d'égalité | On peut
remarguer d'autres cas de réducibilité dans les problémes de Dehn

WPCMD = eI ,ceci car pour décider si un mot est trivial il
suffit de décider =2'il est conjuguéd au mot vide

WRCMND = FWPTD ,car pour décider =i un mot est triwvial il
suffit de décider s'il appartient au sous—groupe engendrée par le
mot vide .

Ainsi ,=i 1'on démontre que le probléme de conjugaison ,ou le
problémse du mot généralisé sont résclubles pour [ ,alors le
probléeme du mot est résoluble pour 1 Cet par la méEme le probléme
de 1'dgalitéd Dualement .si 1'on montre que le probléme du mot
ntest pas résoluble il en est de méme pour les problémes de

conjugalsons et du mot géndralisé

LEMME I.32.1 : Dans la classe des présentations récursives ,les
prablémss du mot géndralisés ,du mot et de conjugaison
sont des invariants algébriques 1.2 y pour deux
présentation=s récursives ni »et ﬂz d*un méme  graups

‘?Pfﬂi_'l = ‘WPCHZJ 5 ‘&5"'(1113 = E.‘?El'lzf} . WPCI’Iij = WPCHEJ.

Démonstral ion @ Considérons deux présentations H1= CS&XE;} et
ﬂ2= <52/E2}. ,d'un méme groupe (Alors il exi=ste un izomorphisme
e chij/gpt Eij—} FCSEJ e EZJ qui envoie les géndrateurs de

l'Ii di zons &, Sur des motzs de l'Iz di sons o . Bemargquans que
génerateurs sont en hombre find

Zi il ewiste un algorithme résoalvant %P, BF LE¥EWFP | pour l'l2
salors 11 existe un algerithme les rasolvant dans Hi JPuisque les
génerateurs de 1'Ii sZoent en nombre find i1 existe un algorithme

changeant un mot de H1 =N Un mot de 1'I2 CIl suffit de =se doter
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d'une table de correspondance 2, mg yet alors pulsque ces
éaléments représentent le néme Slément de groupe ,et que la
validité des propriétés C(&tre triwvial yoon jugue d'un Elément
... he dépend pas de la présentation  ,pour des mots w de ﬂi,
on détermine leur édcriture dans Hz ye2t. puisque l*on peut alors
diécider de tous les problémes dans Hz son le peut aussi dans H:'

De fagon similaire on peut voir que si des algorithmes

exiztent pour 1'I1 ,alors il en est de méme pour ﬂz ‘ o
Les algorithmes e que=z=tion ne sont pas donnés
constructivemnent yotest A4 dire que =i 1'on =e dote »d"un

algorithme résolvant ,par exemple ,le problemse du mol pour une
présentation récursive d'un groupe & donné ,alors on sait gu'il
exizste un tel algorithme pour toute prézentation récursive de G
ymais on ne sait en géndéral pas ltexpliciter (En failt 1la
constructivite de cet algorithme est réducible 4 la constructivites
d*un isomorphisme donng explicitement ,c'est & dire par 1’image
des générateurs (et inversementl

Dans la classe des présentations finies ,le corcllaire I.2.2
nous permet Sdtant donndges deux présentations de construire un

tel izomorphisme .On a ainsi un résultat plus fert

LEMME T.32.2 : Sl 1'on dispose d'un algorithme pour résaudre le
probléme du mot gEnéralisé Crespt du mot ,de la
conjugalsond pour une présentation finle d’un groupes
e ,alers on peut construire un tel algerithme pour

toute présentation finie de G

Ain=i l'on peut parler pour un groups G f.p.Cou rec.p.2 de
WRC S s BIPCED s EWFRCE . Dans la =sulte nous parlerons de ces
problémes pour des classes particuliéres de groupe .p. . Lorsgue
1*on dcnnefa explicitement un algorithme ,on le donnera pour une

prézsentation finie canonigue d’un groups un al gorithme pourra

alers étre ceonstruit pour chagque présentation finie de ce groups
ygrace aux algorithmes donnés dans le cerollalre I.2.2 et le lemnme

I.2.1 .Cet algeorithmes ne sont ndamols pas effectifs

Definition : On dit dT'une= propriéts de groupe gu'ellese est
héreditaire dans une classe de groupe C ,lorsque si un groupe de

C wvérifie cette propriétée ,il en est de méme de tous ses
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sous—groupes qui appartiennent a4 C

LEMME I.3.3 : Avolr un probléme du mot rézoluble est un propriéts
héréeditaire dans la classe des groupes recurcsivement

présentés

Démonstiration : Etant donnges deux groupes H et G par une
prészentation récursive ,tel gue H est un sous-groupe de & ,alors
il existe une application injective quli envoie les générateurs de
H ,=s=ur des mots de &G.Le noyau de cet application est triwvial et
ainsi un mot de H est trivial ==si =zon image est triwvial .51 le

probléme du mot est résoluble dans G ,alors de méme gque pour le

lemme I.2.1 ,il est résoluble dans H . =
Eemarque Le probléme de la conjugai=zon ,n'est pas héréditaire

dans la classe des groupes récursivement présentés ,comms nous le

varrons dans la suite

Definition i On dit d'une propriété de groupe P o,gque c’est unes
pely-propriéteé ,=i pour toutbt groupe G ,tout sous—groupe normal de

S N isi N et G wérifient P ,aleors il en est de méme de G .

M
Hall a démontre yaquEbre finiment presentdé yest une
poly-propriété
Lemme I.3.5 : etre finiment présenté ,et avoir un probl éme

du mot seoluble est une poly-proprisgte

Demonstralion Considérons un sous—groupe normal N de G ST N

el G-N sont finiment présentés,.il en est de méme de & C(Halll .Cn

considére le plongemsnt naturel [T @ & — G/N .Etant donnés une
une présentation finie « 2 o B > de G ,on peut prendre une
présentabiqn finie Cproposition I.1.33 de GfN avant pour
générateurs les  images  par N des &léments de = yet une

présentation finle de N od les géndrateurs sont des mots sur £ . De
plus dlaprés le lemwme 1.2.2 ,la réscolution du probléms du mot ,est
indépendante de la présentation .Supposons gque N et &7 aient un

)
probléme du mot soluble

Etant donngs un mot o sur S =a 1 s=1i MCed = 1 dans GKN ; et
w = 1 dans N .Pour décider =i un mot @ = 1 dans & ,on teste si
Mwr = 1 dans G/H LBl ce ntest pas le cas .alors w #G 1
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Si c'est le cas .alors @ € N .Puisque N est f.p. .on peut Enumérer
tous les &léments de W ,et leurs écritures dans G (simplement .en
enumerant tous les mots de N ,et en leur appliquant toutes les
transformations utilisant des €léments de R (Alors on finit par
trouver une écriture de w sur les generateurs de N | On peut alors

décider =i @ =N 1 et done =1 W =G 1 . ™

Eemarque : En particulier toute extension 4d'un groupe ayant un
probléme du mot soluble par un groupe avant un probléme du mot
soluble ,a un probléme du mot soluble . (en particulier ,pour les
produits direct=s ,et semi-—-directs Cou split extensiondd.

Avolir wun probléme du mot géndralisé CrespL de
la conjugaisonl ,soluble n'est pas une poly-propriéts CNous
gtabliront en III.2 ,l'existence d'une split extension de =2
groupes ayant ces problémes soluble ,pour laquelle ils ne sont pas

solubles) .,

I.4 MACHINEZ DE TURIMNG

Pour discuter de l existence d'algorithme ,nous avons d'abord
besoin de formaliser la notion intuitive d'algorithme .Cl'est ce
que nous nous proposons de faire dans cette partie

Un algorithme est un procedé permettant de décider pour des
eléments donnés explicitement Cpar une suite finie de symbdle
vde telle gu'un utilisateur ,peut pour chague £lément ,17écrire
sous sa forme explicite 2 ,s7%ils wvérifient ou non une certaine
propriéteé  ,c'est A4 dire s'ils appartiennent A4 un  certain
sous—ensemble de l’ensemble de ces élément=s . L'existence de tels
algorithmes ne dépend pas de la fagon diexpliciter les <&£lédments
smais de la propriete gtudiede .On dit intuitivement gu'une
propriéete CrespL un  ensemblel) est calculable ,=1 1'ean peut
reconnaitre grice 4 un procédé mécanique Cou “machine"l ,si un
&lément la vérifie Cresp lui appartient) ,ocu non .Cette notion de
calculable a &té formaliséde dans les anndes 30 .en la notion de
récursivite ,par Turing ,Godel ,Church (... de diverses fag¢on qui
sont. Ltoutez Squivalentes .(La thése de Church affirme que la

recursivite est une définition rigoureuse de la calculabilité
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LElle est wérifide par 1 expérience depuis plus de S0 ans ,on n'a
encore jamais trouve un ensemble gui seolt  calculable Cau sens
intuitif 4du termed ,et gui ne soit pas récursif (On ne peut
démontrer la thése de Church ,pulisque ce n'est pas une assertion
mathématigued

Nous utilisons la définition de Turing .qui n'est pas la plus
maniable ,maiz gul dans notre cas sera la plus pratigue .La
théorie des fonctions récursives aurait ,par exemple ,&te plus
naturelle pour définir la notion de réeducibilite

Dans la =suite nous continuerons a4 parler informellement
d'algorithme . Far exemnple on ¢tablira des algorithmes ,plutdt gue
de démontrer que l'ensemble en guestion est récursif . Ce seralt un
travail trés laborieux ,et en falt la théorie ne sert gu'a
démontrer qu'un probléme de décision ezt récursivement insoluble
yil.e. qu'il nlexiste pas d'algorithme permettant de décider Con
enploliera aus=si le terme récursivement solublel . C'est la raison
pour laquelle ,il a fallu attendre 1930 .pour gque ces hnotions
apparaissent .puisque l'on pensait avant les travaux de Gidel
gque des algorithmes existaient toujours .

Turing utilise des “"machines" formelles ideales set
glémentaires ,permettant Cen principel d'effectuer tout ce gu'une
machine peut faire .De telles machines sont appelées machines de
Turing .

Dans cette partie .paralleéelement au discours formel ,nous

nous donnerons une interprétation intuitive des notions employvées,

De facon informelle .on peut se représenter une machine de

turing comme une bolte composés d'une téte de lecture—dcriture

r

parcourant. par une bande de longueur illimitdée . La bande est

constitude d'une sulte de cases , chadque case contenant un synbdle

pris sur un alphabet fini S={50...,5 > Con considérera gue le
Ll

synbéle =Zo représente un "blane" J.€e.f. fig.1J.Lles actions de

la machine consistent 4 scanner une case ;lire ou écrire sSur une
case scanng déplacer s=a téte de lecture sur la bande (de fagcons a

sCcanher une autre casel
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La machine posséde un nombre fini d'etats oo e«  ERIEPR o
o m

& chaque instant |, 2lle se Lrouve dans un £tat donnd ,=a téte de
lecture—dcriture positionngs sur une case de la bande | Son
action ezt alors déterminés par sa structure initiale . Son &tat
c2t le symbéle scanné =sur la case .La machine peut alors

effectuer une desz actions sulwvantes

Cil Eemplacer le symbéle scanng s par le symbéle =' et
passer a l'satat ogf
Ciid Se déplacer d'une case vers la dreoite eb passer
a l'etat o .
Ciidid Se déplacer d'une cagse vers la gauche et passer
a 1l'état g .
ol =.=z' e 5 ; g e {qn,...qm}
La machine se trouve initialement a 1’é&tat q, » sa téte
dtant peositionnde =sur la premif#re case ,3a gauche ,non vide . Pour

ef oot user le caleul d'un mot a3 de @. Censemble des mobls sur
l'alphabet &3, l*utili=sateur fait démarrer la machine avec w

inscrit sur la bande

Dans la sulite on considére & = {sﬂ,,.,sh} et 3 = {qn....qn}

Definitions 3 Uty Cuadruple sur 1'alphabet & ,et 1'ensemble
d'états & ,est un 4-uplet d'une des formes suivantes

qs s'q’

qs kg’
g=L g ol Jg,q" €8 , .8" € &

Ll appelle préfixe d'un gquadruple ,le 2-uplet
formé de ses 2 premiers éléments Cg,s3

Définition : Une machine de Turing ,est un ensemble fini de

guadruples sur un alphabet et un ensemble 4d'é&tats
tel gL pour  tout couple de guadruples . leur
préfiisee sont  distinets Con dit qu*il n'y a pas

d*ambiguite o
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Femar gus Lorsgque l'on parlera d'une machine T sur un
alphabet & =t un ensemble d'é&tat & ,on prendra & et & minimum
Ji.e tels gque tout élément de & U 8 ait une ococurence dans un

quadruple de T .

Informellemnsnt ,le gquadruple g s ="g9* ¢ respectivems=nt
q=RFRqg .gs L g J correspond 4 1l instruction : "lorsque 1'&état
ezt q .le symbéle lu est = :effectuer 1 action (i) Crespectivement
Cii> L,Ciii2 2 _Ain=i la définition d'une machine de Turing
formelle ,correspond infoermellement & ce que nous avens appele
ztructure initiale de la machine 1.e. ,les régles déterminant les

actions de la machine .

Définition : Une description instantange est un mot sur © v R
avant exactement une occurence d'un Elément de 1
Une de=zcription instantange o = SL"'SquSi"'Sn doit é&tre
informellement interprétés comme “description instantangs" de la
machine i.=., le mot inscrit sur la bande est S....5_ 17Etat est
9 le symbale lu est sj Cgsymbdle s trouvant immédiatemsnt &
droite de q, 27,

Definition 3 Considérans une machine de Turing T . @ =t /3
deux descriptions instantande=s ; on dit gue a — 3
ezt un mouvement e&elémentaire =i il existe P et Q
mots sur £ Céventuellement wides 2 ,tel gue l'on a

une des conditionz Sulvantes

. a = F g=. Q .
Cid {.-'? o q-{si a ol quj*skql = T
a =P gs=s Q
Ciid {‘? ~— P E'l:qJSL a ol qisj B q, = T
1Lk
Ciiid =2 g8 o Rqg e T
* =P quJs qi.s_j 9
L o
a=P sg= Q4
Ciwd {ﬁ' g qts;‘s; Q o qiﬁj L q, = T
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o = gs, Q
vl { e o g= L g e T
{7 = qLSDSj L] i L
Eemargues On interpretera o — 3 .comme une operation

dlémaentaire de la machine

Les cas Ciiild et Cvd formalisent la présence d’une
bande infinie a4 droite et 4 gauche

Etant donné gu'il n'y a jamais d'ambiguiteé ,o —s 3

Bl ool — o= 7 = ¥

Definitions ¢ Un calcul de T est une suite finie de descriptions
instantanées Blpe et aveo A—> o pour tout 1
™ L+
de {1,..,n - 1> ,=t tel que pour toute description

instantangs & , on n'a pas . —3 & .al (r-esp" @ ) est

1
alors appelé description initiale Cr-esp'“ terminalel.

Soit w un mobt sur & ,on dit gue TCwd) existe =i il

existe un calcul de T ,avec pour description initiale

e

Soit eCT) = {m e & - TCw) existe } LOn o dit gque T
cnumere =CTD

Definition : E < E* ezt dit récursivement <Eénumérable =i il

existe une machine de turing qui Snumare E

L]

Définition : E € © est dit récursif =i E et & ~ E sont

récursivement. Snumérables .

Si un ensemble E est récursif alors il existe un algorithme
décidant. pour un £lément donné €crit sur € =s'il1 appartient 4 E . En
effet 1l existe deux machine de Turing énumérant E ,et ainsi on
peut savolr pour un &lément donné w si il appartient a4 E ou non
ysimplement en énumérant E et &"E .Au bout d’un temps fini ., w

-
sera listé ,soit comme &lément de E ,scoit comme £lément de & ~E

THE=ZE DE CHURCH : La récursivité est une définition rigoureuse
de la calculabilits .



n =& donne une présentation finle M de & ,de famille

génératrice = .Ainsli les problémes de Dehn deviennent
FProbleéeme du mot 3 Cwe MEI 7w = 1 > est-il récursif 7

Frobléme de la conjugaizon ! € w.u = MSD ~ T h € & ;hdm h = v >

ezst.—1]1 récursift 7

FProbléme du mot généralisé : pour chagque famille géndratrice

B aeesdr L we M A w = mot Ca,..,ald > est—-i] récurs=sif 7
= [n] a i 3]

Probleme de l'isomorphisme : L AN, "2 » gplClld 2 gptll’'2 > est il

récursif 7

Mous avons déja wu gue l1l'on dispose d'un  algorithme
d'énumeration ,ce qui signifie aves la thése de Church .que ces
ensembles sont récursivement ESnumerables | Néamoins pour un
ensemhle récursivement ZSnumerable non récursif ,on peut décider
lorsgu’un élément est O.K., ,mais pas £’il ne l'est pas .En =ffet
un tel ensembl @ est toujours infini Coar =inon aprés
dnumération ,on connait tous les &£léments qui ne le sont pas 2
tout ce que l'on peut faire c'est énumdérer cet ensemble ,et pour
un elément gui ne sera jamais énumére ,l'utilisateur ne peut pas
savaolr s'il le sera un jour .De tels enzsembles existent | Ce
résultat est la source de Lous les problémes 4d'indécidabilite en
Mathématigues

Proposition I.4.1 : Il existe un ensemble récursivement énumérable

Lnon réecursift .
Four une démonstration volr par exemple [35]

Proposition T.4.2 : L'intersection ou la rédunion de deux ensembles
récursivement  énumérables Cr@spl récursifl est r.e.

Cresptrec.i

Démonstration ; La notion de r.e. et de recursif peut =se
formaliser par la Lhéorie des fonctions récursives | Alors le

résultat es=t trivial puisque

Xarg = Xp- Xy St Xaup ~ s T Xy T Xpep

Definition 3 On appelle état d'arrét d'une machine T, tout

état ayvant une cococurence dans  une description instantangs
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terminale
Le résultat suivant sera utile 4 la suite

LEMME I.4.1 : Pour toute machine de Turing .il existe une machine
énumérant le méme engsemnble ,et dont tous les &tats
d’arrét =ont 9, .On dit alors gue 9, ezt 1'<tat
drarrét. de la machine

Démonstration Femarquons ¢u'une machine de Turing sTarréte

ylorsque pour un £tat g est un symbdéle = ,1il1 n'existe pas de

quadruple ayant pour preéfixe (gq,=2d .PFour de tels couples (g,.s2
contruisons une nouvelle machine d'ensemble d’état i3 U {qﬂ} et
de méme alphabet ,ayant me guadruples que T .plus les

quadruples q = = =5 vils sont en nombre fini Do plus la machine a

alors pour &tat d'arrét q, - ]
Eemarque Four formaliser la notion de présentation récursive

,on a besoln gque E =soit un ensemble de mots pozitifs | Mais £tant
donné une présentation de groupe ,on peut la transformer =n une
présentation ou les relateurs sont des mots positifs (Il suffit de
rajouter des générateurs * w2t des relateurs = azl you les a,
sont les générateurs .2t  changer dans les relateurs s des

-1
occurenses de a0 ,par oo
yE L

I.5 EXTENSIONS DE BRITTON ET HNM EXTENSIONS
Hotations : Socient une présentation G = { 5 - D > ,des letires
Ll._.,Lﬁ n'fappartenant pasz 4 = et des mots SR ST
S Ut . sb? 0Onnote £ 5 ; L,.. b oD T oLoear P ,ou plus
i r i i i m
simplement < G ; ti...,tn - TS > la présentation suivante
€ S u {t:,"' .t.n} < DU {ri,.. ,rm} » .Dans cette partie nous

confondrons groupes et présentations de groupe |

Soient E = < = »~ D » une prégsentation et V = {1,...n>
I =41,..,m .Une seconde présentation ET & pour lettres stables
ip v = Vr ,et pour base E ,si
W

- =1

E <S;pV.VEVf’D;p

1]

Wikl L puc-i.:: Bi. el

Sl v oW ] —a Vo ,et A et B zsont des mots sur S .
LA L
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On nobes P-,- > P Cv.z2z = VI .=i py = P_ s»dans le groupe t:rbter':u‘é
ern rajougtant les relateurs = = 1 ,¥ 5 € 5 & la présentation de E .
~ ezt une relation d'équivalence sur £ pv o VO ,guil indult une
relation d'égquiwvalence sur I L.Soit KCwD =4 i 1 fpi.ﬂ P, ¥
Cv = Vi,classe d’équiwvalence de la relation induite sur I . ACwWD
dénote le sous—groupe de E sngendre  par € ACi2 ,i = KOwv2 ¥
BCvD le sous—groupe de E engendrd par £ BOi2 ,i = KCwl » . On dit
que E'Cdéfini  comme précédemment) satisfait la condition de
1*isomorphisme généralizsée C(G.I.00,si pour tout v = V  ,la
fonction  : ACW) —m BCvD ,telle que VW i = ] wCACLDD = BCid

='dtend en un isomorphisme sntre ACv) =t BOwD

Définition 3 E-"e ezt une extension de Britton de E =i E‘i a
*
pour bhase E ,pour lettres stables {pi,...p F,et =i E

™

satisfait la condition de l'izomorphisme géndgrali=zd

Eemarqus Dans=s ce cas le= relateurs additionnels s sont

appelés relateurs de 1l extension

Solent S et T ,des mots sur 2 et v,z 2 V .0On dit gque = Py
produit p T ,51i £ p peut étre transformé en p T par une =zuite
= v z

dlopérations de la forme -

. b | Y

% AipzﬁbY Pyﬁ.:
=1
E- 148 ] L

-1
X A_L p}_mi’ — A p Y

o X et ¥ sont des mots de =

Théoréme I.5.1 : Clemms de Brittont
Soit E° une extension de Britton de E ,awvant

pour letires =stablez P . Alors

>
£i3 E e=st plonggd dans E par l'inclusion sur le=
géngrateurs

*
Cii) 5 w = 1 dans E yalors w contient un =ous-mot

d'une des fTormes (12 p-i

c p, ou = Py C p;l Lol
p = F et € ezt un mot =sur £ C(générateurs de ED
Dans le cas (13 C &5t égal dans E &2 un mot ,uCAL:r =
ACyD et ,UCALJ P, produit py J.:'EBLJ .Dans le cas (22
v oest egal dans E A un mot ,urCBL} = BCyl ,et

HCA«L} P produit p.-y HCBLJ

=8



Eemargque C'est le théoréms fondamental de cette partie .I1

e=b di sous une forme sSimplifide a J.L.Britton

Deémonstrat ton Soit a, WV € WV » le groupe libre engendré
par les = .Dans cette démonstiration nous noterons < X >a le

sous—groupe de G engendré par X

On consideére F=<a . veV >» = E
W
G =¢ b ,v eV > « E
W
et les sous—groupes M = ¢ a*'t, A a1 e ECwvd 2
W wity 1 F A F
b B b
v wilr L =i
Alorse M = M s=si KOv) = KLY . De plus < M ;M > =2 M = M =i
W t W t F L

h

ECwl = KCLD ,et 32 M sinon ; et < HV;E >F = Mv * E ,et ce pour
b

M

]

i1 & KCv2 2
G

tout v & V . Les considérations analogues sont valabkles pour HV

Ful=que B varifie . I.C. ,alors M = Mv par 1l'isomorphisme
W

canonique .Nous prenons Y =< a A a il eI > =E < F
yiLk 1 Z{L} F

et Z=<b B b' :iel> *E = &
witd FARNS g

et alers Y 2 Z en ftendant les fonctions E — E ot

M — N«.- ¥ v £ WYWpropriéteé des produits libresl ,qui envoie
W

-1
a A a .,=sur b B b pour tout i
AL =LY Wil ziu

a.b ,wvw eV - D a*as a =

v v P Ty Tzay
—1 :
b Bb* i eI>
y:l:l L =in}

Avec ce qui  précéde ,11 est clair que E = F * & |

Considérons Eim & &8

¥=5
L*application 5 — = 2t p — avbv 5 " étend =h un
W
= *
homomor phi sme ET — E ypuisque les relateurs de E .=ont

envoyss sur les relateurs de E.De plus il est injectif .Si =i un
mot w (S,a b3 est trivial dans E ,il l'est aussi dans le groupe
obtenu & partir de E,en rajoutant les relations }:V= 1 ¥ veV O
ce groupe ezl clairement lisomerphe a [-3’“e savec 5 — 5,2t a — b,
et =i 1l'on compose ces deux homomorphismes on cbhtient 17identité
LAinsi w? est trivial dans E . Ainsi puisque E se plonge dans E
ydans 1'image de ¥ JE est plongs dans E.aIE par l'inclusion sur les

générateurs .

Considérons le mot w intervenant dans le théoréme . On peut

prendre o librement réduit
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pc."ln =

n—4 W ri

il =
“ Si I::II‘-f'!. SE pvz

o n > 1 ,o =0 et les Si zont dez mots danzs E

.

: * R (=11 ol
Puisque & = 1 dans E ,=on image w' = S €Ca b 2 ...Ca b 2
_ i wi o owil W W
,est égal a4 1 dans E . Or EI.LEF‘\Y ,bie{:'-\z et les S ¥ = 2
L
donc le produit libre amalgame E = F P G W a une écriture
unigque scous forme normale . Et  alors pour tout 1 seul un des cas

sulvants est pos=sible

ot

C12 a< O , &« 2> O wbt a 5 & = Y

L L+d WL L+l witd
& o>0 ,a <0 etb 3 bt e Z

L 1+4 WL L+l wi4d
Considérons le cas €132 .Puisque Y est  engendré par les
a;:h . 8., L €I et 5 ,et que ces un produit libre ,forcément

1
3 v e V tel que a . S a & M <Cpuisqu'il deoit avoir une
Wl L+l WLel St

ecriture sous forme normale de longueur 1 et gue les réductions
entre a ne peut se faire gue pour des indices i du méme KOvlD. De
T

plus SL+1 = ,u(Alj ou ¥ 1, Al e ACVD) | Mous avons alors

T
- e 4 £1]
a . 5 a = TF &0 i
WL 141 WLl St Ly ] Lyrd
J:
L] =
et MCA Y = AZ) avec gj = 1
A 545 &
j=4
— - -1 £]
et a = a A . = A et les a ' AT & zont les
Wi Li Wi+l Ll Li 1; Ljrd

générateurs de H‘\r ou leur inverse .De plus EOwvid=K{wi+1D

: -4 -1
Donc w contient un sous-mot de la forme b a & ulAD _
Wi Wi L wied wWisl

ot FJ v AL e ACvYY) .Done w contient un sous-mot de la forme
-1
PV'L "-'II'::"&'LL::l I::"k.-"i.+:'.

" -1 _ ot
Or dans E ,nous aveons a . “CAL} a ... bw_' HCEL] bvi‘ﬂ . De plus

-1
= s it ; i
Pw;'“(' ALJ Piss [l EL} donc i ﬁ.LIJ P,ivqy PP oclui pvi"u{ BL] Ce qui

dans le cas (12 .démonbtre la partie (17 du théoréme .Dualement .le
cas (22 démontre la partie (22 . =

* L
On note E = E ,=1 E a pour base E ,et =i pour tout mot w de

E.wzidansE,ssim=ldansE*

Lemme I.S5.1 ¢ Si E  est une extension de Britton ayant pour base

E .alors E = E*
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Démenstiral ton s Le resultat est clair puisque Cavec le

thés. I.5.12 ,E est plonge naturellemsent dans e' ]

Considérons une extension de Britton ayant pour letires
stables P . Un sous-mot tel gue dans le thdoréme 1.5.1  ,est appelé
un pinch S un mot contient un pinch ,on peut lui appliguer la

, ) - -1 s -1
réduction suivant @ w = U py L P, v U py Hﬂﬁfj sz

Cthéo I.5.1 €132 U p;‘ P, HCBD V

U uCB2 WV
L

Ceotte opération ='appelle extraction d'un pinch ,nous 1’avons
appligquéde dans le cas {12 ,mais elle similaire dans 1'autre cas
ne telle opération diminue le nombre d'occurences de lettres
stables dans un mol

Un mot qui n'est pas égal & un mot avant moins d'occurences
d'éléments de P ,est dit P-réduit

Lemme I.8.2 : Un mot sur E ,extension de Britton ayant pour
lettres stables P est F-reéduit ssi ,on ne peut pas

extraire un pinch

Démonstration La condition nécessaire est triviale | pulsgue
un pinch réduit le nombre d'occurence d'éléments de P
Prenons W ne contenant pas de pinchs ,et supposons gque W = U
ot U contient meins d'eléments de P que W .51 U n'en contient pas
yalors avec le théorémse I1.5.1 ,W contienmt un pinch ce gui est
contradictoire ,=sinon ,on peut considérer gue U ne conbtient pas de
pinch . Alcors W u™ sdiapres le théarémsl. 5.1 contient un pinch
squi est forcément A la jonction puisque W et U n'en contiennent
pas .Alnsi de suite ,on retire toutes les occurences d'éléments de
P.jusqu’a ce qu'il n'y en ait plus .Mais puisque tous les pinchs
sont 4 la jonction ,on a retiré autant d'éléments de P dans W que
dans U ,ce qui est contradicteoire . u
Déefinition : E¥ est une HNN extension de E ,=i E va pour base
E=< 25D .pour lettres stables P = {pv v o= Vi, et
st E* =¢ 3 ; p,»veV /D 2

i P LA p  =B,i=s12>
wild L WALy L
,ou I et fini ¥V est find AI et B ,sont des mots
L

sur 2, v: I — V et E‘.*IE sati=fait C.I.G6. .
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Remarque Il est clair que les HNN extensions sont un cas
particulier des extensions de Britton .En particulier tous les
résultats démontrés pour les extensions de Britton sont wvalables
pour les HMNN sxtensions

Dans ce cas py = p_ »=1 et seulement =i py= P, .La
condition de 1 izomorphisme géndralisé s'appelle zalors condition
cde 1'isomorphisme .Le théorégme I.5.1 devient le lemme <o Britton .

Les HHNN extensions sont aussi appellées extensions

forte de Britton

Lemme I.5.3 : Si E° est une HNN extension de E Lavant pour
lettres stables F ,alors le sous—groupe de g engendr &

par F e=st libre sur P

Démonstral Lon : Zoit F le groupse libre engendre par F
.Considérons 1l'application ¢ By F téile gque ipl) = p
plel =1 :¥pe P ,et W3 e 5 .11l est clair au vu des relateurs de
Ei‘E yaue @ s'étend en un homomorphisme . Alors toubt relateur sur P

*_
dans E .serait un relateur sur F ,gui est libre . =

W
Lemme I.5.4 : Soit E +HHN extension de E avec pour letires
stables P = {pv SV o= Vr L Eoient deux mots U 2t W Ltels

&1 £n f1
= oY = =
e '{_U i Sﬂ pvi. 1 Sn-ipvn Sﬂ =k ¥ Tl':: pu‘i T!.
" T ,sont deus mots P-réduits ,Lels gue S ,..S
m=41" wm ™ L] Lad
ot Tﬂ,...T zont dezs mobts dans E Swvi,. . . ¥n, Wi, .. Wm £
m
Viet,..en 0as. . slm € €(—1;1> .Alers si U = V dans E°
= m ¥i=1...n , wvi=w , g =i ,et de plus
£n =1 —i:'rn
P, Sh Tm P est un pinch
Démonstration on a U V*= 1 dans E .Done d'apres le
théoreame I1.5.1 ,il contient wun pinch (Puisgque U =t WV =sonb

P-réduits ,Clemme I.5.2) ,le pinch est pf:

g THTEM b dene wh
Ll m ' T *

= wm et &n = Im .Le mot obtenu est encore triwvial danmn=s E . En

appliquant le méme raisonnement jusqu’a ce gqu’il n'y ait plus
d'oeccurences d'&léments de F ojon a n = m (puisque chagque

extraction de pinch se fait & la jonction) ,vi = wi ,eb =1 = i =

=2



