CHAPITRE 1I

THEOREMES GENERAUX DINSOLUBILITE

Dans cette partie nous démontrens que touz lez problémes de
Dehn .sont en général insolubles pour des groupes iniment
présent.és

Les deux premieres parties sont consacrées au probléme du mobt
.Dans la premigre partie nous démontrons le théoréme de Fost 1. e.
il existe un semi-groupe finiment présentd ayant un probléme du
mot  récursivement inscluble | Pour &tablir ce résultat | nous
construisant. pour une machine de Turing quelconque ,un seni-—groupe
f.p. azsocié ,de telle facon gue gue le probléms d'arrét de la
machine de Turing ,se rédulise au probléme du mot dans le
semnl —groupe | Dans la deuxiéme partie ,nous utilisons ce résultat
pour établir l'existence d'un groupe f.p. avant un probléme du
mot insoluble  Pour ce faire ,nous construisons sur un semi groups
f.p. un groupe [.p. associée ,el démontrons que le probleéeme du mot
du zemi -groupe est réducible au probléme du mot dans le groupe .La
premiére démonstration de ce résultat est due a F.Noutkou .Elle
utilizsait des arguments combinatoire | W. W, Boone a &tabli un lemme
»racourcissant considérablement la démonstration initiale .La
démonz=tration gue JNous donnons 2=t dus essentiellement A&
5. dandera LIl utilise le fait &tablit par J.L.Britton que o
groupe est le résultat dune suite de HMN extensions sur le groupe
ceyelique infini .L'utilisation du lemmse de Britton permet de
remplacer 1'argument combinatoire ,par un argument de théorie des
groupes .5a démonstration se prolongse .en une démonstraticon du
théoréme de Higman .C'est cette démonstration gue nous &tablissons
dans la troisiéme partie .Cainsi gue le théoréme de Higman-Neumann
—Meumann? .L'utilization des théorémes de plongements £tablis dans
la treoisieme partie ,est omnd -présente ,dans la suite de nolre
propos

Dans la quatriéme partie nouz <Ztabliscons simplement .en
utilisant le théoréms de Novikov ,le thdoréamse de Adjan-Eabin . Za
démonstration utilise un lemme Ltechnique ,zimple & £tablir ,dd &
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C.F.Miller I ,qui pourrait certalinement avoir beaucoup 4d'autres
interéts en théorie des groupes C(nous l'utilisons aussi  pour
etablir le théoréme de Higman—-Neumann-Neumannld .
Mous montrons gue non seulement le probléeme de 1'isomorphisme est
insolubles mais gu'un grand nombre 4d'autres problémes de décisions
globaux sont insolubles .

Cette partie &tablit 1'insoclublité de tous les problémes de
Dehn ,en géndgral ,mais ne donne explicitement auvcune préesentation

de groupe ayant un probleéme insoluble

IT.1 THEOREME DE POST

De facon similaire &4 ce gue nous avons vu en 1.1 ,on peub se
donner un semi —groupe par la donnée d'une présentation
=4 X ~ Al = Ei iel>
Deux mobs sur X , w <t ¥ , reprédsentent le méme &lément de [0

£'1]l v a une sulte finie finle d'opérations £lémentaires de w & F

i.e mswi_,wz_,...wk_;.wkd..._,wngf,
ot 1'on écrit Wk —_— Wku =i il existe P =L G , mots sur =
C éventuellement wides 2: tel gque 1'on a une des conditions
sul vantes W =P A Q et W =FE Q
k L ked L
(=181 W =PFPE Q et W = F A Q c i =1
k i k+1 L

Le probléme du mobl se génédrallise aux semi-groupes .C'est par

contre faux pour le problémse de la conjugaison

Le probléms du mobt est "plus simple" pour un semi-groupe que
pour un groupe . Nous alleons ndamoins démontrer qu'il existe un
semi —groupe finiment présente ,pour lequel le probleéeme du mot est
récursivement insoluble . Intuitivement ,la méthode va consister 2
construire un semi—groupe "simulant'" une machine de turing ; L.e
on va etablir des analogiez entre opérations £lémentaires duo
semnl —~groupe et mouvements £lémentaires de la machine ,de sorte que
le probléme d'arrét de la machine se réduise au probleéme du mot du
seml —groupe. Dans la suite nous préciseront plus clairement ces

analogles
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On considére une machine de Turing T ., sur un alphabet
E = {sﬂ....s > eb un ensemble d'états 8 = {qg,..,q > .On lui
T T

"asgsocie" un seml-—groupe MT) par la donnge dune présentation

[ v Boroaon ¥ By . .
enaragteurs sn sn g, 9+ g h
L 2 i =
Felateurs Ci2 { quJ_ 9,5, pour qtsjgkql =T
gqss =5 g 5
Vs €@ Ciid { e VLR e as Raq &T
gsh = squsnh
s, 985, = qlsksJ

pour --qis‘:i I q, = T

Cvd { hq0h=q .

Intuitivement Les relateurs Ci2, Ciid, (iii? reproduisent les
actions de T.La lettre h représente les extrémibtés des molts sur la
bande .Par abus de langage on emploiera la Lterminologie de
‘deseription instantanse"” pour des mots de T2 .Un mot de la
forme h w h o0 w est une description instantanége ezt alors
analogue de la description instantangs « pour T Les relations

Civd et C(v) &tablissent g comme analogue de 1’'é&tal d'arrét de T

Definition : On dit qu'un mot de CT) est h-spécial =i il est de

la forme h P h ot P est une description istantande.

Lemme IT.1.1 3 Zoit T une machine de turing ,et [CT> son

semi ~groupe associe | Considérons U et V ,deux mots

de [CTI .
Cid €i U=zg ,=t V&g .et U — ¥V est une
opération élémentaire ,alors U est h-spécial ssi W

st h—spécial
Cii? 21 U=hah et U est h-spécial .=t V Z g et

U —— V¥V est une opération Slémentaire utili=zant un
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relateur de la forme Ci2 ,C1i2 ,ou Ciiid salors
V =h {3 h et soit o — 7 ,soit 7 — o ezt un

mouvemnsnt @lémentaire de T |

Démonstration @ Ci3 la =seule relation gui transforme un mot
h-spécial, en un mot gqui n'est pas h-spécial est h qﬂh = q
Avec U et V¥ = g le resultat est clair . o

Cii2 Avec ces hypothéses |, (i) = V est h-=spécial

solt que V h 7 h .o0 2 est une description instantange

On peut alors considérer gque o = P AL 2 et 3 =P Ei o] ol salt
I AL= BL.Eait AL= Etih Soit Ai_= E.L est un relateur ,et donc an
pas=ze de o A4 2 par un relateur de la forme L0412 Cii2 ou Ciiid
.Done pulsque les relateurs de cettie £ o me correspondent 4 des
quadruples de T ,il aisé d'établir que solit o — 7 .salibt @ — o

ast. un mouvement elémentalire de T ]

Le lemme suivant &tablit ce que nous entendions par * [CTD

simule la machine T

Lemme IT.1.2 : Soit T une machine de Luring awvec pour &£tat
d*arrét = .EBoit E 1l'ensemble énumere par T et w un
mot. sur 1'alphabet de T
w e E s b e h = g dans IMCT2 .

Démonstration @ (& Supposans gue h q, @ h =g .Alors il existe

une suite d'opérations élémentaires

hqimhswl-—r...—rwnzq
Remarquons que =i W ezt h-spécial et Wo—s W +1 ezt une
1 L L
opération €lémentaire ;alors =i W n'a pas d’occcurence de q,
L

\Wbﬂ Z q .En effet ,ﬂ_est h—=p&cial ,et pour “"tuer" les h il
faut utiliser le relateur (v} ,ce qui n'"est possible qu'avec
tune occurence de qD
Un des &léments de la =sulte ,a donce une occurence de q,
Prenons wk » 1o premier &#lément avant une occurence de 9, Tk = 22
Posons ¥ 1  €{1,..,k — 12 .?hE o mJu L AUCUn aL'n‘ayant d'occur ence
de 9, yles relateurs utilisés sont d'une des formes (12 ,0ii2  ou
£iii? . Alers ,avec le lemme II.1.1 {ii2 , soit o— o soit

oL T & yest un déepl acement @lémentalre | Le probléms consiste a
L

L&
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démontrer que le sens de déplacement est de gauche & droite Calors
qu’une opération flédmentaire est symétrique ,un déplacement
#lémentaire ne l'est pas 2 = ezt 1l'état d'arrét de la machine

Aol s —— o est un déplacement £lémentaire

k-1
Sl k=28, alers a— o est un calcul de T ;dans ce cas on
a bien w s E
5 kz 2 , alors soit al——+ az...——a ak est une suite e

déplacemnents &lémentaires ,et dans ce cas un calecul de w dans T
Ci.e we TI ; =cit 11 existe i Lel gue o ey
Etant donné gu'une machine de turing n'a jamais d'ambiguiteé gquand
a4 son déplacement ,on a nécessalirement A, T o, sOn peut alors
raccourcir la sulte ,tout en gardant les méme hypotheéses | En

procédant par induction , on peut donc se ramener 4 la suite
A= ., et done w < E | =]
C=2 51 we E ,alors on a dans T .une suite de

dépl acements &lémentaires
Qo — ... —* X qﬂY

of X et ¥ sont des mots sur ltalphabet de T .Alors on a la sulte
d'opérations élémentalres dans (T2
Puchm h—s ... —— h X an (31 o

Ern utilisant la relation q4,8,= 9, ©n peut construire la suite

h X qDY h —s .., — h ¥ qch 2D
savec La relation qunh = qﬂh »on peut construire la suite
h X quh —+ h qoh €32
et o, car X 2t Y sont des mots sur & = {sl,.,,sh} . Finalement.
aves C12 , €22 . €3} et le relateur (¥ on construit la suite

d'opérations &flémentaires

h q h—s . ..— h X qDY h —s .., — h X th — h qﬂh — g
et done b o, h = g dans CT2 . [
Théorems T.1.1 : CFostl
Il existe un semi-groupe finiment prézente , I
ayant un probléme du mot insoluble récursivement

insoluble
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r=rc T = ¢ q,h # RO Ty
= - q:r isﬂ:'-rsﬁlqﬂr*-qm

Il n'"existe pas d'algorithme permettant de décider

pour wun mobt h-spécial h wh ,s1i h wh =g

Demonstiration @ Il existe un ensemble E ,récursivemsnt &numérable
*
yhon récursif @ Seit T la machine de Turing guil 1'&numére | On
*
construit 't T 3 commme précedemment  Soit W 1l'ensemble des mots

sur & , W 1'ensemble des mots de I
Conzidérons 1'ensemble V = {v e Wrow = hc%g h og o< W }

Vo e=st clairement reécurzsif { Thédorie des fonctions récursives .
Zi M a un probléme du mot résoluble ,alors U = { ueW . u-= s }
ezt récursif

Considérons E = {b q,a h i ot &« € E }. E est récursif ssi E

est récursif .Or E = U n V est donc récursif puisque intersection

d’ensembles récursifs , ce2 qul contredit 1'hypothése ]

MNous avons démontrée que le probléme du mot dans le probleéme
diarrét de lTarrét de T ezt réducible au probléme du mot de MCTD
.W.W. Boone démontre dans [4] ,gque la réciprogue est vraie ,et il

gtablit ainsi le résultat -

Théoréme I.1.2 : C Boonel
Pour teout degre D d'insolubilitsé il existe un

zemi —groupe . p. ,ayvant un problémse du mot de degré D

II.2 THEOREME DE NOVIKOV-EBEOONE
Dans cette partie .nous allons démontrer le théoréeme =sulvant.

Théoréme IT.2.1 : £ Mouvikov—Boonel
Il sxiste un groupe finiment prézentd  ,ayvant

un probléme du met insoluble

Il est clair que puisque le problémse du mot est réducible au
probléme de la conjugaison et au probléms du mot géndralisé ,on a

le corollaire sul vant. du thédoréme de MNovikov=-Boone

Corollaire T.2.1.1 Il existe wun groupe .p. avant un

probléme du mot ,un probléme de la conjugaison  ,un
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probléme du mot géneralise recursivement insolubles

Nous ntaurons plus bescin de faire réeférence aux machines de
Turing . Le reézultat gui nous sera utile est le corollaire

sulvant du théoréemse de Post

Proposition II.2.1 : Il existe un seni —groupe finiment préesentd
b <q'q1' sl o Syerang € Fiqwi:GL = Hi.qu{i} L
o I =2 1 est fini g DoviyDopny € £ e P 1 > el
F .6 .H K, zont des mots sur {2 ....8 7 : ayanlL un
L L 2 1 1 i

probléme du mot récursivement insoluble .

Démonstration Considérons le semi-groupe MC 4 yodu théorame
de Post | Renumerotons {qn. - .qm} & {ql, o~ ’qu} L {Sn. - .sn} en
{51,...3”1} =t posons s, = h .On a alors la présentation donnée
ci-dessus Le theo, I.1.1 nous permet de conclure ]

Notations :

Soit - Sfi. i -S{"rn urn mot Sur {2 o...5 > . Dans cer
i ™ i W

paragraphe on notera X le mot X = 5:51 : s;cm

SZoient X et ¥ des mots sur {51.. . 'Su} ,on nobte

X q Y3 =X gq ¥
]
Lot} qj = { q,qi..‘.qﬂ}
Urn most & est dit =spécial =i %=X q, ¥ .ou X et ¥ sonbt des
i

mots positifs sur {Si""su}

Mous allons construire =ur [T € i.e en faizant référence
4 la présentation de I 2 , un groupe de présentation finie . MNous
verrens que ce groupe est le résultat d'une chaine de Britton sur
le groupe cyclique infini ,et gqutil a un probl éme du mot

récursivement insoluble

On considére le groupe finiment présenteé G = GCTD

. g
Géneraleurs ey a2 S aeas s 0L € I2 , = . t ., k
Relateurs x s =sx fa & &
b b 1 2 a
r.S, T s xrx



o = &g ,..:2 F ab 1= wid) ,1i = wiid
i M i 2

Lemne II1.2.1 : {EBoonel
Si £ est un mot spécial aleors k(I 't = = ¢Z't Dk
dans G ssi £ = g dans T

Le lemms de Boone nous permet de conclure @ si 1'an a un
algorithme pour résoudre le probléme du mot dans ¢ , alors ¥ I mot
z=pécial sur {S;“"Eu} ;on peut décider si E* = g dans ' ,Ci.e
¥ ¥ et ¥ mots positifs sur {51""5u} x qj = {q,qi...,qm} » QN

peut décider =i X qﬁ =g dans [ 3; ¢2 gqui cenlredit le Lhéoréme
de Post

L'objectif de cetie partie est de démontrer ce résultat.
Cette démons=tation sera effectuge an plusieurs &tapes | Commencons

par démontrer la condition suffisante

Deémonstiration de la condition suffisante du lemme de Boone

MNous commencons par é&tablir queldgues propriétés de G .
Soit Vo oun mot positif sur {51...,5M} Alors Wil eI , VW =VE
LY
dans & ou B est un mobl Cpositif) sur {x , PLCL e 13>

Nous prouvons ce résultat ,par induction sur la longusur m de

V== ...8
ol &l

Zfl m = 0 alors la propriéte est vraie ,avec E = r,
1%
Supposzons  Jque la propriété socit wraie pour m > O,

On a alors PLV =V E pour tout i £ 1 et tout mot V ,de longusur

msur {= ,...,5 >
1 ¥
Frenon=s = e {s ,...5 2 , et ViV 5
o+ 4 i L Apn+a
Alors r V= r V = = VERS=
1 1 (=TT 8 AL -
En utilisant lez relations > sbz be =t rﬂsb=sbxr)< LB O Stant
L L

40



un mot. =ur x el . on oA Vv B s = V¥V = E*
L cim+i m+4

= V'!E’
ol RBY oest un mot Cpositif) sur  {x ri_Ci s I0» . ..C.QF.D.
En considérant. U = = on a U = LV e ot alore ,on a

i b3
Slm+d i

1

Url= v = Cr W= CV b U

= W= pe U

i.e ¥ U mot pesitif sur £ , ¥ 1 == I . 3 L mot =sur ¥ . T
€i € I) , tel que U r;1= L U dans &

Cez considérations seront ubtiles dans la suite de la déemonstration

]
Supposons que X = g dans D o0 £ est un mot spécial

on a dans [N ,la suite d'opdrations £lémentaires

R W sy Wi W c..— W =g
1 i 1 n

avec W= UFqg ¢V et W =UHg KV Cou inversement 2,o0 U et
1 Lo 1 j+i LL2
V =zont de= mots positifs sur {31,. : .SM} 4

Dans G nous avons les &galités suiwvantes

S o= i B - —
UdHg K3 VWV =U EI‘_lb thuGi, ril‘r ¥ =L U Fiqiiﬁi‘-.-' E

L2 L
ol L et E sont des mots sur L{x ., rECi = I3
*
Onadone ¥V jetl,..,n -1>, W =LW R ou W =LVW R
1 Jri Jed J
dans =
Done ¥ j « €1,...n = 1> ,3 L.i =t Ej mots sur x ri(_’i = I3 ,tel
E k]
que , W =L W REdans G
i 3 J*d ]
En pozsant L = LL ...L =14 B = E i i » O a darns &
iz n—i - 21
- "
»1t'égalité 2 i'r'l =LTI"||'nE

o L et B sont des mots sur £x , rCi = IX>

L
or W, =CE2D =2, et W =q"=q .donc dans 6 . on 1’égalité
™
=L gk

; -
Donc =i £ est spécial . et £ = g dans I .alers £ = L g E danz G
Avant de poursulivre .remarguons que les relations , k r = r k
L L

vk o= o ko et t.rl=r_tt,Lx=xt.a55urEnLquekeLL

commuttent aves les mots sur {x . riCi = IJ%

Avee tout ce qui précede ¢ 't I k =R 'q Lt L gR K
=R'qW'L t gk R

R %q™ ¢ k R

E ' cqg't g2 B



kK R L™t R
Kk E'g L™t LgRr
k ¢ 't = m

n

Nous alleons maintenant démeontrer le condition nécessaire du
lemme de Boone .Hous allon=s pour cela procéder an plusieurs
etapes.

Considérons les groupes sulwvant

Gﬂ= < Mk
G=< G ; 2 ,..,5 «~ relations A X
i =] i M i
= H Boeoa B ¥ i -~ ti
Ez 4 Gl S d, FLCl = 172 relations &z>
G=4< G ; t - relations A >
3 z 3
Dans la suite nous noterons du ,u_...> Lau lieu de L8 & NS & PR
i 2 v 1 2 G
ypour deésigner le sous-groupe de & {1 = 0,1,..,32 yengendré  par
1
l._I,[J..
1 =2

Lemmse II.2.2 ¢ (il Gi est. une HNW extension de Gn avant pour

lettres stables {51....5M} .
o 5 Gi* (q,qi,..,qnb o=t une HMN  extension
de G, ayant pour leltres stables {q.ql,.-.qH} :
Ciidid Gﬁ ezt une HHNN extension de Ea* éq,qi,..,qn>
ayvant pour lettres stables {rlCi = 122
Civd Ea est une HMW sxtension de Gz ayvant pour

lettre stable LL3

Cwl G ezt une HNN extension de Gg ayant pour
lettre stablelk?>

Démonstration ¢ {12 G& a pour base GD » pour  lettres stables
{51..,.SH} . Les relateurs de l'extension sont. ¥ b = € 1,...M
s;lx s, = x°. Il faut wérifier qu’il existe un isomorphisme ¥

tel que ®: < x> —> < x2>0 et T ) = 3¢°

O GD est. libre ,done ces deux =ous—groupes sont cyeligques

infinis , et il existe done un tel isomorphisme | u}

112 Le résultat est trivial en considérant les

relateurs de 1l 'extension q;ﬂq =1 ol q_< {q,qi.-.,qH} : o
L=

42



CLeis Gﬁ a pour base G;ﬁ < e »>yeb pour
lettres stables {rLCi s I3 ., Il faut wverifier que les
Sous-groupes de Cﬁ* < O R ¥ . ACLD engendré par les
eléments C Fiq“Gi » 5% 13 . et BCi) engendre par les &lémsnts

[+
CHa K » s %' (b = 1..m),sont isomorphes ¥ i = I ,et gue cet

ismmcrphiam: envole les générateurs respectif de  ACLD y ST leg
generateurs respectifs de BO12 . Or ces sous-groupes sont libres
sur leurs générateurs .En effet considérens une application
de Fiqu.si...,su,x} dans thu,si,..,snj LUl envole q,,»Sur 4.

S, SUr s, yet. x gur 1 AU vu des relateurs ,cette application
s'étend sur ACLD ,et 1l image d'un mot non vide est un mobt non wvide

.Dene 1'application est injective ,de plus elle est zurjective

ydone ACLD est un groupe libre de rang M + 2 et est done libre
sur ses geéndrateurs (Il en est de méme de BCL1D . On a donc un
isomorphisme de ACLID dans BCi) ,qui envole s, X sur sﬁii ete... O

Ciud Gs a pour base Gé et pour lettre stable
£ t X, Avec pour relations de 1'extension t'ﬂlt el F et
t e o= x » A& et B sont tout deux engendreés par © = PiCi = 133
on vérifie done la condition de l'isomorphisme Cconsidérer

I1'identit&d | m]

Cwl G a pour base Eé Jpour lettre stable k

Les relateurs de l’extension sont k_ﬂuk = B oo k' ko= ox
kg™ g k = g g .,et on a donc comme précédemment la
condition de l'isomorphisme . m
Lemme IT.Z2.3 Soit £ un mot spécial wverifliant les hypothéses

du 1lemme de Boone

ie et =y =™ ook dans G

Alors 11 existe Li et Lz sMots sur dx, r‘Ci = 12>

tel gue LIE L.2= o dans GE

Démonstration : on a k Tt £ k't =1  dans & LHNN
extension de Ga avec paué lettre stabkle € k > ,et donc contient un
pinch. £ n'a pas d'occurences de k ,donc le pinch est k £ 't £ k™
D'aprés le thécréeme I.5.1 , T 't T = C dans G, ., ou & est un
mot sur o, I"L'Ci = I3 , qnit q Cle théoréme 1.5 1 , nous dit que

l*élément de Gs représaents par ' T est dans le sous-—groupe de
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Gg engendre par = , r"(..i. = I3 , q-s't q 2.

Oon a alers T 't £ ¢ ° =1 dans Gg et peut donce s'dorire

W

-1 -1, & -1, = -1, & e
EtER‘GCq .71 g3 Eiiq el SR B Ez...'l.’.q Lom gl Em-l

»dans Eg o les Ev sont des mobts sur {x .riC:L e IJr Cevent! wvides)
;o et ej = *1
Nous pouvons prendre m minimal ,oe qui revient a considérer une
ecriture minimale de € sur ses générateurs .

Gg est une HNN extension de Gz avec pour lebtre stable < L ¥,

=3

W contient dene un pinch t°B t7° | ou B représentant de B dans

Gz 2=t dans le sous—groupe endendréd par rttii = I2 2

Si ce pinch est t I Eﬂq_lt.ei » alors e = -1 et B =I Eﬂq'i
on a BE=7%T Eﬂq_" dans Ga 2t ddonc aussi dans Gz pulsque I Eﬂq-l
est un mot dans Gz et que Gz = Gs . On a dene BT E0= q dans
Gz . B et R, sont des mots sur {x .,r€ie 13> ,et donc en posant

1

L-‘E B et ]...EE R‘G on a le résultat désird

1 le pinch est L% g R q_it.ei.ﬂ alors B = g R q_i et an

1= =

a e=s - e .Et alors dans Gs » on a les égalités

L L

q 't% g th_’"tetﬂ q=q % g Ei_q_it._“i. q
=qg*t%i Bt g

=4 e —-&

=g Lt i Bt g

q
g

car B est un mot sur <x , r¢i e I)> ,et t commute avec x et r. .
T L L
Ceci contredit le fait guse m soit minimalfce genre d'argument

ysera fréquemment employé dans les paragraphes I1.2 et I1.3 =

Considérons un mobt spéeial £, wvérifiant les hypothéses du

lemme .Alors si T = X g, Y et Lii qj'i’ L.z= g dans Gz v On notera
dans la suite L.if q=g I..:“‘f_;l
i
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Lemme II.2.4 : =1 LL et Lz sont librement réduits , alors les
mots L X g et g L:Y" sont r —réduits Cdans G
J 1%

ypour tout 1 = I.

Demonstration - On doit démontrer gque les mots Llf . .eb
i
a L;‘Y" Cpris comme éléments de G ne contiennent pas de pinch

r? G r;q o € ezt un mot sur  {x S re 0 S ’q"'qn} .MHous  le

d;.-mr.:-ntr‘ercns Cpar 1l'absurde) pour Lii 4, sle cas de ¢ L:‘f_" étant
similaire

Zuppozons donc gue L.1 =cit librement réduit et que L‘f qj
contiennent un pinch r-? e r:& .Les mots ¥ et qj n'ayvant pas
pas d'occurence de r Le pinch est done un sous mobt de L1 son O

et un mobl sur 'S, 4 .qp . O Li e=t un mot sur L .r*i‘Ci = I3
m

el done © = = | Pour démontrer gue ce n'est pas un pinch vil

faut démontrer que le représentant de ' dans Gl* {q.qi.,. .qH>

n'est pas dans le =scus groupe engendré par ':F'_Ll::{i_“-l:.‘:L P S Xe-. a8 X o

, oLl par L‘ﬁLqMGL i sl:x:_i.. .,sMx_l'.‘i Cnous effectusrons la

démonsztration dans le premier cas ,le deusxiéme <tant similaire 2
Supposons donc gque w= dans Gi* <q.q1.. . .qN}

oa V =_ W (Fg 63% W(Fq 63% ... W _CFq 65%

ol les wp s=ont des mobls sur {51K"' ,sMx} Céventual lemant videsl |

=18 epz +1 ,ebt od V ezt réduit comme £lément du prodult libre

Or =" n'a pas d’occurence de d., ydons cle ELqL;Gi . dons par

unicité de l'écriture sous forme normale x'= "ﬁ"a dans Giﬂ s P .qN>

.Ecrivonz alers que , 'Ha= CSb’I}{}fi Csbkxjrk =18} fJ= @ .On a

alors x'm'#ﬂ= 1 dans G:.* < SR R > ,et done dans Gi.c}r G: est

une HWM extensicen de 4 = > ,avec pour lettres stables {51" . .SM},

Donec =i wn ezt non wvide ,d'apreés le Lhéoréme I.5.1 ,x’mwﬂ contient

un pinch s: 3 s:' savec & = +1 .2 =% 1 5 e =1 alors d’aprég

le théo.I. 5. 1 ,:-cg = g :{z> o2 gui est impossible avec = = & 01

Donc & = -1 et le pinch est de la forme s;":-:g S, . Or 'Wﬂ e Lrouve

dans le sous—groupe libre de G: y engendre par Csix...susj .au wvu
des générateurs ,il ne peut contenir un tel sSous-—-mot

Donc W,  est vide ,et donc ¥ ™" =1 dans ¢ % ~ » ,ce qui n'est
possible gu’avee m = O ,et donc Li contient un sous-mot de la
for me r? r":E yoe gui contredit le fait gque l...1 =oit librement

réeduit . u



Femarguons Jque Lii qj= o L..:Y_i dans GE et de  plus y =ont
ri—réduits ¥i1i eI . Done dl'apres le lomme I.5. 4 vils ont les
méme occurences de T ¥ieI . De plus ces occurences se Lrouvent

dans L et L
i z

Lemme IT.2.5 @ =oient L;t =t L2 des mots sur  {x .riCi e I3
SOuUi =sont ri—réduits ¥ i =1 . =i X et Y sonl des
mots librement réduits sur {S:." : $5M} . et =i

Li)( qj‘f L2= qH dansi Gz valors X et ¥ sont des mots
positifs et (X qJY} =g dans I

Démensiration - Nous allons procéder par induction sur le npombre

M d'occurences de r, i <« I2 .,dans L‘t Caqui ,avec la remargus
L

précédente ,est la méme dans L.ZZJ

1 N =0 , I'._.if qu Lz= q dans Ez .nous donne  x X g Y 0= g

dans G-z yol 1'an n'a aucune occurence de r 1L < ID
L

e W 4 = W 5 * ¥
Aveac *G'r1 <o qi qN > Gz on a donc
" X Y = dans & % < >
qj q A ":Ibqls .- *‘:IN

Far uniciteé de 1l'décriture sous forme normale ,on a donc qu g .
et dans G-i, v X =Y =l ce gqui est possible dans E'-i, uni guensnt
@i m=mn=0 ,et ¥ et ¥ sont tout deux vides .En effet ,61 est une
HHN extension de < x » avec pour lettrezs stables {51.,. .SH}; et =i

X Crespectivement ¥J est non vide ,d'aprés le théorems I1.5.1 =" X

&

Crespectivement Y %3, contient un pinch = ¢ =% on € est un mot

b T
sur X . Or les seules ocourences de = étant dans X Cr-e-sp" ¥
yle pinch est un sous—mobt de X CrespLEJ .or X Crespt'f:l n‘a pas

drocourence de £ x > et done € e=st wide .ce qui contredit le fait
que X Cresp" ¥) ,seoit reduit .Donc X et Ysont tout deux vides

et l’'équation s'écritalors g = g dans Glae <q,q1.“ ,qﬂ} .On oa
= @
done bien X et Y positifs ,et (X g¥> = q dans I
- i

Supposens N > O LL}_{ g¥ I_.2= q dans (52 yoll g ne contient
J -
pas r. et est donc r -réduit .D'aprés le lemme I.5.2 .L’_}{ qu L2
LY L
contient done un pinch . Or L_.l et I_.2 sont ri—réduits ¥ i = I (& ne

contiennent pas de pinch). Hous pouvons alors écrire

) aib 2 T 7 ™ -8 2
sz qj‘f L2= ]_.BCri:{ X qj‘f ®or ] Li— a} dans Gz
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ol L.EII at L_‘ =ont des mots r —réduits ¥ 1 & I3 sur {x , rCi  I2>
L L
2t le mot entre parentheses , est un pinch

D'aprés le théoreme I.5.1 , x X q; ¥ x" est dans le sous-groupe

ACLD) = ¢ Fq & , 5 X,..p,s % > =i e = -1
1.._Li1.. i i ™ Za
BCi? = £ Hq K ,=s%x ,..,2 x> =i =1
L LE b i ksl
Or ec'est un &lément du produit libre Ei* <q.qi...,qn} yel done
J =11 81 e = -1 ,j =4i2 51 & =1
Dans la suite ,nous ne considérerons gue le cas ol & = -1  .la

démonstration dans 1"autre cas étant similaire

On peut done écrire :
W=x" X qj Y ¢ Un{ﬁi.quéi.jai Ui. ¢ 'CELq;_isijt Ut= 1
dans Gn* {q.q1+...qw>,¢ﬂ UFCp = L Q... ) est un mot rédult sur
{six...,sux} Céventuellement wvideld ,et o = . SR AT S i (O [
On peut prendre © ominimal
fa* Cq,qf..,qnb est une HHN extsnsion de {a.avee pour lettres

stables {q,qﬂ...qﬂ} .ga une occurence dans W o,dones dtapreéez le
3

lemme de Britton W contient un pinch Cen particulier t = 13

Fupposons gue o pinch porte sur la premiere occurence de letire

stable , g . Alers a= -1 ,et Y x' U & '= 1 dans &
1 i oo i

Nous allons démontrer gu'un pinch ne peut pas apparaltre ailleurs
dans W .
Supposons gqu’un pinch apparalisse dans un sous-mot de W o.de la
f or me
¢F q 6>% U CFq,8) ot
Si o= 1 , alors R -1 et 6 Up $:1= 1 dans G .

=t

L pw= -1 , alors a4 =1 ,et F U F=1 dans &
<] pti 4

i P i

Nous affirmons que dans les deux cas on a alors UEE 1 .En effet Gi

ast une HNHN extension de < x > ,avec pour letbires stableg
{51""5M}' (ﬂEt EL sont des mots sur {sl.,.,sm} Cgu'on peut
prendre librements réduits 2, ot donc d'apres le théoreme I.5.1
on a un  pinch s: [ s;t » ot O est un  sous-mot de Up
sur €{xr .Soit C = % .Mais Up est  un  &lément du  groupe libre
< six.,..SMx * et ne peut done contenir un tel sous mob que =i

|mj] = 1 Et alors ,soit U; contient si KKE;S ,EﬂitUpE x{ sSolt UPE
1 Ce 0 = 12 . Au vu des génerateurs ,seul le
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dernier cas est possible
On peut alors rédulre librement

= fa = o ol
CF-‘.unij P UPCF-;unL’ Pl

= ol = o _
CFLuni.} 3 CF‘i_qu,Gi_) p =1

Ce gqui contredit le fait gque t soit minimum

Doene Clemme I.5.42 L =1 et ::11= -1
m ™ s -4 =-1

= 4 e e C e
W=wx X qj Y Uﬂ GL gq. F.- U=1 dans Gl <, qN}
et Y = UG =1 dans &
O L i
Et donc ¥ X F Ui= 1 dans G1

Ce qui nous donne aprés conjugaison cyeligue

Ll

= U G._L"‘I =1 dans Gi

et X F.oUx" =1 dans &

L i i
Uﬂ et U: etant reédults ., ils nme contiennent aucun sous-mot de la
for me s: sbcu E’b s:‘ .Nouzs &liminons tout les sous-mobts de

cette forme ,dans x Uﬂ G 'Y .Nous affirmons alers que la premiére
1

lettre de G 'Y est positive Cet donc G * disparait,puisque &
L =

-3

|

Alors puisque x Vs & 'Y = 1 dans G, .ot a une occurence de s et
13

Que Gi ect une HMW extension de < x > avec pour lettres stables

@zt un mol positifd .En effet supposons gus G ' commence par =
1S

{51. i .SM} yd'aprées le théoreme I.5.1 ,il contient un pinch .Or
pui=zque G?‘f ezt un mot librement réduit sur {51"' .sH} +11 ne
contient pas de pinch . De méme Ua ne contient pas de pinch Caf

plus haut 3 ,le pinch est denc = € s ' Cavec € non vide Y,ou = C

ast un mot terminal de Uﬂ . et 331 e.-st,b la premigre lettre de Gt_lb
Bappelons nous que U-} e=t un mobt =sur la famille libre de
générateurs { S, M. .3 X > . On a denc forcément (2 n'ayant pas
d'ococurence de sb} . S, C = s, * .Or dlapre=s le théoréme I.%5.1 , C
est un élément de < x°» ,soit % € ¢ x> , ce qui est impossible

De faé;cm similaire on peutl montrer qu’aprés avoir @liming les

sous-mots s - s et s s ' de X F UxX", la derniére lettre
- b b 5 e T i :
de F 7 oest négative (et done F 7 disparalt aprés réductionsl,
L T
On a U 'y "= dans &~ C(conjugaison cycliqued . Ainsi
L
U:"—' ce ™t vy "  dans G’t e G-__I_1 ¥ =Y est un mot positif sur
L
s .- R 1
. > -1 Sl
Conzidérons "Jn =r, Un rooo- Fuisgue Uc. est. un  mot Sur
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; -1 -1 -1
{=E H,...8 ¥r , et que r (s 3 r=s X yalors W est un mot sur
i M L b i = s}

-1 -1 -1 -1
{six see a3, X% ¥ . Hous pouvons considérer Ua S ‘Jﬂ ,  comne des

&l éments de Gl

Nouz affirmons qu'il existe w automorphisme de Gi qui fixe s

b
¥hbe{1,. .,Mr ,et qui envoie x sur x ' .En effet considérons
P LS i as s M ——a g L, ,S ,x"‘}
1 M ot M

tel que ¢}Csb] = s, et & Cx2 = x 7.
Alars 3 ! w homomorphisme ,tel gue le diagramme sulvant commuttie

LB,

1 M
i

o
T ;8
L M

¥

i

. ¥
\i
x}__qb = G

ol 4 est l'inclusien

De plus w est surjective , car <s ,.. $S, 0¥ = As .. ,SM,}c_ >
ezt une famille génératrice de Gx'

Al i 2 -1 -2_ -1 2 -z
De plif r,ic.ﬁi} =1 , ecar T =y B X B XM be_ = S ¥ =
B S X = XS, . On a done l'endomorphisme induit g Gi—‘—h Gi %

et de plus w r}-l= ld, ='est donc un automorphisme .

L i

Mous avons done V.= w ¢U Y ,et done V' = ¥ " dans G
[ 5] |5 ] [n] 1 = §

Un argument similajire montre gque V:i ST 5{‘_1 od X=X F' oest

un mot négatif ,et V'= r7' U
i [ B 1 T

Abordons 1'étape de récurrence de notre induction

Mous avons dans G q:=L¥X q¥ L=L r o™ ¥ gy L
2 i 1 2 2 i ] L o4

= Lr "CU*F 3 qee U L
a i s ] [ | Lo

LN eF gy v
g 4 L L)L (R = T |
_ -1, —i= -1
- L:—]vx Cr'i. F‘Lunirij v-:l L4
= L Vi¢Hqg KoviL
R et T e R
= CL % "KD Haq K€Y %L
3 i L L2 i 4
On a done CL x "> XHgq KY €x LD =g dans G
3 PR S 4 z

Considérons donc que L.if aY L,. vérifie les hypothéses ,et que L,
=19 Lz ant N occurence de ri{:i = 1D

Remarquens que Lﬂ:-r:"""I et. x-ﬁI..,‘ ont alers N - 1 occurences de r = et
sont ri—réduits -KLESt positif .De plus YIE GZ‘Y L2h pulsgue Gzi

digparait .YL ezt un sous-mobt de Y ,et est donc librement réduit
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fone la seule réduction possible dans KJ} ye@st A la “jonction®
voe gqui est impossible puisgu'on a vu gue la premigre lettre de
Y: ezt positive  {le méme ralsonnement montre gue fji est réduit
3

On peut dene appligquer 1'hypothése d'induction kﬁYi et x1Hi

—— *
sont donc des mots positifs , et CXHq KY232 XHq KY =g
1 v "2 v 1 4 1L 2 L 1

dans ' (&gquation (%33 . Or ¥ = K1F' =t Y = EiYi 2t sont donc
L L
positifs en tant que sous-mots de mots positirs

O X qj Y = xiF‘iun{Yl = X Hg K_Y= dans

1 L 12 L

ce gul avec (%) nous donne le résultat souhaité ¥ gq¥ = g dans M m
J

Nous pouvons maintenant achever la démonstration du lemme de

Boone

Démonstration de la conditlion nécessaire du lemme de Boone

Prenons £ = X qf’(an peut prendre X et ¥ librement réeduitsd
mot, Spécial tel que k cZ™' 5 = ¢ © k dans G .Alors Clemme
IT.2.3 ,3 L.1 et Lz mols sur {x ., PtCi = 12 tel gue L1 = L.z = q
dans Gz . On peut supposer gue L1 et L2 sont librement réduits
vet alors Clepme I1.2 42 , ils sont rl—réduits ¥ i e I .0n a donc
diaprés le lemms II1. 2.8 . 7= g dans I© =

Nous avons démontrée que le probleéeme du mot de (T2 est
reducible au probléme du mot de GLT2 (. W.W. Boone ,dans [51]
rdémontre en utilisant des  extensions HHN la réciprogue Chreés
technigquel | En combinant ce résultat avec le théoréme I.1.2 ,il
etablit le résultat

Théoréme I.2.2 3 ¢ Boone
Pour tout degré d'insolubilits D il existe
un groups f.p. ayvant un probléms du mot de degrée D

En e servant de ce résultat ,Collins démontre le théoréme

plus général

Théoréme I.2.3 = Clollinsl
Pour tout degrés d'insclubilite .D1 et D2 .
0= Dz ssi il existe un groupe f.p. ayvant un problémes

1
du mot de degre Ea y=t un probléms de la conjugalson
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de degré D2

Pour une démonstration simple voir (28] .Eemarguons qus cebtte

démonstration utilise la construction gue nous effectuons en III. 2

I1.2 THEQREMES DE FLONGEMENTS
II.3.1 Théoréme de Higman

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoréme suivant

Théoreme IT.3.1 1 CHigmand
Un groupe finiment engendré est le sous-—-groupe
d'un groupe finiment présentd ssi il admet uns

prézentation récursive

Ce résultat est quelque peu surprenant ,en ceci gu’'il &tablit
un lien é&troit entre la théorie de la récursivite et la théorie
des groupes .11 permet de démontrer simplement le théorémes de
Movi kov-Boone .En effet 1l est aisé de trouver un groupe
récursivement présentd avant un probléme du mot récursivement
inscluble
Consideérons I « M ,récursivement énumérable ,non récursif . Un tel
ensamble existe (proposition I.4.12 .Considérons alors le groupe
recursivement présentd
K=¢abedsra ba =c de*, tel>
Il est clair gque K est le produit libre amalgams de € a,b »~ > ,et
de ¢ c.d ~ > =zur les sous—groupses respectifs engendrés par les
membres de gauche CrespL de droitel dez relations de K .Alors
atb a et d e =, 1 si et seulement si i €1 ,et donc K a un
probleme du mot récursivement insoluble Or avec le théordme de
Higman ,K =e plonge dans un groupe finiment préesenté G ,et puisque
le probléeme du mot est héréditaire . est un groupe f.p. ayvant un

probléme du mot récursivement insoluble
Femarquons que le sens (20 est triwvial

PROPOSITIOM II.3.1 :Tout socus—-groupe finiment engendré d*‘un

groupe . p. ,est récursivement présenté



Démonstration :Considérons un sous-groupe {iniment
engendré d'un groupe f.p. . REemarguons gue l'ensemble des mots
s'dcrivant sur cesz générateurs est récursivement Snumérable | Or
1l'ensemble des &léments Lriwviaux du groupe F.p. est récursive-
—ment énumsrable .L'ensemble des &£ldments Lriviaux du sous-groupe
est dons 1'intersection de ces deux enzembles ,gquil est alors
Cprop 1I.4.2) récursivement @numérable .On a done une présentation

recursive du sous-groupe . ]

Considérons un groupse récursivemnsnt présenté B

B =< ul.‘..umf w =1 ,w € E >
ie , E ezt un ensemble récursivement &numérable ; de  mots
positifs sur ui....um}
Considéron=s alors , la machine de Turing T . gui énumére E . T a
pour alphabet {sn..-,su} R = 1 {ul,.‘.um} = {50....5H} . Hous

pouvons prendre T , aves pour &tat d’arrét 9 Clemme I.4,10
Nous avons vu gue nous pouvons construire sur T oun semd —groups
finiment présentd MCTI ,tel gue pour tout mobt  © sur {51""5M}

r WweE E &= h q h = g dans I'CTS

Dans le paragraphe I1.2 , nous avons rescrit sur un nowvel
alphabet Cen posant R B b et en renumerctant {qﬁ} et {gﬁh »
la prészentation de TI'CT2) (par commodite d'écritured . st avons nomme
I' ,le zemi-groupe alinsi C(finiment) présentsd, Nous avons conshtruit
sur [T . un groupe finiment preésente G, tel gque C(lemme de Booned

spour tout mot spécial I,

e €% £ =CE™ 2 k dans 6 & £ =g dans I

Danz c¢ette partie ., nous considérerons la présentation de G
yconstruite sur la présentation de MT) (o T est la machine
décrite cl-dessus) . Il nous suffit pour cela de changer dans

l*ancienne. présentation s, en h « et de prendre oL {Si}

et {qf- srespectivement.  1'alphabet L,et l'ensemble d'états de
la machine {sat...sh} =13 {qi....qn} Cnous  omettons de
changer les indices M et N .par rapport 4 l'ancienne présentation.

Mouz procéderons de la méme fagon pour Ei ,Gz 'Ga

Considérons le mot spécial I = h_%hm k v ol w est un mot
positif =sur {50.-.,5M} .Draprées ce qui précéde . Les assertions

suivantes sont égquivalentes

=2



we E

L]

Eshqlmh=q dans " C T 2
k €7 23 = €T o k dans G
C¥®» k Ch_"w—iq:h L h_iqim hy = Ch_imﬂiqzih t h_lqiw hd dans G
L'&quation C®) est abtenu & partir de la précédente ,en

remplagant £ par h—iq‘m h., Afin d'en simplifier 1'écriture nous

introdul sons

-1 -4 -1
hk'h et t =q'hthq

i

k
Le]
Considérons alors
g -1, —4 -1 - 4 -1
Gﬂ = 4 52 " t.ax t.ﬂ qu b ri‘h qlltu q, h Fth q, o
-1, -1 -1 e | -1
= >
t.aiqth ® h qij L‘:‘I qih w* h q,
En remplacant t’c: par qzih Lo h""qi O PEmardque Qgue G; @t LN
autre présentation de Gg

Deméme:
G =<6 ,kosok*herh™mk=hrh*k*chxr® k=hxn
- .23 Ei e * -1 o -1 v - =1, =1 —iu =1
.kﬂihq 31 qitgqihqh B ku—hq h qitﬂqihqh >

1

gst une autre présentation de &

Lemme IT.3.1 : &' =st une HNM extensicon de G; ayvant pour
lettre =ztable <k¢} .G; ezt une HNN extension de Gz
sayant pour lettre stable {Lc_} A

Lemonstrotion r-clDl a pour sous-mot k., guli n'est pas sur
l'al phabet de &' .Les relateurs iLnvegquant kﬂ s =ant donc
uniquement ceux donnés dans la présentation | On verifie aisement

la condition de l'isomorphe Cles sous-groupes en guestion sont
engendrés par les méme générateurs J.

Le méme raisonnement est wvalable pour E; i =

Lemme II.3.2 : Soit @ un mot positif sur <s,_...08 0

Alors @ e B e kqu_iL Wy = Cod b wd k_ dans el

Démeonsiration :Le deuxiéms memnbre de l'équivalence n'est rien

d'autre gue l'égquation %) redcrite en utilisant kn et t.n =

o2



Mous définis=scns le produit libre

G =G'=% R
4

Housz considérons une présentation de GL donnges par la réunion
de=z générateurs et des relateurs de G' et B . L'union doit é&tre

disjointe, nous considérons donc

{a ,..,a >y =45 ,...,= > avers a 4 I
1 m o .2 | L L
E peut alers &tre considére comms un ensembl e de mots
positifs sur {a ,...3a %
i T

Mous définissons

5 =<¢G :b,..b +sblub=u : b ab=a ;
= 4 i bl L 1t

b 'k b=k u
(5]

[l » S
pour teout i1,.j = 1.,...m >
& =¢G :d-d%kd=k ;dwabd=a ;i=121....m >
=] = o o 1oL L
—1i —1
> = 4 5 s Sy Le=td ok o=k
i = o o L= o

La démonstration du théorome de Higman va alors consister a :

1*2 —-Montrer gue 1'on a une chaine de Britton

e G 26 5.6, 59
4 = < 7

2% —Montrer oue GE a une présentation finie.

Notation : Dans cetie partie nous noterons {xi.xz,.-b . pour
L

désigner le sous-groupe de G engendré par H 2%, 1= 4 L. T2
L

Nous avons besoin du lemmse suiwvant.

Lemme II.3.32 : Les scous—groupss de G; .<a1..‘.am.k0>‘ et
<ai.,.,,am,to>4 sont librements engendrés par leurs
genérateurs’

Démonstration : Nous démontrerons le résultat dans le premier

cas , le deuxiéme étant similaire . Avec nos nouvelles notations

Gﬁ est une HNN extension de £ x >ayant pour lettres stables

{sa;...;sh} . Done draprés le lemme I.5.32 le sous—groups de G;
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engendré par S, S e=t libre . Or
™

< - < A ¢ L
G-i_fs-i <q,....qn>_Gz_Gﬂ..G
Donc puisque G = &'+ E et que {a;...;a > = 4s :...;8 » = G
=4 i m o m

{ai;...;a >4 ezt libre sur ses générateurs

mi
Frenons un mot W sur a ... ..a .k

i ™ o
W=cCck ...k =1 dans ©
o o i o n 4

o les O =ont des mobs sur {az..,.,a >

L ™

Cr puisque W n’'invogue gue des letires de G W =1 dans G'

¥

5° est une HNN extension de G; ayvant letire stable k0 done =i

;
L+l
o

mot sur h r‘_‘h"1 . hx h!: et hq_‘h_‘qttﬂql_’hqh_i

Or les relations de &' assurent que 1»:_::l commuttent avec ces <léments

n>1 W contient un pinch k:LCJc ol C est égal dans G; A un
L5 L

s =t donce on pesut remplacer le pinch dans W, par O . Aprés avoir
L

réitérdéd ce procédé on arrive a

W = Ca...C = 1 dans &' et donc dans FCai;..,;a 2 L donc W= 1
™ ™
Zi 1l'on prend Cﬂ,..Cﬂ réduits ; alors cecli ezt contradictoire
Conc {al,....a .k0?4 est libre sur ses géndraleurs | ]
Lo
Lemm= II.3.4 : Es est. une HMN extension de G; avant pour lettres
stables {b .,...b >
i ™
Démonstration @ Il est clair que & a pour base Gd » =L pour
lettre stLtable {bi,...b 2
™
I1 nous reste 4 véerifier la condition de l'isomorphisme,i.e. ¥ i
11 existe un isomorphisme ¥ : ACLD — BCiD
LB
avec ¥ 1 ACLD = <u ,...U & ,...& .k _*
i ™ i ™ La] sy
BCOLD = <u ... oW o& ,...8 .k u >
i m i ™ LS +
tel que $Cu ) = u JECa D = a Bk 3 o=k oult v Pour tout
i p [ L = i o = SRS
p =1 ... m,et pour tout i =1 ... n
Bemarguons que kﬂ = knu:ﬂﬁ < BCi) done ACLDI = BCLD

Nous avons 54 = 3+ F .On peut done gcrire Clemme 4.1.28 de [231D
ACLD = BCiD) = <u ,, ., u > % <3 ,,,.;58 .k »
1 mo4 i m o 4
D'apreés le lemme IT1.2.2 , <a1....am,ko>4 est libre

On a donc ¥ 1 1°homomorphisme

W - b=y PR i~ | rk P — AC.‘E}
L i m o

55



tel que  yCad = a ; wik J = kﬂu[l

On peut done construire par propriétée des produits libres
Wi ACLD — ACAD
ur 21 r Ll g i g = '_1
Lel que ui(up) uP : ¢1Ca?3 ap : ¥1Ck¢3 kﬂui
de la méme fagon :

fﬂ_ : <a_|1.|a lk: } —> A‘:i:’
L L gl Q
: Ca 2 = ¥ ¥ =
avec ¢ & a ,E'Lwcﬁ? 'Ckn:l kﬂu _
et on peut construire ¢{ o ACLD) —— ACLD tel gue . Ca 3 = a
i P P
“an —4q “ur
po# Cku D =k @ Cud = u
Et alors ¢Lo ¥, THe g = 0d ACLD et on  a donc  1’isomorphismes
souhai t& | =
Lemme IT.3.5 : Gﬁ est une HMN extension de 65 v ayant pour
lettre =table (4>
Démonstratian 3 Maus devons vérifier aqu*il exlisie urn
isomorphisme
wi:kk ,ab ,..,ab?» —s <k ,a....,a >
o 14 m i 5O o] i m =
tel que W Ckﬂ) = kn
i £aJ%} = a pour tout 1 =1 ...m
prenons 65 = Fx quotient associé a la présentation
M
définis=zon= 1l 'homomorphisme ¢ ;: F — ".'34 tel que ¢ Cul =1
L
b2 =1
L5
el ¢ envele les aubres génégrateurs sur eux-méEme
Il e=st clair que N = ker ¢ et on peut. donc  considerer
1 ' homomor phi =me % - Gﬁ — 64 » quotient de ¢ ,E envolie {km.a11>g
L
sur <k _.ab. ,a b > qui est libre Clemmse JI.3 32 Il en est
L&) i1 m m 4
done de méme pour <k .,ab ,..,a b > et de plus ils ont méme rang.
L8] £ 4 m m 0
On oa done un isomorphisme ¥ ; <k ,a .,...2 » — <k ,ab,...a b >
= L M 5 o 4 m o 5
tel que ¥k 3 =k
o (s}
a3 = ab
F PP . iy
Il suffit alors de considérer w = T ]

Le lemme suivant va nous &tre utile pour démonter gue GE est une

HHNN exten=ion de Eﬁ.

Lemme IT1.3.6 @ Le sous—groups & de &', engendre par ko’Lo'af

5E



cad admet pour présentation @
Ty —i
A=< k 4t va,..,ask e Lk = wtw, weE?>
o’ el ™ e o o o
ol l'on a redcrit les mots de E vsur L "al phabet

{al....a » .Con =e rappelle gque U 4+— a2
™ 1 L

Demonstiration ; D'aprés le lemme II1.3.2 , la proposition

C %3 k;im-"t.mwko = m_itgw est wvrai pour tout w < E Cw est un  mot
positif sur Aveesal J . donc est wvrale dans A

Nous allons montrer qu’aucune autre relation n'est utile pour
décrire A

Il est aise de vérifier gue la relation (%) impligque

Lz wd k: = kz b Lz w pour £ =+ 1 ,n = %1 ot pour Lout w < E,
Nous pouvons alors considérer les opgrations élementalire=s dans A
de la forme U=U t° w k? U —_— U k7 ow L oW U

i o oz 1 a o 2

Celles ne changent pas 1’£lement du groupe represents par WD
NMous considérons aus=si les opérations £lementaires
Uiz O¥Y¥YT 0. —s U4
1 2 iz
pour ¥ = k ,L ,&a ....a4a
] 0 i ™
Ces opérations balssent le nombre d*occurence de tj précéedent  un
kﬁ
(s}
Conzidérons U = 1 dans A . Nous alleons montrer ogue U peut &tre
réduit au mot vide par une suite d'opgrations Slémentalres  comme
nous venons de leg définir .et donc gue U est une consdéquence des
relateurs pré-cités | Ain=si la présentation donnés ci-dessus sera
bien une présentation de A
On lui applique les opérations £lémentaires décrites ci-dessus U
est librement réduit et ne contient plu=s de sous-mots de la forme
ts A k: ol w e £ . Nous allons démontrer gualors U est le mot vide
.51 U ne contient pas tn valors U = 1 dans <ai....am.ko>4 qui est
un groupe libre Clemme II.2.323) et alors ,U &tant librement réduit
U =l Ce qui nous permet de conclure
On a le méme résultat si U n'invogue pas ka C<al....am.LQ>‘ est
librel .
Nous avons donc démontré que U est vide ='il n'invoque pas soit kD
tEGit L&
o

Supposons gue U invogque ka et Ln Cet n'est done pas wided

B



G est une HHNN extension de G; cayvant pour lettre stable {kn}

U =1 dans &' et invogue kﬂ
(=3

D*aprées le thécréme I.5.1 ,U contient un pinch kz Vv k; o Moo= D

" uhxh™h et hg 'hT'gqt_g *hah Tt
Afin de simplifier les notations posons A = h q_ih_ﬂh_et donc D
i

dans G; et D est un mot sur hrih_

est un mot sur hrth_:hxh_i at ﬁtﬂ&“
Nous prenons 00D =V , de telle fagon que D ait le npombre minimal
d'occurence de Lo .G; est une HWNN extension de Gz avec  pour
lettre stable {Ln}

Nous affirmons que V et D sont tout deux Lg—réduit dans G;
Supposons que D ne soit pas Ln—reduit Wil cantient alors un  pinch
et peut donc s'écrire :

D = Eu pa L; At Dé i t;r e DE » ol Dé ntinvoque pas tD .

Avaec le lemme de Britton &_ﬁ%ﬁ = N dans Gé o N oest un mot sSur
q:ﬂukh_Lq; =t q:lhxh—lql de plus dans G; tg »Ccommut be avec N Cau
vu des relations de l'extension 2 . Et alors D = Ea A M ﬁf‘Dg ce
qui contredit le fait gque le nombre d’occurence de LIDI dans [ est
minimal . Donc D est Lo rédui t

V oest librement réduit puisque c’est un sous—mobt de U et gue U
ezt libremsent réduit . Montrons que V est Lu rédui b

Dans le cas contraire , il contient un pinch Lg (% L;g , o0 € = M
dans Gz ,» o N =st un mot =ur |::|_ihr-1__!'1“:“1:1l et q:ihxh_lqi 2t donc
commutte avec tﬂ dans G; Cdone © aussi) . De plus C n'invogque pas
Loy et n'invogque pas kq Cpulisque C est un sous—mobl de V ., gui
n'invoque pas kﬂ J JAlors © est un mot sur R
Qr <L0.ai....am>4 est. un groupe libre donc <L¢,ai,..,am}a aus=si
Done & commutte avec Ln w221 2 =1 ce gul contredit le fait que C
zoit librement réduit en tant gue sous-mot de V

Wous allons maintenant démontrer gue D invoque Lc

Etant donné gue V = D dans G; yet que YV et D sont  btoubt deux

Lﬂréduits . alors d'aprés le lemms I.5.4 ,V et D ont le méme
nombre 4'occurence de ta

Supposons que D ne contiennent pas ta . Done Vo ne contient pas Lu
Alors V est un mot sur A seeaa et D est un mot sur t*a.r*ml*-_l,h:-:h_'i

Mous pouvons prendre D oaves un nombre d'occurence de r. minimal
L3

1 -1 ,
. hxh ycontenant le molins

considérer 1'écriture de D sur hr ko
=
d'occurence de PLJ . Vo= D dans Gé , HHN extension de

(aﬂ{q,qi....qn> aves pour lettres stables {rL.i = I» (Vi=ziblement

o2



VW oest r —réduit ,pui=squ’il n'a pas d'occurence de r. | Démontrons
L 1
gue D est aussi r -réduit . Supposons donce que D contisnne un pinch
D=Dhr- h'
i L

hxh . hrh
L

D h r?ih_in e B o B o zsont des mobts sur
2 L : | i 2 3 4
et DE n'invoque paz . . Donc D2 =h %' h
L
et le pinch est done de la forme r} ' r.L
= L

1
n =M

D'apres le théoreme I.5.1 , x" est égal dans Gia-e {q,qi,. : ,qﬁ} a Uun

= == —
mot sur Fg G .,.5%,..,5 % ou sur Hgq, F ,5 x 4
Lowd e 1 m 1 w2 1 i

....SMK-
Mais nous avons déja vu (démonstration du lemms II.2. 42 ,que ceci
n'est possible que =21 n = 0 JEL alors ,on peut réduire 1'écriture
de D ,=solt R E; D3 dans Eé e gul contredit le fait que
l'éeriture de D contient un minimum de i

Dene D et V sont tout deux ri-ré-du:l_t_.s ¥ il .Deplus D =V
dans E; dene dapré=s le lemme I.S5.4 ,D et V ont m@éme occurences de
r. .Y ne contenant pas rt,D ne contient pas non plus rL
et alors V =D cdans Gl ,et ¥V = h x' h ' dans 61
Supposons gue V contienne aj
Gi e=t une HNM extension de < = » avee pour lettres stables
{51,..,3m} et pul sque {aih..,am} = {si,..,sm} ,alors VYV h x " h ©
contient un pinch a? L a:d v ou C est un mot =ur x .Maiz le pinch
est alors un sous-nmot de ¥V .Or VWV ne contient pas = .0On a donc
T =1 . e qul contredit le fait gque V =oit librement réduit
Or V¥V est un mobt sur ai,..am,tﬂ . Supposzons que D ne contienne pas
Lﬂ LAlors W one contient pas L0 el d'apréds ce gul précéde V = 1
O h: v h;* ezt un sous-mot de U , et ceci contredit done le fait
gque U seoit librement réduit

O a dono prouve gue D contient Lb .Et done D contient un

-1 —1
2 el e
O écrit D = Eu ¢ hg h qanq1 hgh

sous-mot  h q_ﬂqul t
Rang g ;o o= k1 | et le mot
entre parenthéses contient la derniére occurence de tu dans D,
i et B =1 =4 =1 =1

s h :‘Lh b g h q, t'u q, hagh

l.e. Di-est un mot sur h o x ko
1

et T est un mot sur h x h ,h r h
L
Fuisque D contient Lu » Nous savons aussi que U contient LD £ af
plus haut 2 | Nous pouvons alors gcrire
Y= Y T v o oy ou chague V. ezt un mot sur a ,...,a .

o o r-i1 o r J 1 ™
Nous avons wvu gue V et D sont tout deus Ln—réduiLs .0 peut donc
appliguer le lemme I.5.4 .2t alors tngrv'fﬂhq'ﬂquit;m est un

T
pinch =14 VrT-ﬂi q_ﬂqui = K dans GE colt K ezt un mot  sur

=o



q? h r‘_hﬂq1 et q:i h = h_ir:[:l T est un mot sur hxh ‘et hrth-l
L

Donc nous pouvons é&crire T* =Hh Lﬁf“ dans Gz . ou L1 2=t un mot
SUr X Ll r.
&
K =2t un mot sur qlihrgwiqi et qiihxh 1q1 ydone on peut dcrire
K = q_ihL hddq sou L est un mot sur x et r
1 2 1 2 i

-1, =i i I -1
On a donc Vthih hag h q, = 9, hLzh d, dans Eé
—1i =1
zolt aﬁhq ~:ﬂkmz
soeit L. 'h '"qVhL = q dans G
2 ir 1 2
Femarquons que V h est librement réduit puisque Vo est un mob
r r
Librement réduit sur as..aa et h = {ai....am} . Avec cez
hypothéses on peut appliquer le lemme II.2.%9 et donc v;h 25t un mot
positif € donc en particulier U} et h qiviw =g dans " CT2
T

Et done , ¥V = E
T
En fcriwvant V v L5y st avec U k* v K *
o r o] L&]

o

U contient un sous-mot de la forme Lj?Urk; o Vo e E O, ce gui
r

contredit nos hypothéses  Donce U ne contient paz 4 la fois kn et

LD ,et done (comme nous 1'avons v précedemment 3 U = 1
Donce le relateur k;iw&itnwkﬂ = m_ltﬂm » suffit 4 décrire A . -
Lemme IT.3.7 : Gg ezt une HWNM extension de Eﬁ »avant  pour

lettres stables Lo

démonstration @ Il est clair que C-.‘,? a pour baze G{j et pour lettre
=z=table Lo
Mous devons vérifiier la condition de 1'isomocrphisme ,i.e. .vérifier
quil exis=te un izomorphismne
] :<J-CG.LD.31,. . .am}s R {ka,tad,ai. - .am}ﬁ .
aveo w{kﬂl = ku

wCt D =t _d

w(apj

=1

= .

Pulsgque G'= ¢ = 3 ,on a <k .t a,..,a 2> =<k ,t ,8a ,...,a > = A
5 3 o’ o' m g o o1 m o4

ydont nous avens donng une présentation au lemme I1.3.85

Dans la suite nous appelercns B, <kn,LDd.a*....am>§ . Pour montrer

gue A — B est un homomorphisme il nous faut montrer que 1'image

des relateurs de A et triviale dan=s Gs i.e. ,il nous faut montrer

a1



que =1 w = E kgi

muiL dwk =w 't dw dans BE

L] o o
Mous 1l montrerons dans Gd .Ce sera a fortiori vrai dans B .
Mous utiliserons la notation suilvante

Smit w un mobt sur a:.'” =t
M

L

o est obtenu & partir de w , en changeant tous les a, en b
N est obtenu 4 partir de w , 2n changeant tous les ax en u
Remarquons gue =51 w < E by = 1 dans Gﬁ pulisque alars w 2zt un
relateur de F et E = (54 = 65 = E'rﬁ

Copnsidéron=s w 2 E . On a dans GE
kK ‘o 't dek = k e ot Cded D dk
o o o o_, _10 0
= k Tw Tt o dk
i ] ] b [a]

. ~% =4 = .
En =ffet ,puisque da d = ab , ded = da tda 2
i Lo i) Wi i
d
avcl:
= a =] ..-a b
AL widd seely gl

=1

et a et b'i. commuttent dans Gs = G.;;
1
De plus dans 65 Cdons dans 653 bi =18 uj commuttent pour tout 1,3

=1...n . &L kqihjc = hbu , k et d commuttent dans G
O (R | | g al o

Et alors k “w 't ewodk =k " *t wwk d
() [n] 1= [w) n [} B O

K Yw ' w k Ck 'k od
fa) [=] o o [0 =}

k_imnit Wk owowd
O o O b ou

Ck Yo 't ow k dw d
o o o Y

= m_ltﬁm w d Relation €%
Or 't dw = @ 't Cdwd d
[9] i
= w 't owow.d
o b
et on a donc montré gue
k' M dwk = @ 't dw dans &
(] L] [} L= ] &5
Dons i w o A —s B est un homomorphisme .
MNous construl sons mailintenant W % Gﬁ JR— Gd dont la
restriction & B , est l'inverse de ¢ .

Definissons w par w Cd2 = w (bJ = v Cud =1
18 L
et le,= DdG, ezt bien défini .
2t au vu des relateurs de Gﬁ {regarder les présentations de Gﬁ et
Gd:' v @st bien défini C=si - est un relateur de st s Cr2 = 1 dans

G 3
&

&l



I a = 1
e WIE = ﬂdE ; C.Q.F.D.m
Nowuz avons donc , avec toub ce qui précéde ,veérifié gue nous avons

la chaine de Britton
E=sG =G =G =&

4 = & 7
Done B et plongs dans GE . Remarguons que G? ezt finement engendré

.Nous allonzs maintenant démontrer que @? ezt fipnement présents

Lemme II.3.8 : 57 est [inement présenté

demonstiration : Rappelons nous gque nRous  avons pris pour
présentation de Gﬁ v la réunion des générateurs et relateurs de
=" ot R

=i dansg 54 ,on elimine les relateurs de la force W= 1 ,o0ou w e E
Ci.e. les relation= de R} , alors il ne reste gu’un nombre fini de

relateurs

Au vu de la construction de Gd  la méme conclusion e=t vraie dans
Gﬁ.

Hous affirmons que les relateurs de Gd de la forme w = 1 Cw = EJ

. peuvent étre obtenus grice aux relateurs restant

Si w e E alors k:‘C m_’tﬂm >k, = Cw_ltnm 3 dans G . Cégalité

Cxx) de la démonstration precédente ,en prenant oy d = 13

Done 1’é&galité est vraie dans G& el ne nécessite l'utiligation gue

des relateurs restant , pour étre etablie

Alors e €k Mtk e = twttee
o a o o

puisque  commubtte avec les a =t kn
;: L

k' to™ vk = w e 't o ow

[} fu ) o] o
De plus k;ﬂJ1Lﬂd w ko= m_itﬂd w Cef la démonstration du lemme
precédant)

Ce qui nous donne

kTt Cak k' w ad e k
¥ u} o 0 O

m_lta{m o od w P Ul peut

1

s'éerire Ck '@ b @k Ok ‘w 'd w k Cor 't ede 'd w
[a] L} o o o a)
Or les termes entre parenthéses sont egaus

Et done k;‘m"dukﬂ = w ey . €13

Comme nous 1l avons déja va , les relations d'abd = a et ab.
e L v

&2



ba , nous donnent 3

i

cleasd = sOul peut s'édorire w = d mmEd
- o P |
et alors w dw = w “dd mwbd
= mbd =]

Cn substitue C23 dans €132
k 'e dk = wd
0 b ] -]

or ko et d commuttent

et &
donc kﬂ mhkﬂ = u% C3D
Avec les relations k bk =bu et bu = ub, appliquées & (3D
e T T s LA L] 1
, O & o = ow osolt w = 1 dans G . ]
bou b o <

Le théoreme de Higman ,est donc &tabli

II. 3. 2Théoreme de Higman-Neumann-Neumann

Dans ce paragraphe ,nous allons etablir le théoréme de Higman
“HNeumann-Meumann . Nous combinerons alors ce résultat avec le
théoreme de Higman ou le théoréme de Novikov-Boone pour en dédulre
des résultats utiles &4 la suite

Nous wutiliserons pour la démonstration du  théoréme de H. MW

yle lemme suivant .gqui nous sera aussi utile ,dans le paragraphe

suiwvant
Lemme IT.32.9 : Soit K un groupe donné par une présentation sur un
ensemble fini ou dénombrable de gendédrateurs
K=<H1,x2,,.x‘Ri:’l,R‘z:l,.,}r
Considérons w € K , on construit Lm v le groupe obtenu
4 partir de la présentation de K , en ajoutant treois

générateurs a ; b ; ¢ ,et les relateurs suiwvant :

€13 a'ba=c¢c'bebec

e .a.‘_zl:-::'_ia ba =¢ b ebe

€3 a lw,bl a° =¢ b &

L4 a_m*“xt ba b i - W i pour i = 1,2,...
ot [w,b]l] = w'b wb ' .0n a alors

B3



L =iow #K 1 yvalors K est plongs  dans Lm . par

l'inclusion sur les géndrateurs .

Cidn La ecléatures normale de dans Lm st Lw . En

[
particulier =i @ = 1 alors L =1

® w
ciliid Lm est engendré par les 2 £léments b et ca *

Ciwd =i la présentation de K est finie ,alors la

présentation de Lw est aussi finie

Démonstration @ (L2 Prenons w 2y i .0n considére le groupe libre
< b,e >, et sSon sous-—groupe T ,engendré par les menbres de droite
des égaliteés Cid & Civd

Ce sous—groupe est librement engendré sur les générateurs ,pulsgue
=i on effectue un produit de pulssances de générateurs de C© . Les
réductions entre les mots ntauront lieu qu’au extrémites et
laizzeront des sous-mots médians inchangés {(c’est une base de

Niel =zand

De fagon similaire , on considére K # ¢ a,c » ,et le sous—groupe A
engendre par les membres de gauche des indgalités | Avec w #H Lo o
comme précédent ., A4 2st librement engendré par ces générateurs (I1

existe donc un isomorphisme A — € gui envoie les membres de
gauche ,sur les membres de droite correspondants 'Lm ezt alors le

praoduit libre amalgamée CK # < a,b >}A:¢< b.c 2

Aln=i =i w = 1 alors K est plonge dans Lm par 1"ineclusion
=ur le= générateurs , o

Femarquons gue si 1l'oan considére le groupe L n'ayvant pour
relations que (13 et €42 ,alaors le méme raisonnement montre gue

K ezt plonge dans L Caves w quelconquel ,par l'inclusion sur les

générabeur=s .

Ci12> Appelons Hm yla eléture normale de o dans Lw.
(w,b] = w'Cb w b3 ,et donc [w.b] e N, -Alors avec le relateur
€3 b = ¢’alw,bl a’%? ,et done b e N, -Avec le relateur C12
e =beca'bach® ,et done ¢ = N, -De méme on peut voir

al=sément avec la relation (22 gque a = Nm .Les relations de la

Forme €43 peuvent alors Stre utilisdes ,pour exprimer 12 CL =
L
1.2..2 ,en fonction de a .b ,et ¢ ,et done x = Nm R O~ e R
4
.Done N =L . o
ta o

Ciii> Appelons L . le sous-groupe de Lm »engendreé

B



par b et ca * .Avec la relation €13 , ¢ = b Cea b Cea ™" b,
donc = & L et pulsgue calel , ael .De plus la relation C43
nous permet od°exprimer ®. . pour i = 1,8,....,en foncticn de a.b,c
. done x = L pour {1 = 1,8,.. .Finallement on a donc L = Lw . |

Ciwve Il est clair gue si la présentation de K est

finie ,alors il v a un nombre fini de géndratesurs = et donc de
L

relations de la forme 13 ,C22 ,0322) ,043 .La présentation donnée

e Lm rest alors finie . [ ]

EenargquesRemarquons que les relations €23 et C3D n'onbt pas

ete utilisées dans la démonstration de €iiid | Laconclusion C€ii1il
ezt done toujours valide sous des hypothéses simplifides ,obtenues
en ne considérant pas les relations (22 ouletd (32 . De méme =i
1'on considére les mémes hypothéses ,avec un groupe L, et
uniquement les relations (12 et C4) ,alaors K est plongs
naturellement dans L {i.e. par l'inclusion sur les géndgrateurs
.C'est avec des hypothéses simplifidges gue nous utiliserons dans

ce paragraphe le lenms I1.3.9

Un groupe dénombrable ,i.e avant un nombre dénom-

=brable d'&léments ,admet un ensemble dénombrable de géngrateurs

THEOREME II. 2.2 :{Migman, Neunann, Neumann?
Tout groupe dénombrable G peut &étre plongé
dans un groupe H avant deux géndérateurs,. De plus si
5 admet M relaticons \H peut &tre choisi avec N

relations

Démonstration :Considérons un groupe dénombrable G ,et
construiszons comme dans le lemme précédent ,un groupe L avec
unigquement les relations €173 et 42 | Avec le lemme I1.3.9 .=t les
remarques précédentes & est plonge dans L .et L admet  deux
agénérateurs b et cat .

D= plus supposons qué G ait N relations .La relation <13
permet d*exprimer < en fonction de b et ca™ et donc on peut avec
des changements de Tietze .la supprimer .

=4 =tF+i}

On o oa avec la relation Ciwve c2,= Coca 2 ] Cca_"}3+i' b_"
v

=18

; -1 ;
on peut done reécrire les relateurs de G sur b et ca 2t ensuite
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supprimer la relation Civl) .Le groupe L peul donc s'écrire avec

deux génerateurs et N relations . |

Corellaire II.3.1.1 :I1 existe un groupe f.p. ,avant deux généra-—
—teurs ,ayant un probléme du mot récursiwvement

insoluble

Démonstration - Le Ltheoréeme de Movikov &tablit l'existence
d'un groupe finiment présentd avant un probléme du mot insoluble
Aver le théorems de H.N. M. ,.ce groupe peut &Stre plongéd dans  un
groupse finiment presente  ayant deus géndérateurs Puisque le

probléme du mot est héréditaire .le résultat est &tahbli

Corollaire II.Z3.2.1 : Tout groupe recursivement présentd  peut se
plonger dans un groupe f.p. ,ayant deux
gensrateurs |

Ddmonstration Enit un groupe récursivemsnt présentd ,alors

avec le théoréme de Higman ,eon peut le plonger dans un groupe £.p.

CAvee le théoréeme de H.M. M. ,ce groupe f.p. peut étre plongéd dans

un groupe f.p. admettant deux générateurs | =
I1.4 FROFRIETE DE MARKOY ET THEOREME DE ADJAN=-EABIN
Definition @ Eoit P oune  propriété sur les groupes  findment

préesentés . Nous disons que P est une propriété de Markev si il
existe Z groupes finiment présentés .G et G tels que
£id $+ vérifie la propriéte P
Ciid &8i G_ est plongé dans un groupe H ., alors H ne
verirfie pas la propriéte P

Eemarque: Il est clair que G_ ne vérifie pas la proprigte P

ypuisqutil se plonge dans lui -méme .

Exemples: Etre fini est une propriéte de Markov .On  peut
prendre G, =< a a> =1 > et G =+ b > .Tout groupe contenant

G_Ci.e. le groupe cyclique infini) comme sous-groupe est infini

Etre hvperboligue est une propriéetéd de Markow il
suffit de prendre G =< a > ,et & = £ x € .En effet tout groupe
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libre de rang fini est hyperbeolique ,et =i e est hyvperbolique
alors G ne contient pas £ x £ comme sSous groupe (o, f. cours de

DLE. & 9495 de H. Shortl.

Deéfinitions ¢ On dit d'une propriégte P sur les groupes Ciniment
présentés qu'elle est  héréditaire =i ylorsque G & P el H est
plonge dans & , He P Cot H et P sont 7.p. 2

On dit d'une proprigté quielle est non triviale si

F = &8 et si elle n"est pas vérifide par tous les groupes finiment

présentés

Lemms ITI.4.1 3 Ei P est une propriélé sur les groupes finiment
présentds  héréditaire et non Lriviale ,aleorz P est
une proprietiée de Markow

Démonstration : Pulsgue F est non triviale 11 ewiste un  groupe

f.p. vérifiant P ; appelons le G, .De meme 11 existe un groupe G_
f.p. ne varifiant pas F

Supposons que G solt plengd dans ' o M est un groupe . p.
e P car =i I'e P ,puisque F est héréditaire ,alors G_ < P

F ezt donc une propriété de Markowv . ]

Ce résultat nous donne un moyen simple de trouver “Yheaucoup®
de propriétés de MAEREOY | FPar exemple
-Etre triwvial
—Etre libre
—-Etre abélien
—-Etre fini
=Etre sans torsion
=Avair un centre triwvial
—Etre cyclique infini Crespectivement finid
—Eftre nilpotent
~Etre solvahle
—EtLre auvtomatigus

—fdvoir un probléme du mot récursivement soluble

Le buot de cette partie st de demontrer les théoremes

sulivants

Theoréms IT.4.1 : AL jaon—Rabin>
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Soit P une propriété de Markowv sur les groupes
finiment présentés Il existe une classe réecursive
de présentations finies de groups {l'Im A woe= U,
indexdgss =ur un groupe U o0 U a un probléme du mat
récursivement inscluble telle que gpcﬂwj = P ==si

W= 1
o

Definition : On dit d’une propriéteé P sur les groupes finiment
prézsenteés ,qu’elle sst récursivement reconnaissable .si l'ensemble
des preézentations finies {0 7~ gpllld = P} e=st récursif | Dans le

cas contraire .on dit que P est récursivement inreconnaissable .

Théorems II1.4.2 = CAd jan-Eabind
Toute propriété de Markev sur les groupes . p.

e=t récursivement lnreconnaiszsable.

Théoreme II1.4.3 3 CAd jan—EBabin
Le probléme de 1 'isomorphisme pour les groupes

finiment présentés est récursivement insoluble

Les théorémes I1.4.2 et I1.4.2 =zont corellaires du  theoréeme
IT.4.1 _.Mous allons donner une preuve du théoréme ITI_ 4.1 ,en
utilisant le lemms II. 32,9 .

Démonstration du thdoréms IT. 4, ¢
Scient une propriéte de Markov P et les groupes G el G+

correspondant . On considére un groupe U finiment prézentd avant un
probléme du mot insoluble

Soit K = U * G ,puisque U a un probléme du mot insoluble ,il
&0 ezt de méme de K .U et G sont naturellement plongés dans K
CEBoit o un met de U et son représentant o dans K OOn construit
alars Lw yvoeomme dans le lemme 11,329 | Remarguons qu’étant donng
Lires présentation finie ,on peutl reconnaitre si <'est une
prézentations de la forme I1.2.9 {.e2. 1l ensemble des
prézentations ainsi construites est récursif .On forme alors
Lm * G .dont une présentation finie ﬂm s'aobtient naturellement
par les présentations finies de Lm et de Gt Cet ainsi l'ensemble
de telle presentatlions est récurs=sif 3,

Si w # 1 dans H ,alors avec le lemme II1.3.9 ,G est plongs

dans I“ﬁ #* G+ y2t alors 11¢ * Etne verifie pas F . Par contre si
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w = 1 dans U ,alars Lm =1 .et donec Lm * o = G+ vet véerifie  done
F .Ainsl on peut construire une classe reéecursive de présentations

{I'lw < woe Hx ,tel que gp(ﬂm? = P ss5i w = 1 dan=s U , ]

Démonstration du thdoremes [1.4.2 :

Sclt P oune proprietde de Markov | Supposons que P zolt
récursi vemaent. reconnalssable i.e. {01 ~ gpllld) = P est récursir . On
forme ,comme dans le théoréms I1.4.1 ,une famille recursive de
prézentations finles {ﬁm A owmoe I Jtelle gue ngHm) = P =5i w s 1
LAlors leur  intersection I = {ﬁw S woe U et ngﬂmP = F» sst
récursive | Ain=zi on peut décider pour tout meot @ sur U ,si w i 1
L2n construisant sur w la présentation I'[m du lemme IT.32.9 Cce gqui
ezt effectivement réalisablel et en decidant =i ﬂm = I . Cecl
contredit le fait gque U ait un probléms du mot récursivemsent

insoluble . u

Deémonstration du thdorédme 11,43 ;

Suppozsons gue {00,172 gpllld 2 gplll’' >} est récursif Cou [1 et
M =zont dez présentaticons finies de groupe .l'ensemble L{[1,¢a-a>2>
yest récursif pulsque <[> est récursif et alors ,en formant
l'intersection <01 ~ gpllld = 1i¥ est récursil ,ce gqul contredit le
théoréme Il.4.2 ,puisque &Lire trivial est une propriété de Markow

pour les groupes f.p. . L]

Alnsi méme pour des propriétés aussi simple qutétre trivial
.12 on ne peul reconnaitre las présentations finies de groups
wvéarifiant ces  proprietes .¥W. W. Boone deémontre dans [5] un

théoreme plus fort

Théoréms IT. 4.4 : O Booned
Soit U un groupe f.p. ayant un probleéms du  mot
de degre D Il existe une classe récursive de
présentations finies {ﬂm Swoe U telle que ﬂm =1

=51 w = 1
u

Avee le théordme I1. 4.2 ,on ne peut pas déci der pour urne
presentation finie donnés ,si le probléme du mot ¥ est résolubl e
. FeEmarguonsz que dans le cas des propridétés étre trivial ,étre find

sebre abélien ,étre libre ,on peut ndamoins enumerer toutes les
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présentations finies les verifiant En erfet on connait des
préesentations canoniques des groupes verifiant ces propriétés =1
on peut donc utiliser 1'algorithme du corcllaire I.2.1.1 ,pour

enumerer toutes les présentations finies de tels groupes Ou'en

est 1l pour les groupes [.p. ayvant un probléme du mot soluble 7

Théoreme 11.4.5 1 (EBoone, BogersD
Pour les groupes finiment présentgs | la
propriété d'avolir un problemse du mot soluble est
Eg—compléte .En particulier ,on ne peut pas &numérer
tous les groupes Lp. avant un praobléme du  mot

récursivensnt soluble .

Four une démaonstration de ce rézultat s Wolir [L7] . Pour la

notion de E:~ccmplet yvoir [34]
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