CHAPITRE HI

PROBLEMES DE DEHN POUR DES GROUPES
ELEMENTAIRES

Dans le chapitre précédent nous avons ehabli l'existences de
groupas . .p. ayant des problémes de Dehn insolubles .mals nous
n'avons explicitéd aucune présentation d'un tel groupe | Dans ce
chapitre nous nous intéressons 4 ces probleéemes dans des groupes
&l dmental res N definis par des propridtés algébriaques
alémentaires ,ou construits 4 partier d'un groupe libre par une
chaine de constructions &lémentaires . Méme =i nous démontrons des
rezsultats de solubilite ,le bul principal de ce chapitre ,est

drétablir des problémes d'insclubilités dans de tels groupes

I.1 RESOLUTION DES PROBLEMES DE DEHWN POUR LES GROUPES LIBRE=

Mous avons d£ja wu que le probleéeme du mob est soluble pour
les groupes libres .par application de réductions libres .De plus
le probléme de 1 'isomorphisme est =soluble puisque tout groupe
lLibre admet. une présentation canonigquse <FCXI> ot [X] = rang F .On
peut  donc  etant donngss 2 présentations de groupes  libres
Lanumérer toutes leurs présentations ,par changements de Tietze
yjusqu’a ce que l'on obtlenne leur présentations canonigues et
alor=s FCX2 =2 FLYD =si X = |Y]

Dan=s cette partie nous démontrons que les aulres problémes de
Dehn .sont résolubles pour les groupses libres Cde rang quelcongueld

ITT.1.1 Frobleme de la conjugaison

Définition : Un mot sur ¥ .est diit cycliguement réduit ,=2i i1 est
réduit ,et =i il n*est pas de la forme 3 'w X ,avec x e X U X .
Femargquens que =i un mol est cveliguement reduit ,il1 en est

de méme de tous =es conjugues cycligues

Lemme IIT.1.1: Soit w un mot cycliquement réduit sur un alphabet =
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U omot rédulit w o sur Z oest un conjugue de w dans
FCE2 ssi ,un conjugué cyclique de @ est un conjugué

cycligque ,ceyvcliquemsnt reduit de o'

Demonstiration : (=22 Supposons que &' = h"*s h dans F(S> ,ou
h est un mot rédult sur = . Alors puisgue w et h sont réduits les
seules réductions possibles dans h 'w h ,sont A la liaisen entre

Hd et w ,ou entre w et h .=Zo0it 11 existe a et b mots rédults

Cevent., wvidesz Jsur 5 tels gue h =2 h' = b h” ; et w = a W, bt
.Zans perte de generalité ,on peut suppoeser gue b soit un
gsous—mot initial de a Et alors w = b w " et done pui=que w
est, cyvoliquement reduit ., b est le mot wvide . Une réduction dans
h e h «ne peut donc intervenir (sans perte de geéenéraliléd
LUt ent.re h' et w ,scit h = ah' ,0=a2a w Let W, ne contient pas
un segment terminal de a_l.camme sous—mot terminall
Donc h'e h = ¢a h'37%a u:-uﬂa. h'2 = h'-imﬂa h* = @' (prop I.1.12.
Or w a est eyveliquemsent réeduit el done la réduction cyelique d'un

conjugue cyelique de w' ,est un conjugud cvellgque de w . o

Cée=2 Considérons w = A B ,et supposons gue B A sSoit la
raduction cycligue d'un conjugue cyelique de w' L Alors pulsgue w
ezt cyeligquement réduit B A est cyeliguement reéduit Cprop wwl,et

puisque w' est rédult on a un des cas suivanis

1% cas w' = 3{_1E A X ;o X ezt un mot Céventusllemsent
vided sur € .Alors ' = X 'B CA BY B = ¢B'NO ‘e cBTYO
2™ cag E A ezt un conjugud cycligque de @' | Zoit Cpar

exenple) ,BE=BE et o =B AEB .et donc w = B ABBBR?
12 Z 1 2 iz 2
=B wB*'
g -3
Tout autre cas serait contradictoire avec le fait que w' soit

réduit =

LEMME IIT.1.2: w est conjugud de w' ool la réduction cyclique de

w est conjudud de w’

Demonstration : Soit w la réduction cyeclique de w ,i.e w = X waK
vold X ezt un mot sur £ et o est ocveliquement réduit

Ce=#> Soit o =h'wh=h"%""eXh=< ™ Xh o
Ce=> Soit ' = hwh = h7X X' X X'h = xR e XT'h =
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PEOPOSITION ITI.1.1 : Le probléme de la conjugaisen pour les

groupes libres est récursivement réscluble

Démonstration : Considérons un groupe libre ,donné par =a
prasentation canonigue C(pas de relateursl | Solient deux mots w et
w’ exprimé= sur les géngrateurs .0On réduit cycliquement w ,et 1 on
détermine tous les conjuguss cycligques de w ,et de la réduction
cyeligue de @ (ils sont en nombre finid.On peut alors réduire
cyeliguement ceux de w' ,et aves les lemmes ITIT.1.1 et III. 1.2 .on

peut décider =i w et w sont conjugués | ]

ITI.i.2 Probleme du mot généralisé

Le probléms du mot généralisé dans un groupe libre ,se résoud

grace 4 la notion de base de Mislsen

Motation : Solt FCX2 un groupe libre et W = {wf...wﬁ} L
ensemble fini de mots rédults sur ¥ gqul engendre un sous-groups G
de FOR2 | Tout £lément de G ,peut =& donner comme un mobt reduit sur
W o,w .On note wlXd le mot w vu comme un mot sur X Il est clair
gue w et wll) représentent le méme <lément du groupe | 0On note
lgrxiwb = larCwiXd> |,

Drapres le théoréms de Nielsen—Schreier .G est un groups
libre .HNéamoinz G n'est pas forcément engendre libremsnt par W

(considérer le sous-groupe de F, .engendré par {xf}ilxgh>%}}

Detfinition : Zoit W Un enzemble de mots réduits sur ¥ .gul
engendre un sSous—groups G de FOXD . On d4dit que W est une base de
Mielsen de G ,=i les conditions suivantes sont verifidées

€13 Zi w oest un mob réduit sur WO, w = thf.,Wfﬁ” »
alors la réaduction de wiX2) Cdans X2 laisse au moins une lettre de
chaque WL ayant. une occurence dans w inchangée Ci.e. ,on n'a pas

JWECHT WEIEHY Wocxy = oy S
1 ] k F

& . & £,
: i Wi k o.ou Wi W Wfk ezt un sSous-mot
' i

de w et W;ii {respL W;gkj est un sous-mot inltial Crespt
terminal) de wficm Cresp’ de Wfkﬁ}{:}:i
cED lgrxcm} == lgerWEJ spour tout 1 tel gque W oait une
L

ccocurencse dans W
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Eemargue Si W ezt une base de MNielsen de G ,alors & ect

librement engendre par W _En effet pour tout mot non vide ,réduit

wlW2 .la réduction de wlX} est non wvide grace a4 (12 ,et donc

- # o1

Propozition III.1.2 : Ecient F = FOXI un groupe libre ,et W une
famille finie de mots réduits non wvides sur ¥ ,gqui
engendrent un sous-groupe & de F L Alors on peut

construire une base de Hielsen de G .

Démonstration :Etant donné un ensemble fini W de mots sur X ,on
peut effectivement le symétriser (i.2 considérer le plus petit
ensemble W contenant W tel que si w < W ,alore @ ® e W o w' est
le mot inverse de w sur X J.Clairement W et W engendrent le méme
sous—groupe de FORI ,et on peutl done considérer dans la suite un
ensemble W ,symétrise | Tous les mots seront vus comme des mobs sur

X
La deéemonstration utilise la potion de transfermations de

Mielzen .Nouz allons démontrer ,gue pour todte famille W varifiant
les hypothéses el peaut construire Lre suite finie der
transformations de Mielsen .changeant W ,en une baze de Nielsen de
=

On appelle Produit propre CPP2 U; de U Cpar U2 ,le mot

L i

réeduilt U = UU ,ou W =_ UU s o0 U ,U W ,et U =2 U et

_ L F L) I F Jow L i ] L i
6 - i
L j

On appelle produit propre de longusur molindre CPPLMD  ,un
prodult propre U: de U ,tel gue ]_gr-xCUTL‘.‘r < lgr\:CU_}

L ., 1

Une transformation de Mielsen réduisant les longueurs CTHELD

de W est une transformation de W o= {U;., dplling b .Uk,. ; ,Uﬁ} =Ts!
L
LU, .U 0, L U3 o U est un PPLM de U par U et ou
i 4t k G i i i
Ul‘-: = Ui et UL = U; Il est clair gu'une telle transformation

change une famille symétrigque finie ,geéenératrice de G ,en une
famille symétrigue ,finie génératrice de G ,pui=sgue EL: f!; fIJ_
Femargquons qu'un PFLM- peut é&tre un mot figurant déja dans
l'ensemble ,et alors le nombre d'éléments peut étre diminue de =2
.De plus chague THEL ,diminue Cstric) la longueur de de 2 de ses
#léments . Donc puizsque W est finl et gue tout £lément de W est de
longueur minoré ,toute suite de THNREL appligques 4 W est finie

Etant donné W ,on peut effectivement construlre une suite de
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THEL ,='appligquant & W .et aboutissant a W (i .e. W oo » W
you chadgque fléche symbolise une THRLD ,tel gque W n'admettie pas de
FFLHM . Pour cela on fnumsere tous les FFLM de W Cen formant les
produits propres de géngrateurs ,puis en les reéedulisant .on peut
diécider i il s'agit d'un FPLM2 ,il= sont en nombre fini (puisqus
W est finid .Etant donné un PPLM ,on peut effectuer une THEL , et
on réitére zlors ce procede & llensemble obtenu | FPuizgque toutes
suite de THREL est fini .on aboutit 4 un ensemble symétrique ,fini
W L,engendrant & ,tel gque pour tout FP V'_‘L . de vtdang W o,
lgr'xC"J'_’l]E lngC"-.-ri} vet done tout PP de 2 &léments de W =simplifie
auy plus la moitié de chagque générateurs 21 W 2 W alors le
cardinal de W est au plus le cardinal de W ,et la longusur des
mots de W a &té strictement dipdnuée ,par rapport a la longueur
des mot de W

Considérons maintenant un tel ensemble W Il peut ¥ avoir un
mot. de longueur paire de W 'U-._ ayant samoitié de droite =t sa
moitid de gauche =& simplifiant par FP .Seoit vi,uj,ut = W ,tels

s -z = 3 ; — -1
U V.L: G D avec lgerG] = lng{D} =5 lgrxcvi} : “u’j_ ‘-u-’j c}

;. V= D_"V{ Con dit gque V. est simplifiabled .Puisque les

simplifications réduisent au plus la meitié dez agénérateurs
= =

,lgrxi‘-.-’j} = lgr‘xﬂ“u"h} =14 J.gr‘HC"\-"I-Z' -t lgr*H(VL:I Dans ce cas ,on

appelle Transformation de Nielsen de méme longueur CTHMLY ,la

transformation de W .consistant & remplacer tous les éléments de
-1

la formes ‘J'J_E V'j &) spar les mots réduits de la forme wj = ‘v’j Ux
=F‘-~-’jl D yet les U;i par les W;i .Il est clair gue la famille
abtenue ezt une famille symétrique ,finl ,et engendrant & .De plus
lgrx':\'n’j:: = lgr‘xc'\f’j} Cen fait sz ‘.-'“J_ Ei .En effet =i 1l'on a
Wj = Vi, D;l D D, ,aveec D = DD .et D est non vide .alors \JJ_

simplifie plus de la moitid de Vl__ .

Considérons wune famille W |, comme précedemment . On peut lul
appliquer une suite finie de TNML aboutissant & une famille finie
symetrique génératrice de G ,n'ayvant pas d'elément simplifiable
O procéde de la fagcon suivante
Frenons W = {Vl.. . .Vh} all 1'on a ordonng les £léments dans 1'ordre
de leur longueur . Supposons qu'il existe | = 41,...0F tel gue pour
tout £lément ‘v’J avec lgrxcvj] < ].grxf't.-’LD »n'est pas simplifiable
. Supposons  gue 'H"_' solt =simplifiable .Alors on appligque une THML

coeomme  precedemment | Les nouveaux £léments sont de méme longueur

=



L2t prennent done la méme place | Femarquons gue <2 sont des
elements au moins de meme longueudr oue Vi Cette transformation ne
change pas des £léments de longueur au plus la longueur de VL » THOTY

simplifiables ,en des &léments simplifiables .En effel supposons

Qe V& = L E ,lngCVft = 1gerVfl ,lgerL) = lngEE] = lngCD}
L Dupposons  gus Wk = v; D L rende Vj simplifiable .Alors pulsque
lngCV;J = 1ngfD} Jonoa un des  cas sulwvanbts

1% cas 1:1 est un sous-mot terminal de D ,et alors V. est
aussi simplifiable en utilisant U‘. ’
Eym'cas ; R est un sous mot initial de v; et alors .t

ezt aussi simplifiable en utilisant Uk
Ainsi =i ?in'est pas simplifiable avant la TNML et =i la longueur
de Vj est au plus Vt ,VJ ntest pas =implifiable aprés Cet est
inchangsl,
Alnsi on peut alors effectusr des THML successives & tous les
&l éments de méme longusur gue Ui vet refaire l'opération avec 1 +
i .ete ... .Puisque le cas 1 =1 ezt vral ,on peut alors effectuer
une suite de THML dans 1'ordre des &léments de W . Puisgus W
e=t fini avec <o qul précéde ,la suite de THML est fini . On peut
done ,en testant successivemsnt pour tout élément =i 11 est
simplifiable ,construire une suite finie de THML .aboutis=sant & un
ensemble symétrique fini ,engeandrant & ,n'ayvant pas d'éléments
simplifiable .C{par contre on peut avolir fail apparalitre des PPMLD.
Revenons &4 W .On lui appligque une suite de TMEL tant gue
c'est possible ,puis une sulte de THML ,tant que c'est pozsible
2l ainsi de suite .Une telle suite est finie En effet ,chaque
THEL diminpuse les longueurs .les THML laissent les longueurs
inchangées et le nombre d'éléments non vide est décrolssant
JAlnsi on aboutit au bout d'un temps finl ,en un ensemble s/
ssymétrique fini ,endgendrant ¢ .0On considers W 1'ensemble obtenu
=n retirant tous les inverses de W . Nous allens démontrer gque W
est une base de Mielzsen pour &

Soit o un mot réduit sur W . On peut volr o comme un mot

[l

positif sur W ,w Alors au plus la meoitiéd  de

vyttt wi.{k:
chagque £lément de W se rédult et ,aucun n'est simplifiable ,donc
on vérifie <123 pour W

On démontre 23 par induction sur la longueur de o Lk

Zi k = 1 ,la condition 2} et la moitlie terminale du dernier

TE




relateur n'e=st pas simplifide
21 3D est vérifide pour un mot w de lengueur k = 1 et gue la
moitié terminale de dernier relateur de w n'est pas simplifiée

-
y,on forme le mot réduit dans W L= m W_{k @ LAlors la réduction
ik

zsimplifie au plus la moitié de min <lgr‘x{'1ﬁh{k,],lgr‘xcwuk*”} . EL

. = -+
done lngCm J 2 lgerw} lgrxcwmkuj

- min {lgpxcwumj'lgrxcwux*ﬁ

ce qui etablit clairement (23 .De plus la moitié fterminale de

cuei O est pas =implifiée . ]
Corcllaire ITTI.1.1 : Le probléme du mot géneralisé est réscluble
dans la classe des groupes libres
Demonstration : Considérons un ensemble fini W de mots réduits
sur X W engendre un sous-groupe G de FCOX) . On applique la

proposilion III.1.2 pour construire une base de Nielsen W de G
Considérons un mot w rédult sur X .21 w e G ,alors w est la
reduction d'un mot U sur W,,et avee la condition €12 .lgrﬁcuﬁ =
lgerm} .De plus avec la conditien C2) ,chaque el sment de W oa
pour longueur dans X .au plusla longueur de @  On peut donc
constituer tous les mots de W ,de lengueur dans G ,au plus
lgerqﬁ .s'écrivant sur des mots de W de loengueur au plus ,lngCm]
ypuis en les rédulsant librement ,on peut décider si w & G ,et =i

c'est le cas ,l'écrire comme un mot sur W

ITT. = FPROELEME= DE DEHM ET CONSTRUCTIONS ALGEBREIQUES

Le but de ce paragraphe ezt d'étudier 1'effet des const-
-ructions algébrigues 2lémentaires sur des groupes C.p .sur les

problémss de Dehn locaux . Les constructions utilisdes sonbl

Produit libre

Froduit direct

Froduit libre amalgamé sur des sous—-groupss e,

split extension

il



= HHM extension =t extenzion de Britton

Ern particulier .nous &tablirons des resultats sur des groupes
construits de fagon £lémentaire ,=ur des groupes Llibres (Les
groupes libres sont intéressants ,car tous les problémes de Dehn
zsont. résclubles pour les groupes libresz .De plus ils ont un réle
rondamental en théorie des groupes .

Femarquons .que si deux groupes sont finiment présentés \le
aroupe construit dessus par les constructions précedentes sonb
f.p. .Pour les produits  libres sproduits libres  amalgamés
yextensions de Britton ,et produit direct ,ce rézultat se vérifie
immédiatement ,en regardant la présenbation canonique | Four les
splits extensicns ,le résultat est clair ,puisque &tre f.p. est
une palv-propriétd . Remarquons de plus gue btoute HMW extension est
une extension de Britton .et que teout produit direct de & et H
vaest une split extension de G par H Cou de H par G,

Mous appelerons construction de niveau 1 ,un produit libre
yproduit direct ,produit libre amalgame ,de deux groupes libres
cune split extension d'um groupe libre par un groupe libre ;une
HHN ou extension de Britton d'un groupe libre .Nous appelerons
construction de niveau 2 ,un produil libre ,direct ,ou libre
amal gamé  ,d"un Crespﬁ produit libre ,direct ,libre amalgamé de
niveau 1 ,une split extension par un groupe libre ,d'umne split
extension de niveau 1 ;une HMN ou extension de Britton d'une
extension de Britton de niveau 1 .Similairement nous parlerons de
construcstion de niveau M ,une construction analoguse sur un groups
de niveauy M - 1 .Tous les résultats de <& chapitre =sur les

constructions de niveau n sont regroupés dans le tableau 1

ITT.=2.1 Produit libre

Dans towt ce paragraphe ,on considére deux groupes ., p.
G =< SR> &L H=< S R > .On se donne & % H par sa
prézentation canonique é # H=4{ S UE »»RUR> o ESEnZ =4
2t done B M R = @ D'apreée=s le Lhéoréme d'éceriture normale ,tout
@lément g de G = H peut s'édcrire de fagon unique comme une
zéquUences gf.,.,gn yet Wi = 1...n = 1 2=H = 1 ,et =i g, = =
alors g = H :=i g = H +9,,,€ &, el g, = > ou H SiLel que g =

[ §
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gi.,,gﬁ .On définit alors la longueur d'un &lément g par lgrigl=n
Femarguons que le produit libre de deux groupes libres ,est
encore un groupse libre . Ainsi pour tLtoub produit libre de niveau n

yin = MY tous les problémes de Dehn sonb solubles

Lemme ITI_Z2.1 : 51 1'oen a une solution au probléeme du mot de &
et H ,alor=s on a une procédure permettant d'exprimer tout

mot de & # H .=ous sa forme normale

Démonstrat ion : Frencn=s un mot w de G + H  Alors Ll s'écrit ws
Ci_._Ch ou C; ezt un mel sur = .Cz ezt un mot sur £° BLE ooy .
{Lle caz dual est =imilaire et ne =era pas traité 2.0 pulsque &G
Cregp} H) ze plenge naturellement dans & + H Ci.e, par l'inclusion
sur le=s géngrateursl ,=i C s'dcrit sur = Cresp‘ 3y ,C e G Crespt
H) ,o0 C représente 1'élément de G = H Jrepréesente par le mot O

On a alors une dcriture de w sous Fforme normale ssi ¥V 1, Ci# 1 -
c'est A dire ssi C1 = 1 ,CZ o2 1 ,etec... .Il est donc clair que
=i % et H ont un probléme du mot soluble ,on peut  elfectivement
donner une écriture sous forme normale de Ltout mol exprimé sur la

présentation de G # H . |
Propozition IIT.2.1 : T+ H a un probléme du mot soluble ssi
5 et H ont un probléme du mot soluble

Demonstration @ Soient deux moLts wooeh w de G w H

.D'apre=s le lemms IIT.2.1 ,on peul donner une forme normale de  w

et w' _Pulisqgue 1l 'écriture sous forme normale est unigue sl w et
w' =zont donnés par leur forme normale respective .gl....,g et
in]
h;""h s o= w dans & % H s=1i n = m ,et g= h ¥ L = 1..n
L] 1 1

LJAln=l puisque les =h =t hi zont donnés par des mots de G ou de H
y=i 1L'on peut résoudre le probléme du mot dans G et H ,on peut
réesoudre le probléme du mol dans G # H

Récliprogquement & — & =* H ,et H —= G = H ,ainsi
WPLED = WFR(G = HY et %@EH} = YrlG = Hy | =

Pour le produit libre de deux groupss ayvant un probléems de
conjugaison soluble .on a une solution au problémse de conjugalson
ysimilaire 4 celle des groupes libres |

Définition @ considéerons un @lément g9 de G + H .avant pour forme



normal e 9,009 -7 ezt dit cycligquement réduit =i g, et = zont
dans deux groupes (G ou HY distinets ou =1 lgrig2 = 1 .Un conjugué

»

cyclique de o ezt un &lément | 2 g .. 9.9, Cen

Led ™ i

particulier c'est un conjugus de gl | Remargueons gue =i g est
cyel igquensnt rédul t 9,
o’ .ebt g est cveligquement réduit |

vr g Q5. .0g, st une forme normale de

2l g ntest pas cycliquement réduit ,on appelle rédductian
cycligque de g ,1'élément g’ cycliquement reéduit ,obtenu & partir
de g par une suite de trapsformations de la forme

g — 9 sl e ezt une forme normale de g g n'est pas

cycliquement réduit et g = g;Lg a,

Fuisque é&tre conjugue est une relation transitive .11 est clair
gque deux mols  sont conjugudés ssi leur  réduction oyveligque

vsont con jugudes

Proposition III.Z2.2 Zolent deux @ldment cycligquement réduits

g et g° LIls sont conjugues dans G * H s=i

Cix =i lagrCgd = 1 ,alors g’ est un conjugue cycligue

de g

Ciid =1 lgrCgd =1 ,alors lgrig’? =1 ,et g et g’ =ont
t

detux éléments conjugues dans & (resp dans H2

Démonsiration : (= (il Supposons 1grigd = 1 .Soit h tel gue

g*= h'g h . Prenons g9, et hl..,,hm les formes normales
. 4 -4 -1

respectives de g et h . i hm...h1 d,- -9, hi..,hm

. Puisque 3, et = =ont dans deux sous-—groupes distincts ,solt g,
2ol t g est. danz le méme sous-groups gue h: Considérons le
premier wcas ., le deuxiéme &Stant zimilaire . Alers pulsque g° est
cycliquament réduit .h—l....Ch-ﬁ;ﬁ.,..g wib aasiasby n'es=t pas une
:n.'l 1 1 A} i m
forme normale de g’ Chm et h] sont dans le méme sous-groupe 3
Tr
et donc Pu= =) .On peut alers ubtiliser le méne railsonnement
Jusguta arriver a un des 3 cas sulvants

1% cas =i m< n ,alors g = hL K Lo=1...m et done :

g’ =g g h...h =g Ty o W o SR

el i ™ v n oC4 ™

et done g est un comjugud cycligue de g

= cas sl m = n ,alors g.= hi ¥Yi=1...n ,el donc h = g

20



et g’ =g
BT =i n 4 m ,alors hL= =N ¥ i =1...n ,et donc

g” =h ' ..h* h...h

m ritd i m
| -1
hm ; 'hhﬂ gl g hnﬂ hrn

= h' g b

avec B avant pour forme normale hﬂq""hm =13 danec

lgrih'> ¢ lgrCh?.On peut alors réutiliser les argumsnts de la
démonstration avec h' en place de h .EL puisque lgrih’> < lgr{h?
yon finira par arriver dans un des cas 1 ou & . o
h g h

h*..h'g h...h

mo 4. TTETL Fr

Cobd il g a pour forme normal e g‘ vt g’

Or g’ est ecveliguement rédult et dono (par exempled g,= h1 LDlon
g = ht..hi*h...hn = h'*. . hil'gh...h .On  peut  done
™ 2z 1 i i z T12 m
successivemsnt utiliser le méme argument 2t montrer Jque hL= g, ou
h, = gEl ¥ L =1...m .Donec h et g ,et donc g’ sont tous deux dans
L7

G Crespt danz H2 ,et g &t g' sont dons conjugues dans G Cr‘espIL

dans HJ .et lgrlg'2 =1 . m]
Ce=2 les cas €10 oL (11D sont triviaux =
Fropo=zition III.2.3 : G o« H a un probléemse de conjugalson
zaluble ss1 G et H ont un probléms de conjugaison

soluble
Démonstration Ce051 = et H ont un  problémse de  la

conjugaisen alers 1ls ont un  probléme du mot solubkle | Pour deux
mots @ et w de & = H on peut done déterminer une s2criture sous
farme normale Clemme IITI.2.13 . De plus on peut effectisvement

réduire eyveligquement ces formes normales par le procédd sulwvant

Rl < 3 est une forme normale non cyeliguement réduite (ce
i

gue 1l'on peut aisement décider) ,on forme g,+--+9.9, .Alors si

g 9" 1 ,e'est cyeligquement réduit . sinon on forme g -9 .9,

™ 5

set 1'on réitére le procéds | Puisque G et H ont un probléme du mot
soluble ,oce procédéd est effectif (Alors avec la propositien

,

IIT.2.2 .21 les rformes normales de w et w sont ecyveliquement
réduites de longueur > 1 ., w et W sont conjugués ==i un conjugué

cycligue de w' est égal a4 w Puisgque 1'on  peut  se donner bous
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le=z conjugués cycligques de w' ,eb gque le probléme du mot de G = H
est soluble ,on peut décider si w et W sont conjugues
Si la lgr de w est 1 ,avec la proposition III 2.2 ;on peul

utiliser la solution au probléme de la conjugaison dans G ou H

C=d) prenons un &lément de G Cle cas de H est similaire

LI1 est de longusur 1 ,eb done d7aprés la proposition ITIDLE.2 ,un
Elément lul est conjugué dans G ssi il 1ui est conjugus dans & = H
m

I11.2.2 Produit direct

On considére deux groupes finiment présentés G = ¢ 2 2 B 2 et
H = ¢ =ZE'/B'> .0n se donne alors ¢ = H par la presentation
canopigqus S xH=<«5suwuE S~RUR , [ghl ¥g=0G¢ ,¥hH:
Coll S M E =6 23  Alors pour tout mot sSur cette présentation
W = gﬁu...gnhn Lou les g, = E et les rhe H .On peut [ écrire
sous la forme canonigue Cgl..gn.hi..hﬁ} Cles eléments de G et de

H caommutent

PROPOSITION III.2.4 : Scient deux groupes Minimenit présentés F et
z , & x Ha un probléme du moL Crespt de conjugalson?
zsoluble ssi & =t H ont un probléme do mot CrespL

de conjugalson? soluble

Demensiralion Cag,.h2 =Cg',k"2 dans & x H = g Ty g’ et
h % h".Donc si L'on 2 une solution z2u probléme du mot dans G =t
H .on peut résoudre le problémse du mot de & x H
Croa de plus & < G = H et H —= & x H donc WPEY = PG x HI
et WPCHD = WHPCE w HI |

Deux &léments de G =« H ,lg,.h) et {g',h'2 =sont conjuguss ool

-1 —1 -1
= | Cgi.hi} tel que Cgi.hi.) {g,hjfgi.hij = Cgi o gl.hth hiiﬁ
= Cg’ ,h"3

,

Done =21 g et g’ sont conjuguss dans & .et h et h' sont conjugues
dans H .Dorc =i 1'on peut résoudre le probléme de conjugalson dans
Z et dans H ,on peut le résoudre dans G = H

Récipragquanant deux £léments Cg,l2 =t (g7.12 sont conjuguss

dans G % H ssi 3 Cg11h13 tel que Eg?g gi.h;‘hi:' = ngig gi.ll}
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= tg',12

done ssi g et g* .pris comme élements de G CE = 6 x €123 ,sont
conjugués dans G . Ainsl BFIE) = BEPIG x HY ,et de fagen similaire
on montre que BPCHIY = BPCE =« HD ]

Corollaire III.Z2.1 : Tout prodult direct de niveau n Cn < [N a un

probléme du mot =t de conjugaison soluble

Démonstiration : Par récurrence .La proposition IIT.Z2.1 nous donne
1'étape de récurrence .De plus Loujours grace & la proposition
IIT. 2.1 et puisque les probléemes du mot et de la conjugalson sont

=nlubles pour les groupes libres ,on a l'étape initiale . u

Théoreme ITT.2.1 1 CMiheallovad
Zoit [T un groupe de présentation ffinie . Soit
H=I un sous—-groups finiment présenté ,gquotient de T,
tel gque H a un probléme do mot de degre DO | Alaors 3 LH
sous—groupe de I =« [T ,f.e. .tel gue g@?ﬁLH;F = M oa
pour degrée D

Démonstrat ion Soit r = « S S -~ P > Urye
présentation de [ . Alors H . gquotient de [T ,peut se donner par
la prészentation H = <« R ~ Py ool o omo.
Considérons le sous—-grodpe LH de N T engendré par les
elémsnts o= CsL:sL} i edl....nX
et 3, = Clird  j e {l...,1

Le résultat découle du lemme sulwvant

Lemme ITII.2.2 ¥ox,v e[ (x;yvd = LH = X = ¥

Daémenstralion @ On considére la projection canonigue o @ [T —s H
el 1 "épimorphlsme w: I x [0 = HxH ,dé&fini par ¥ a.b eI ,
w (la;bd3 = (nlald:nChlDd

Alors w{rf) = C1:17F W oi o= <1....,1> ., et @irih ezt un
elément diagonal de H =« H , ¥V 1 & {1,..,n . D'eu ¥ x,v e T
JCxiyd = LH = T vD 25t un £lément diagonal de H = H , 1.e = P

Supposons maintenant Qque x = ¥y .Alers v >fl=H 1 i.e
y %' est librement é&gal A T pd'rvm p .Alors Cl;v. % e L,
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o Cxixd = LH done  Ox:yl) = LH -

Definition @ Soient & ,un groupe I, p, ,et H  un groupe
récursivemsnt presentd |, et un plongement [1 ,de H dans G .[1 est
appeld plongement récursif ,si le probléme du mot geénéralisée de H

dans & est soluble

Eemargue - Alors si FWFPCH.G) a pour degré D ,et =i on a un
plongement. recursif de A dans H ,alors SWARLA.GED a pour degré D

Corocllairvre IIT.Z2.2 : Soit F'n +le groupe libre de rang n C(n 2 22
an Fn a un sous—groups L tel gue ﬁWﬁfL;th Fnj a pour
degré D (En particulier ,le probléms du mot généralisd

e an Fn sest rédcursivement insolvable

Démonsiration Drapres le corollaire J1.3.1.1 ,et le theoréme
de Mihailova ,la preoposition est vrale pour n = =2

Considérons le sous Jgroupe de FZ engendré par o« .,!'?-"oe 7

oo Ty /MY Draprés le théoréme de MNielsen-Schreier ,c’est
un groupe libre .De plus 11 ezt engendré librement par ces
générateurs ,pulsgu’un  prodult de  pulissances de générateurs
Jlaisze lez sous-—mobts médians des géngrateurs ,lnchangs . On

considére le plongement de F dans F, sur ces genérateurs Il
s'étend en un epimorphisms de Fﬁx Fn dans sz Fz vgui est un

plongement. reécursifl

III. 2.3 HHH extensions et extensions de Britton
a) Probléme du mot et probleme du mot généralise

On utilisera les notations de 1.5
Femarquens que sl un groups G f.p,. a un probleéeme du mot génédralisd
saoluble ,alarsz &tant donné un sous-groupe f.e, A de G et un mol w
de O appartenant 4 A ,on peut donner une Scriture de w sur les
générateurs de A .En effet ,5i w € A ,on énumére tous les éléments
de A ,écrit comme mots sur G .ot pour chacun on déclide =i 1l est

&gal 4 w ce qui est possible pulsque WPIGE) £ FWFRIGED

FProposition IIT.&2.5 : Une extension de Britton d'un groupe ayvant

un probléme du mot gangralisé soluble a un probleéems du
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mot soluble

Démonstration Considérons G .extension de Britton d'un
groupse G = < 5  FE > ayant un probléme du mot généralisé soluble
avec pour lettres stables T (Considérons un mot o sur = 0 T . On
peut alors décider =i w = 1l sgrace & la procédure sulvante

177 e i Sl w est un mot sur 2, pulsque & est plongé

naturellement dans G Cthm I.5.1),w Ty 1 s=1i w Sk i O & a
un probléme du motl généralisé soluble et done un problémse du mot
soluble | Alnsi dans ce cas on peut décider ,gréce 3 un algorithme
pour G ,si w = 1 dans 1.’:“-3'l

- i
2" cas w ezt un mot sur T L Considérons I le sous groupe

de G engendré par T.Et donc w M 1 =22i w =1 dans [T .Or [ est
un groupe libre Clemme I.5.3% ,et donc ,puisque Ltout groupe libre
a un probleme du mot scluble .on peu décider =i w = 1 dans G

& T
3 cas W esh un mot sur £ U T ,ayvant des occcurences

c'&léments de =5 2t de T (Alors aves le théorédme I.5.1 =1 w = 1
dans G* .w contient un pinch i.e. un scus-mot de la forme p-'x =
Cou dual ement py X p:j »oll X ezt un mot sur £, gqul est d;%s le
sous—groups de G engendré par < Ay ¥ Cdualement { By > Cavec les
notations de I.5) et =z = Ky g

Pour décider =i w = 1 dans & ,on peut snumérer Lous les sous-—mots
de w de la forme p;L X P, yol X est un mot sur £ 2t =z o< Ky ycar
EE est donné par la présentation canonique de G LPuisque G a un
pimbléme du mot étendu soluble ,on peul décider =i = A ,eb dans
ce cas donner son ecriture sur les générateurs de Ay .S: clest le
cas .on pegl effectlvement utili=zer le thm I,5.1 pour extraire le
pinch .On obtient alorsz une dcriture de w contenant  moins
d'occurence d'éléments de T . On recommence alors la procéddure | Si

ce n'est pas le caz ,alors w &2 1 | ]
Avec le coreollaire IIT.1.1.1le corellaire suivant est immédiat

Corollaire III.2.3 : Une extension de Britton d'un groupe libre ,a

un probléeme du mot soluble

Froposition IIL.2.6 : Four tout groupe libre de rang n Cn 2 22 .F‘n

11l existe une HMN extension de F o,ayant un probléme
™
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du mol généraliss ,insoluble

Démonstiration : F'n:-r F'ﬁ donng par la présentation -

T ] B I ) -"} ! ® :. i " i = ST }

4 e o ,l'?1 .F?h oL {?j] 1. 1 n
est clairemsnt une HNN @ extension de chi.. " ,mﬁ] ayant  pour
lettres stables < ,ﬁ‘i,.. W3 x L0Or dlapres le corollaire III.Z2.2 .Fn
™

F a un probléme du mot geénéraliss ,insoluble . ]
L]

Propozition III.2.7 : =i un groupe G a un probléme du mot
généralisé récursivement insoluble .alors 1l existe
une HWNM extension de & ayant un probléme du mot

récursivemsnt insoluble

Deamonsiral ton Considérons un sous-groupe H de & ., e. par
4 R ,e:xn:-" el gue F¥WACH,G) =soit récursivement insoluble | On
construit alers G LHHN extension de & vavant pour lettre stable
4L » et pour relateurs de l'extension L_iui_ L = & .pour tout
i =1...nAlors ,pour un mot w de &G .d'apres le lemme de Britton
L' b w? =1 dans & ssi w e H .Et ainsi SWPCH.G) < ¥PCGE D . ™
Corollaire III.2.4 : Four tout n =2 £ ,1l1 existe une HNN extension

de niveau n avant un probléme du mot récursivement

insaoluble .

Demonstral Lon FPar recurrence ,Les propositions III. 2.8 ot
ITI.2.7 nous donnent l'existence d'une HHN extension de niveau =
avant un probléme du mot reéecursivement insoluble ce gui fournit

l1'&tape inltiale

Supposons gue E:.s:::it unea HHN extension de niveau n oayvant un
praoblémse du mot récursivement insoluble | Construisons E:+1 JHMM
extension avant pour bDbase E: et donce de npiveau n + 1 Alors
PUl SOue E: — E!:H. o2t gque le probléme duao mot est héréditaire

clI.=2.3 LE a un probléme du mob récurﬂive-mentl insoluble
C.oF.Dm

b Probléme de la conjugaison

Solent H = -{si.,_,snf’ri.,. T » aun groupe finiment présenté
™
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sayant un probleéms du mot  insoluble ;et F = {k’Sz“"En} vl

graoupe libre de rang n + 1 ,sur les générateurs k.sl.,.,sﬁ
Definlssons le groupe . p. .G par la donnes d'une

presentation

Géneraleurs k S S ,ti....tm 'dx""dn

Relations [ 6 L%k L= kR

Civd d:k d=3zs"% =

o 1 2414 Em 1 = b =n

=t o les B sont les mots sur S e apparailssant
1 ™

dans la présentation de H donnde précddemment

Lemme ITII.2.3 @ G oSt une HHN extension de F avant pour lettres

stablezs Lt ,...,t ,d ,...,.d >
i ™ i ™

Demonstration G a pour base F et pour letires stables {Lin.
. L .di....d > .Les sous groupes ode Britteon sont tous Fo.On wérifie
i1 bl

donc la condition de l'isomorphisme .2t on a done le résultat. ]

En utilisant le lemmne III. 2 2 =t le corollaire III.2.3 .on a

donc

Lemme ITI.Z2.4 ¢ & a un probléme du mobt récursivement soluble
MNOTATIOHNS Solent X un mot sur EPERIRE LOn note KCda} le mot

Ll
obtenu en remplacant dans ¥ toutes les cecurences de s, par dGII
L
Cao = 1...n2 .On note T le sous-groupes de & engendré par tlh..tm
et d1""dn .Remarquons que les mots sur S v S commuttent dans
™

F avec lez eéeldments de T ,ce grice aux relateurs (i1i2 et Ciiid de

la prézentation de &

Quel ques remargues <t calculs préliminalres seront uliles &

la suite .Toutes les égalites considérées ont lieu dans G .Soit 2Z

un mot sur s ,...53  Z = 5;1.,.5§P el Ti,...0p e £-1317 et
i Fi 11 1F
Ji.. . dp = L1,... .02
2% z = s_cw.,.s_"‘:"i k sfl...sqp
ip i Js 1P
= 0P At gft b Cavec Civd)
iE= Ji 11 ilp
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= d:{ri s]ip, ; .sgiz 532. ; .SEE di: Cavec C1iil2
= dff‘...d“fp k dCF‘..,d?“-T‘ Caprés réitérationd
i e ip 11
= BT B ZedT iyt
o ol
De méme 2 k Z'= Ztd ™' k¥ Zca™™
o fa'}
Et puisque les mots sur 51.- . .sn commutent aveo les &léments de T.

med. by 2 pEdal ST
b a4

De plus on a

= FrErdAThY L Ped iy
o s

L}
[~

Z 'k 2

Crelateur €133

soit t7¥k ¢ RV k™ =1
L L .
v R Lok =1
L 1
k E:l t, ]-':rli:,:_:1 = 1 aprés conjugaiscon cyclique
soit LT e g™
L L T
et donc t k tt =k
L L 1
Avec W = Zt.'d;:ﬁ L= :-:c:t:}" ol £ = * 1
L8

1

Wk W=

zcd 1
ol

zcd 1
o

Il

Zed M
fa |

Zed.
ol

Lemme III.Z2.5 :

CidCA W e D Wik YW=
i i L}

Ciid CX k ¥
i L ~d

Démonstrat ton

Soit oW

wd k3 =1
avec L = 1...m

libre

el o

groupe

POHLY £ A A
ol 1 ol

kZEf

Zoient X X .Y LY
R T

engaendre

i i

e P M Sl v i
ol i o

7F = 27 S meEt e
L o

L

1

Z t.:“: g i

LY

Zcd ™t
on

A I -l s e
1 [}

Z k Etd;i}'i R z

LB

-1
2—1

des mots sur 31,.,.2

™

e T2 &= 'KZJC,‘Y‘:H }{ZYZ'J

_!{ZkYZ}@CIY F i i

1 4 ~H 2 2

LD Condition nécessaire
T k. ...
1
1 w L3 =1 &
L

+3 ,L o0 b d L wd o — H i de&tind par
™ i ™ i T
w da? =1 - i C Saj = =5
l...nm .w z"&tend naturellement sur le
par k,s ...=2 .t ,...b d .. .d en  un
1 n 1 i 1 r



homomor phisme sur jectif (Les relateurs de ¢ Cpris comme £1lémsnts
du groupe libre) sont dans le noyvau de ¢ On peut done passer

au gquotient ,et l1l'on a =z —s H hemomor phi sme

e :
> 'P/ kaerlpl
sur jectif .L'image de W }Cilc Yi’ﬁ" par cet homomorphisme =st KiYi

yl1'image de X k ¥ estk XY ,onma done XY = X ¥ . o
] 2 2 2 114 H =z 2

Ci2 Condition suffisante
I

XY = XY Lalors XY = C [Z g2l oy e dans le
11 H 2 2 2 2 sy L Pl L i1
groupe libre , cto p 41, . k2—s {1, ,m> et =2 41, k3 — {-1.,13
On note 8=2Z2Cd ™D ™ 2cd™ ™ ot W=86...6 .On a alers
T 1 [} P LB (=1 ke i
L | * =1 =1
W E XY ¥ =8"...8 E XY & ...8
11 1 b= 1 1 ke 1
= et . etk e & XY
R e Jarntesaly gty
=1 =ik =1
= .
& -191 L. B Zk Eptk:- E Ei KIYI
=1 o | it =1
o 9: e .gk—l k gk—x' # '91 Zic Ep{k} Zk HIY.I.
= Lk XY
a 2
== Jalt * e
En posant W = X Cd it St A . B
] 2 T

Wik YWw=xcd T Wt xcd™™ xk Y Xcaht?
i 1 2 £ i L i i i o

w" % ca™®s
2 Fa '}

= ¥xeca 3T Wt gk xed™h ok xedT M WY yedThs
i o i 1 £t i 0 i 2 fan §

5]
= Xxed HTP Wy x Tk xY W oxcadhH
(%] 2 e ] i 1 i 1 2 [s
= XeadH Ty vy et wcatts
2 £ 1 1 2 (= §
= Xed H T E XY Xcd b
i3 2 e | 2 2 2 |
= Xod Dk xed D Xy
2 o 2 o 2 2
= X k X'xy
2 2 2 2
= X kY
i F4 2
Et. on a done trouve W = T conmme dé=sird | o
il Condition suffisante
X ¥ XY d.e T X mob sur = ....,2 avec ¥ XKYX = X ¥
1 i ~H 2 2 g —:11 ™ i 1 H 2 2
D'aprés (12 I W e T tel que W X X kK ¥YX W= kY
1 i 3 2 2
CX W ' K YX W= Xk&Y
i i (] 2 2
salt ¥ k¥ Xk Y m]

29



it Condition nécessalre

Nk Y Xk Y i.e 368 G tel que 8 'Kk Y& = Xk Y
i i =~ 4 2 i i & ] 2 H

-1
On note ¢ = I-Is’kar T Alaors o E_.. = xsk YiE e C xzk Yz]
COD XY PO = XY
et donc o X XX =
L 4 ™~H 2 2

Puisque tout &lément. X de H peut s écrire Kifl.le 1 emme
ITT. 2.5 Cii>» a pour conséguence CP CHY = CP C&E .Or H a un
probleme du mot récursivement . insoluble ,et donc un probléme de

conjudal son récursivement insolubkle  On a donc le résultat suiwvant

Lemme IIT.2.6 : & a wun probléme de conjugalson récursivemsant

insoluble
Les résul tats suivanis sont alers immédiats

Proposition III.2.8: Il existe une HNN extension 4d'un groupe
libre avant un probléme de conjugalison récursivement

insoluble
Et avec le corollaire III. 2.2

Corollaire II1.2.% : Il existe un groupe avant un probléme du mot
soluble et un probléme de la conjugalson récursivement

inscluble

ITT.2. 4 Froduit libre amalgame

On se donne deux groupes [, p. G:E 4 Si/ E‘_:* at (';‘-2 = g 32»’ E;
LAl sous-—groupes 1somorphes e, H;E G: ef HzE Gz L a2insi aue
[ A Ht—p H2 par 1l'image des génsrateurs de Hi.(:'n considére alors
le produit libre amalgame de G£ et Gz y SLF H‘_l et H2 spar T o:donng
par la présentation canonlgue
= 4 S:U Sz / RIL.I Ez 'qﬂ:%ij = a 1= I ,ou La, i & I} est une
famille génératrice finie de H1

Pour tout &lément g <= G il exizte une unigque sSéquence
R ,gn,h sappellées forme normale telle gque o si g, € G*\Hi alars
. = szHz Cet, inversement? ¥ i = 1...n g =1 ,et g, € -.“_-‘--1 o

1+l

=
o
Gz . h = H1= H2 vet g = gl..,gﬁh

=1



Proposition III.2.9 : Zi 6 ezt le produit libre de '51 at Gz

samalgame sur des sous—groupes e, ’H:.E Gi el HzE Gz
stLels  gue gWJ“CHI,GLJ et GWF{I—]Z.GED =ant.  solubles
et gque (51 et Gz ont un probléme du mot soluble  Lalors

yle probléme du mot de G est soluble

Démonstration : Con=idérons la presentation de G citee
el —dessus .On peut  aleors déterminer  1'image  par t,u_l des
generateurs de H2 c=implement en &numérant les images des mots de
H" Cpar longueur croissante ,par exemple) ,et en décidant =i
elleg sont égales dans I-I2 A un générateur

Frenons un mot w de G s'écrivant cli' : .CnDﬁ L0 les C-‘. sont
des mots sur Si des D-'. zont des mots sur 52 i = 1...nd ,tous non

vides CTout autre cas est analoguel D'aprés le théordme d'unicits

de 1'é#criture normale ,w s'édcrit de fagon unigque sous la  forms
afi...a 7 h ;o Wi o =1... N, a est un mot sur = /7 un mot sur
4 MM i L i
b E: = at M 1 ® Foeos 0w »
Sz T G: H" .Fl = Ez HZ = ﬁ‘i o ||"3‘2 & ;?N sont. non
triviaux .et h = H = H2 .EBous les hypothéses de la proposition
iy
« G peut effectivement deéterminer une Lelle Soriture pour
. Prenons w = CLDL. .G D comme  précedemment . On peut tester pour
™ T

tout mot O Crespt D3 ,=1 C e Hl Crespt HZ}.Si clest le cas
1 1 L%

on peut &crire O sur les générateurs de Hi et alors  transformer

l'deriture de w en C1D1' SN S o I | Sou o = Dt—iLH' Ci} ]

e r-1 i1
L2t O = O
L

Q ete ... Cel dualement avec Hz 2 la place de H1 B Y
[

la place de 42 . Et on reitére le méme procédd |, jusqu'a ce qus cela

ne =oit plus possible . On a alors une fceriture sous forme normale

de w 51 w s'4erit h = [—]1 Cou I-IEJ,r:m peul. décider =i wo o= 1
.Binon d'aprés 1'unicité de 1'écriture sous forme normale ,w & 1 .

=
ERemargues Il apparalt dans cette démonstration gue sous ces

hypothéses on a une procédurs pour Scrire tout mot sous sa forme

normal &

Proposition ITT.3.10 : Il existe un produit libre de groupes
libres ramal gamé sur des sous-—groupes ' ni ment

engendres ,avant un probkléame de la conjugalson .{PESDL

=h



du mot généralissd récursivement insoluble

Demonstroation - Eeprenons les notations du  théoréme I1.95.1
.Dans la démonstration de ce théoréme apparait le groupe E.qui
ezt produit libre amalgamé sur des sous—groupes [iniment engendrés
yde F o= ¢ a v = Vo> = FE et & =< bv eV * E IL est clair
que s1 E est libre F et & sont libres.De plus avec les
changements de Tietze :

EFE=<S.,a ,b ,veV-D.,a A a =b B bt ,iely

W W Wikl L =il ik L =il

-1
s = * = v A >
=B = .bv P, V€ v oo D 2= avbv P AP Bi i eI

wily sty

x<2,a, ,p, . veV /D ,p;:ﬂ.ﬂsi p.=B ,iel>

xE" «¢a ,veVv>
Et done BFIE D = 8PCE) Cprop III.2.3) ,et EWPAE D < $WPCE) Cear
le plongement est récursif). Or cet argument est vrai pour toute
extension de Brititen (Donc puisgu’il existe une HHN extension de
niveau 1 yayvant un  probleme du conjugaison Eresp} cdu mot
géneérali=sad récursivement insoluble (il existe un produit libre
finiment amalgamé .de niveau 1 ,avant un probléme de conjugalson

{r:zs-sp-L du mot généralissd récursivemsnt insoluble | =

Lemme III.Z2.7 3 =i G a un problémse du o mot  géngraliseé
récursivement insoluble .alors 1] existe un prodult
libre amalgamse de deux copies de G ,sur  des
zous—groupe finiment engendrés, ayvant un probléms du

mot réecurslvement insoluble

Démeonstrat ion : Soit un souz-groupe H .2 de & tel que
EWPCH,Z) solit récursivement insoluble | FPrenons HY et G coples de

Het & ,et formons K = & # 6. Alors avec le theéoreme d'ecriture

normale ,pour un mot h £ H ,et pour tout mot w de & . h w'h' =1
dans K ssi w & H Cavec w et h' coples de w et h2 LAlnsi on a
EBWFIH, G = WHKY . t ]

Proposition III.Z2.11 : Four tout n = 2 ,1il existe un produoit
libre amalgamne de niveau n»n ,ayant un probléme duo mot

insoluble

Démonsiratl lon Far récurrence . La propositien III.2.10 .et le

o=



lemme III. 2.7 nous donnent 1'étape initiale L 'étaps de récurrence

alle ,provient du fait que =i K est un produit libre amalgamé de G

G = K ,=t que le probleémse du mot est héréditaire . ]
I11.=2.5 Eplit extension
Froposition III.Z2.12 : Toute =plit extenzion de niveau n (n =

m*> ,a un probléme du mot s=eoluble

Demonstration Résultat trivial ,avec le fait que le probléms
du mot est une poly-propriéghle . =
Proposition III.Z2.13 : Four tout n L1l existe une split

extension de niveauy n avant un  probléme 4du mot

genaral ise récursivemsnt insoluble

Démonstration Trivial puisgu'un prodult direct de niwveau n
2t une split extension de niveau n . m
Froposition III.=2.14 ; Pour Leoeut nn 1]l existe une split

extension de niwveau nn .,avant un prebléme de la

conjugal son recursivemnsnl insoluble

Démonstralion On le démontre pour n = 1 | Alors ftant donnge
une telle split-sxtension &4 . A = Z™! est une split extension de
niveau n .avant un probleéme de la conjugaizon inscluble

Considérons le groupe @ de III.2.3.b) (Nous allons démontrer
quil s'agit d'une split extension d'un groupe libre par um autre
.Le rézultat sera alors £tabli

Considérons les sous-groupes de & L F = <k,51....sn>c et
T = <Lf"‘Lm‘df"'dﬁ>a LA vu des relateurs de G .11 est clair
que pour tout g = G .g = 9,9, [k | 4, € F et g, € T .Alnz=id & = F T
De plus il est clair que F est distingue dans ¢ ,et F est libre.
% est une HNN extension de F avant pour letires stables les
générateurs de T .et done Clemmse I.9.32 T est libre .I1 nous
surfit denc de démontrer gue F o T = €1

Soit g, € F g, € T tels que 9,55 9 Alors glg;l = 1 ,et donec

2
draprés le théo, I.5.1 .il contient un pinch .Or Loutes les

e



-1 .
coccdrences de lebtbires stables sont dans gz vet done il est clair

Jiter g;izF 1 .et donz g = g, =1 ]
Constr  |RhN exfengion Aroduit Produit split
niveauuc‘ha“ e xbension deBrition mh;ﬁgimcf direcl exbension
niveav 3 : : . .
(et pws} . . '
niveav 2 ~Wp —we . ]
hivesy d + WP -CP | +WP —Cf |+ WP axCP [+wiP -Cp
‘ —Gwe -ewWp ~GWP -GW P

(fablegv 24)

o +WP signifie que le probléme du mot est solubkle WP sigifie
gqutil existe un groups avant un probléme du mot insoluble (De méms
avecs OF et GWPED

I111.3 FROBLEMES DE SOLUBILITE DANS DES CLASSES ALGEBRIQUES
Le but de co paragraphe est d'établir des résultats
dinsolubilits Cet  accessoirement de solubilited ydans des

classes de groupes définis par des propriégtés simples | Nous avons

deja wvu gue dans le= groupes libres tous lez problemes sont

solubles Il en ==t de méme dans des classesz algeéebrigues Lrés

=implez telle=z que lesz groupes fini=s ,les groupes ab&liens ,les

groupes nilpotents . Ainst Considérons un groupe & fini (T1l existe

una liste exhaustives ,finie COERII= da se=z é&léments C(deux a deux
™

distinct=sl ,e2t une table finie de multiplicaticon ,i.e. toutezs les

relations de la forms g g =49, ., . prour tout. 1,1 = {1,...,n2
L ] Lel
s AVEac ghj = {gl,. . .gh}
Il e=t aizé de vérifier que la présenlLatlion
‘f ® @ » / + = ¥ F = i — : gt A ]
g 9. d, ‘SJ {-Ihl s = X1 ny 2
ezt wune présentation canonigue de & (Alers le prebléme de

l'i=zomorphi=me pour les groupes finlis e=sL résoluble ,en emplovant
le=s changements de Tietze .De plus toul mot sur cette prézentation
SolUs

ef fectlivemsnt s"&crire

de Dehn sont

peut canoniguemsnt ei

Yt T,

la forme g = {gf...gﬂ} .Tous les problémes alors

resolubl es
Le théoremse de Kronscker &tablit gue tout groupe abélien e,

isomorphe A un unique groupe de la forme 290 % & x...% &

egh
kiddd

KiTad

L]
&



o g LkC12 ,.. . kind e N ,et ki) divise ki + 13 pour tout i =1,.
.+ = 1 _Tout groupe abélien f.e. admet donc la présentation
finpie canonlgue

by
- -~ - . = [ ' * ey -~ oo o=w
< A ve aq*h aq*i i 1 n o, [a.J aL] F ik 1 q + n >

Le probléme de 1l'isomorphisme est donce soluble pour les groupes
ab&liens .De plus avec la proposition ITI. 2.4 ,tout groupe abélien
s‘exprimﬂﬂt comme produit direct de groupes cycliques ,le probl éme
du mot et le probléme de la conjugaison sont solubles | Le

probl éme do mot géneraliss est aussi zolukle |

ITT. 2.1 Groupes résiducllement finis ,nilpotents ,libres .

Tout groupe .p.résidusllement nilpotent est résiduellement
rini ,tout groupe f.p. résiduellement libre est résiduellement
nilpotent et donc résiduellement find sLout groupe g . nilpotent
est f.p. et résidusllement nil potent =t donc résidoel lement fini
On peut résoudre le probleéms du moet dans un groupe f.p. , &
résidusllement fini ,par la procédure suivante
Considérons un groupe G ,f.p. résiduellement fini ,et un mob w sur
la présentation finie de G .On effectue alors deux Snumérations
simultandes .On énumére tous les &léments triviaux de G yainsi
que 1'image de w par tout morphisme de G dans un groupe fini . La
procédure ef fectuant la premi ére Enumér ation consiste -1
énumérer les mots s'dcrivant comme produits de conjugusds  de
relateurs Cpar exemples par longueur croissantel ,puis de les
réduire librement .Pour la deuxiéms é¢numération ,on commence par
enumér er Loutes les presentations canoniques de groupes finis (les
relateurs fournissant explicitement une table de multiplication?
LCe facon simultandes Lon peut pour un groupe fini A, déterminer
tous les homomor philsmes de Z dans A Il suffit de considérer
toutes les applications de l'ensemble des générateurs de & ,dans
A .Ces applications s’étendent en un unique homomorphisme du
groups libre sous—jacent 4 & .dans A . Ces homorphismes passent au
gquotient & ,si 1'image des relateurs de & ,est briviale ,ce que
1'on peut déterminer ,en wutilisant 1'algorithme pour le probkléms

du mot dans A .On peut alors pour tout homomorphiszme de G dans A

oS



yczalouler 1'image de w ,et décider =i elle est triviale dans A
Siow 2 1 ,alors w sera &numeré par la premiére enumeration

S ow #G 1 Puizque G est reészidusllement fini ,1]1 existe un
sous—groupe normal N ne contenant pas w tel que G/N ezt fini ,et
done 1l existe un homomorphisme de ¢ dans un groupe finl ,dont
1l'image de w est non triviale

Alnsi en effectuant cette procéddurese pour dn élément @ ,on peut
déci der si w =_1 .en attendant gue w soll Snumerd par la premiére
procédurs ,ou gque 1'on ait fnumérer un homomorphi=me de G dans un

groupe finl .dont l'image de « est non triviale

Proposition III.3.2 : Il existe un groupe résidusllement ini
f'.p. ayvant un probleéeme de la conjugaiszon récursivement

inEsluble

Damonstration Pour démontrer oce résultat consideéerons le

groupe & de IIT.Z2.3.b2 .D'aprés la proposition IIILZ2.14 .G est une

=plit extenzion de deux groupes libres f.p. . Fuisque un groupe
libre f.e, ,esl rédzsiduellement find le régultat est immeaediat avec
le resulitat sulwvant . [
Lemme III.3.1 3 Clemmse o extensiond

=i 1 — K » 3 — O +» 1 ,est une suite

exacte de groupes .si K et QO sont résidusllement
fimis ,et si K est f.g. .alors =i l'on a une des

condi tions sul vantes

Cl2 K a un centre triwvial

L2 & est une split extension de K par Q

alers G ezt récidusllement finld
Four une démonstration de ce resultat wvolr [26])

Proposition III.3.32 : Il existe un groupe résiduellement libre
ayant wun probléme du mot généralisé récursivement

insoluble

Eemargue: Et donec le praobléme de la conjugaison est aussi
réecursivement insoluble danzs la classe des groupes résiduel lemsnt

nilpotents Cresp résiduellement finis)

&l



Démonstrat lon Considérons sz Fz Jproduit direct de deux
groupes libres de rang 2 .Considérons un &lément non triwvial
g = Cgl,gzj = sz F2 LAlors solt 9, soit gzest naen brivial
Cprenons par exemnple g;ﬁ salors {12x F2 est un sSous-groupe normal
de sz F2 ne contenant pas g .et sz FE_~

2 1% F;
Aves le corellaire [IIL2. 28 ,on a le réasultat ]

F2 est libre

ITT.3.2 ' résultats d'insolvabilité dans des sous-groupes

de groupes élémentaires .

FProposition II1.3.4 : Soit F un groupe libre de rang au moins 2
Il existe un scus—groupe .o, L ,de F = F tel gue L 2

un prabléme de la conjugalson récursivement insoluble.

Deémonstrat ton Pul sque an Fﬂ » 1 F‘ﬂ est un groupe libre de
rang au moeins £ ,=se plonge dans Fax F‘3 11 surfit de démontrer la
proposition pour n = 3

Considérans H = < 51’53 - rl..,,rm> UN groupe £.p. avec 2
géndrateurs ,avant un probléme du mot insecluble < H vS, -~ 55> est
une présentation de H | Considérons F3= L4 51.52,53/ > . H ==L  un
quotient de Fa .2t on forme alors le sous—groupe de Fax F3 L ,de
la méme fagon gue dans la démonstration du theoremse III.2.1 et
alors ,aves le théoréme III1.Z2.1 L est f.e. .=t ﬁWFtL,ng FB} st
recursivensnt insoluble
ZEoit ow un mot de F3 Alors dtaprés le lemme I11.2.2 ,ng.mﬂés wl

~-4

ezt un élément de L pulsgues B 1 Ty WUEL On a2 besoln du

lemme suiwvant

Lemme IIT. 2.2 : tsz,sab est conjugus A ﬂss,ufisa w} dans L
221w o= 1
H
Deémons i rat Lo Suppozons  gue W 57 1 . Alors d'apres le lemme

ITT.2.28 ,C1,w) & L .Et donc Css,sg) =t Cssﬂiqsg w? =zant conjuguds

dans L )

Réciproguemnent supposons Ju’il exmiste (X, Y2 = L tel que
X s % ¥ 'ws w ¥D = (s_,s> dans L .et donc dans F.x F_ .Et
alors , X s, = Sa}{ et ¥ Tw S, T 35, Y T .0r dans un groupe

ilibre ,les =seulz £lément=s commutant avec 53 .=ont les mols sur sy

\ b
Ainsi ¥ = s¥ et w ¥ = = dans F_ .Et pulsque = = 1 ¥ = 1 ,et
3 3 a 3 H H



o Y = 1 .0r draprés le lemme III.Z.2 X = Y et donc w = 1 o

Nous pouvons alors reprendre la déeponstration . Avec le lemme

ITI. 3. 2 ,%PCHY = EFCLD ,et done puisque H a un probléme du mot

inscoluble ,il en est de méme de L . ]
Roemargus Avec le tLthéorems de Higman ,le sous-groupe L ,est

récursivenent présente De plus F o x F a un probleéeme de la
conjugaison soluble .Donc le probléme de la conjugaison n'est pas
tune propriéte héréditaire dans la classe des présentations

recursive de groupe

Lemms III.3.3 : Sgit F un groupe libre de rang m 2 2 .Alars
F = F est récursivement plongd dans SLin,.&3 ,ainsi

que dans GLin,&) pour tout n = 4

Démonstiratton On montre d’abord que le groupe libre de rang
= 'Fz st plongs récursivement dans SLI2.£) | Considérons le

sous—groupe T de =LC2,E) engendré par les matrices

1 = nh 0
8 1 = 1

Sancv a montre [368] gque T est librement engendrd par ces matrices
vet que de plus ,pour une 2 x 2 matrice arbitraire (4 coefficients

dans £ : = b
M =
= el

M e T s=i les conditions sulwvantes sont satisfaites

€13 ad = be =1

£22 a 2t d sont congruent 4 1 ,modulo 4

C32) b et o =sont pairs

Puizque T est libre de rang 2 .F2 ze plonge dans SLC2.22 sur T .EL
puisque les conditions preécédentes sont offectivement calculables
pour une matrice M oarbitraire .F‘2 z=e plonge récursivement dans
SLOE, £

Or T = T s plonge récursivement dans SLO4,&2 par 1'application

U 8]
CUVD ——

o W
et. SL{4,Z> se plonge récursivement dans SL{n.£2 (n = 43 par

=he



l'application
X QO
N —
o 1
Et donc J'-"z:-q F'2 se plonge récursivement dans Sin,Z2 .De plus si F
ezt le groupe libre de rang m =2 2 ,F % F se plonge récursivemsnt
dans sz 1-'-'2 yvel donc dans SLCn,E) . De plus =SLin, Z) est le
sous-groups de GLin.&? ,des matrices avant pour déterminant 1
LPuisgue le déterminant d'une matrice est calculable \ZLin,. &) se
plonge récursivement dans GLIN,&) et done il en est de méme de F o«
F Cn 2z 42 . ]
Aver le corollaire IIT.Z2.2 ,la proposition III.Z2. 4 .et le

lemme III. 2.3 la proposition suivante e=st immédiate

Proposition IIT.3.6 @ Pour n = 4 ,SL¢n,2Z) Cresp' GLCn.2Y) a un
sous—groupe L finiment engendrs tel gque (12 L a2 un
probléme de la conjugali=zon récursivemsnt insoluble
Ciidle probléme du mot genéralisé de L dans SLin.&J

Cre$pL GLin, £33 esi récur=ivement insoluble

og



