CHAPITRE IV

ETUDE GEOMETRIQUE DES PROBLEMES DE

DEHN

Darns e chapitre nous résolvons le probleéeme du mol pour de
larges classes de groupes par une méthode géométrigue . La méthode
geometrigque en théorie des groupes a &té initide par Cehn s qui
réscoud le prebleme du mobl pour le=s groupes de surfaces compactes
crientables ,fermées de genre g = 2 ,en considérant le revetement
upiversel de la surface ,gu”il obtient par un pavage du plan
hyperbolique par des 4 g-gdnes .Par des considérations purement
geometrigues il établit un algorithme pour le probléme du mot
connu aujourd'huli sous le nom d'algorithme de Dehn . Greendlinger
cdengralise sa methode combinatoirement ,pour des groupes a4 petite
simplification . Crest, Yan  Kanmpen et surtout  Lyndon .qul
2tablizszent la wversion géomstrique de la théorie des petites
simplifications

Hous nous interesserons  ,aux méthodes de résolution du
probléme du mot .en géométrie des groupes : algorithme de Dehn ,et
inégalités (sopérimétrigues .Dans un premier Lemps nous eltablirons
de tel algorithmes ,pour des groupes 4 petite simplification . Nous
caractériserons ensuite lez groupes admettant un algerithme de
Dehn e sonl les groupes hypsrboligques

L'interét de cette methode est multiple ,premiérement les
deémonstrations sont courtes =t élégantes | Deuxismemsnt Il ¥ a
“"beaucoup'" de groupes hyperboligues ,et de groupe a petites

simplifications

Iv.TI INEGALITE ISOPERIMETREIQUE ET ALGORITHME= DE DEHM
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Iv.1.1 Diagramme de Lyndon-Yan Kampen

Considérons un ensemble de mots E R est dit symétrique si
tous lez &léments de B sont cycliguement réduits ,et si lorsgu’un
=lément. est dans B tous ses conjugués cycliques sont dans E

Etant donng un ensemble fini de mobts B .on peut déterminer
son symétrisé R .c'est 4 dire le plus petit ensemble contenant
toutes le=s réductions cycligues des &léments de R .2t stable par
conjugalszon cycligue - o ¢ = o R » est une présentation 4 un

#

groupe & ,11 est clair gqu’il en est de méme de < = -~ E*}

Notation - Dans toute cetie partie »2tant donnges Lne

présentation ¢ 5 B » ,on note M la cléture normale de E

Définition i Soit < & B » une présentation de groupse ,un
el ément réeduit W, = N .0On appelle diagramms de Lyndon-Yan Kampen
. de w, osur £ 5 SR ¥ . CM, P Lot M est un 2-complexe fini pointsé
en u P est un lacet ferme bordant M ,débutant 2t terminant en U

f est une fonction de labkel ,tel gue

C12 LTespace topologigus sous—jacenht a M ,est homéomorphe a

un ferme simplement connexe du plan

£2) f associe 4 chague aréte orientés x de M ,un £lément de
S WS ek fCETI F G Jeb AR T S O, JERD Jpsur
™

tout Lacet xi...x de M
T

£33 le label d'un lacet fermé =simple bordant une Z-celluls

de M ,est un 2lemesnt de E*

Cd? F a pour lahel @

Etant donnés une présentation { £ 7 B > et w & N ,peut-on

construire un diagramme de Lyndon-Van Eampen .

-1
w = TTi u rou- = W y o r, € B,
On peut aleors considérer le Z-complexe M pointé par Ve vzt Une

fonction de label ,tel gue Lle label du lacet bordant M débutant
et finizsant on Vs est. W .ZiL on identifie toutes les ardhbes
débutant ou finizsant au méme point .portant le méme label ,alors
on obtient un deux complexs avant pour label au bord Cdebutant =n

Vbj 2w . Mais le Z-complexs peut ne pas rester planaire (cf [(12] p
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Théorems IV.1.1 : Pour toulte présentation < 5 ~ R > ,et pour
toub w & M ,il existe un diagramme de Lyndon-Van

Kampen de w=sur ¢ S - R »

Iv.1.2 Inegalite isopérimétrigque

Definitions @ Zolt € 2 - E » une présentation de groupe .0On dit
que < = ~ E > satisfait une inegalité isopérimétrique ,si il

existe une fonction récursive D @ W — M ,tel gue i w = N alors

M

- 8

= 3 = =1 =

w = lfl P, r. B yOU T = B, .2t N = DClarfwdd
L =

D s'appelle fonction de Dehn .
On odit gu'un groupe zatisfait une inegalité
izopérimdbrigquse =i une de =ses présentations admel une inégalité

izoperimetrigque .

On dit gqu'un greupe s=atisfait une insgalite
iscpérimstrigus lindaire ﬂPEEpL gquadratique ,exponentielle? si i1
admet wune indgalites isopérimétrique .,avec D lindaire Cregpt

gquadratigus ,exponentiellel

Théoreme IV.1.2 @ Un groupe f.p. a2 un probléme du mot soluble

==l il admet une inégalité iscopérimétirique

Demonstration On =e donne une preésentation finie < 5 - R 2
de & .0On peut =zans perte de géndralitée =supposer gque E O oest

symelriss
=23 5i <« T R >» a un probléme du mot soluble on construit B

L
de la fagon suivante : pou n € N ,on considére tous les mots de

longueur n triviaux Cils sont en nombre finil . On peut pour chacun
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2n donner une fariture =sous forme de produits de conjugués
de relateurs Cen énumérant ces #crlitures el en decidant =i elle
représente 1'&lément conzidérdd . On définit alors Dnd .comme la
longueur maximale du nombre de relateurs dans une telle ecriture
pour tous les &Elémenls triviaux de longueuar o . Puisgue D est

constructible ,elle ezt récursive

Ce=) On note £ la longueur maximale Jd'un relateur (Etant
donné un élément trivial réeduit o ,on lul associe sSon diagramme de
Van Kampen .Alors chaque . dans son €criture comme produit de
conjuguss de relateurs ,est le label d'un lacet v de M . On
supprime dans u, les sous lacets fermes
On obbtient. alors un  lacet gui ne passe
pas 2 fols par la méme aréte . Le label de
lacet est ui Lot u.= u; dans ¢ CLtout lacet
Fermé& borde un disgque puisque M est sinplement connexs (I1 v oa
au plus lgrded + o Dlgrfwd) arétes dans M . et donc

lgrdu’l = 1grfwd + o DClgriw?d | Le membre de droite est récursif
L
N

= . : = me
ot w = TC 4 .. w et N £ D lgrCwdd

. L L L
L
Fuisque toutes les grandeurs sont bornges ,on peut décider si w

s'écrit ainsi .2t donc siow =4 1. =
Iv.1.3 Algorithmes de Dehn

Definition : Zoit £ 5 2 R » une prézentation finie de groupe .On
dit gue < = ~ R » admet un algorithme de Dehn si il existe un
ensemble fini A . B € A S N ,tel gue pour tout mot w & MN ,w

contient un sous-mot u o0 U v & A et lgrivd ¢ 1grCud

Un algorithme de Dehn .donne une solution au probléme du mot
Ceffective? En effet considérons un mobt w .S w = N ,alors an
peut  remplacer un Sous-mot de w ,par un sous—-mot de  longueur
moindre ,préfixe d'un éiément de A En réitérant ce procédd on

arrive au mot wvidde

Proposition IV.1.1 = L <4 5 s R > oadnet. un algorithme de dehn
valors & = {5 - B > ,=satisfait une indgaliteé
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isoperimétrigque lindaire

Demonstiration On prend pour prézentation de G , < = ~ 4 7
5 we N alors w = 3ol =Eu v o= A et lgrivd ¢ 1grdud,

=1 =1 -1
Alors w5 AN Cv r v 2 @2 vl i =L Y 7= @,

awves 1ngaa} < lgrdwd

On réltére ce procédé A w

1%" cas : a Cou 3 contient u' ol r'= u'v’ & A ,et lgriv'I<larfu’d

i =1 -1 -1
alors w =Fta.v' (P00 ol }az v Cv r v 3,

ST i
= CAS 1 W

n*est un scus-mot ni de a ni de & .
-1 -1 -1
alcrsw=FavﬁﬁEvrv3ﬁ

= ek vt vt e vt TR .r?i,i?_lCV vt i?

F
== A v vt ™Y B;Cv vt f2

od 3 = 36,

En reit&rant ce procédé ,on ebtient des mots de  longueur

décroissante Cstric™d et chague application du procédé fait

apparaitre un conjuagué de relateurs dans w | Finalement on arrive 3
un mot wvide ,et w s’écrit alors comme conjugués de relateurs

LPuisque l'an peut effectuer oo procéedé au plus lgrCw? fols ,w

= écrit
i =4

g TT u oroou Lot M4 lgrlwd | =
L=k

Definition = On dit quune présentation de groupe  vérifice un

algorithme de Dehn pour le problémse de la conjugaison ,si lorsgue
woeb w sont conjuguss sur cebtbe présentation .alors 11 existe h

stel que w'=h'wh ,et lgrChd £ K Clgrfwd + larCwm’ )

Il est clair que pour une présentation .o ,on a alors une

solution au probléms de conjugalson

Iv.2 GROUPES A PETITES SIMPLIFICATIONS
IV:2.1 Hypotheses de petites simplifications

On considére une présentation de groupe (ZES°R» , od B oest un
ensemble de mots cycliguement réduits sur 5 . On note R, le
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symetriseé de R £ alors les ¢&léments de R sont des mots

cycllgquement réduits sur 5 2

)

Or appelle pidéce (relative a EI) tout mot u préfixe de deux

&léments de B, .i.e. Jp.r e R ,tel quer =ur’ eb r =ur’
- 17 2 - 1 1 z 2

Soit AeE . On odit que B satisfait la condition C'Ca2 =i
lgrCud < A lgrird pour tout r € B, et tout prefixe u de r qui est

uns pléce
Bemarqguons dque <«'{A2 2 o' CA'D WA = &

Eoit peMN . R =ati=fait la condition CCpl . si aucun <lément
de E“ n‘est un produit de moins c=t' de p pliéces

Eegmarque : pour n = |:1"l“e =i R satisfait C'Cla] alors R satisfait

Cln + 12

En effet supposons que r = B s'écrive r = SR o les u sant
= 1
des pléces eb p < n + 1 . Alors puisque r satisfait C’CEJ
lgrdul < J'; lgrCr2 L(Et donc puisgue lgrCr> = § lgrlul s test
L L

contradictoire

Solit un entier q =2 2. R satisfail la condition T (gl si pour
tout. entier 1 ; 2 £ 1 € g , et pour tout l-uplet d'&léments de E*

TP sr a3 4 O A
i i
} -1 -1 -1 ,
=1 r = r AR 2= rour = r calors au moins un des mobs
i 2 L=1 L L i
rr

8 r r .ri est librement réduit

Eemarquaons qgue toutb ensemble E satisfatt TC3D

&
La condition CCpl est appelé condition métrigque

Iv.2.2 Interprétation géométrique .

Considérons une présentation de groups < £ ~ E > v UN mat
réeduit de N o= gdemCE} sel un diagramme de  Lyndon—Van Kampen
CM, fop2 de w, Sur 4 2 SR . 0n appelle sous—disque extremum D, de
M

identification d'un point . Pulsgue M est simplement connexs ., =oit

;o un sous-disque de M relié au reste de M par un segment ,ou par

M est un disque ,soift il contient au moins un sous-—disgue
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et emumn
On appelle consolidalion de D , l'opération consistant a &11iminer
les sommets de degre 2 , en consolidant les arédles concourants en
ce point i e, si Cm&;vzj =t Evz;vaj sont dez arétes orientées ,on
les remplace par Evlpﬁﬁ
Coecl définit une nouvelle fonction de label sur Do CD.fd} 1 qui
shvoie chaque aréte sdar un mol réduit sur s ,tel que
deCvi;Vﬁjﬁ = fCCvl;szJ;fCCVé;vg})
Clairement ,la structure simpliciale (ot donc 1'espace topol ogigus
sous-jacent? est inchangée

Un =sommet d4de D sera dit exteéeriear =i il est =ur 6D
Autrement il sera dit intérieur .Une aréte sera dite extérieure =i
au moins un de ses sommets ezt intérieur et autrement sera dite
interieurse (Une face B de D sera dite extérieure =i une des arétes
de #E est extérieure .ot sinon sera dite intérieure
On peut alors donner une interprétation de la notion de  pléce
Zoit D un sous-disgque de (M,.f/.pd .et considérons une aréte v qui
ezt =sur le bord de E-cellules Bl et Ez L2 le label d’un lacet
fermé de 681 débutant par l'arédte orientée v ,est différent du
label d'un lacet lerme de &Bz debutant en v ,alers  FfOvl) est une
pliece relative a E

O dit aguiun diagramme ezt réduit s£"il ne contient pas une
aréte orientése v de 631 I EBE » de telle fagon que le label de
lacets fermés de &E’ et 652 débutant an v aient mé&me label | Dans
un diagramme réduit toute l-cellule  dventuesllement consolidés 2

esl une piece |

Théoréms IV.2.1 : CLvndond
Soit 4 2 R 2 une présentation wﬂ un elément
reduit de N = gp“mCED ;alors 1l existe un diagramme

rédui b EMD.ID.FDD . AVeC F":j ayant pour label s
Pour une démonstration ,wvoir (211

Dans un diagramms redult ,» on peut donner une interprétation

geometriagque de conditions non-metriques Clpld =t ToOgl

Proposition IV.2.1 : Considérons (Hc'fu'Puj un diagramme redult
sur 4SCE»
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(12 gi E =zatisfait CCpl pour p 2 5 , alors chagque face
inteérieure d’un sous—di=sque de Hﬂ.a au moinz p  arétes
consol i déss

€22 51 R satisfait T(g) pour g 2 4 alors chague sommet
iptérieur d'un sous-disgue de Mﬁ » a pour degré po;ou

g = poup =2

Démonsiration + <12 Soit D un sous disque de Mn L On considére
CD,fD) la consolidation de D . On peut supposer que D a plus dune
face . Consldérons alors une face intérieur B de D | pulsque
CHG._{O,PD:} ezt réduil ,toutes les arétes de 8B =zont dez pidces
Puisque le label de B € R, .le résultat provient de la définition
de SCps

CED Soitl v o un s=ommet  intérieur de v et
S e a@ qui =oient dans 1l'ordre ,les ardtes orienteéss débutant
en v . Supposons gque o =2 2 el gque d = g L Pour tout 1 0= 1,..,d - 1

v =18 Equﬂnt respectivement la premigére et la derniére aréte

yd'un lacet fermé | bordant une face de Hﬂ D m&me ed et 2 Sont
.|

regspectivement 1l'aréte initiale 2t l'aréte terminale d'un lacet

bordant une face .On note roer ....rd les - labelzs de=s faces

F]

correspondantes | Alors aucun des produits r g =--sfr, ne se

réduit librement .Or puisque M est un diagramme réduit r r;i

ete ... .Cecl conbredit la condition TOgl =
Iv.2.3 Formules =t inégalités pour des disgues

Hotations : Soit T un E-complexs {fini dont 1'espace topologlgue
sous—jacent est un disque .on note di=) le degre d'un sommet  ,i.e.

le nombre drarétes orientédes débutant en = .0n note dCB)Y le degaré
d*une face B ,i.e. le nombre dfarédtes constituant B . elBY et 10ED
représentent respectivement ,le nombre d'arétes esxtérisures =t
intérieures de B .On note 3 le nombre de sommets de T LA le

nombre d*arétes ,et F le nombre de faces

Considérons un Z2-complexe fini T .dont 1'espace Ltopologigue
sous—jacent est wun disgue | La carastéristique d'Euler donne
1'agquation: 1> 1 =% - A + F

Les équations (22 et (3D =ont aisdes a4 étapblir par le décompte des
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areteg

€15

o
I

S - A+ F

E: disl

=]

Z dCB) <+ 0D

B

| @ 2a

LIC B

n
Ix
1

Frenons Cp.q2 .qul soit un des couples C6,3) ;. 4,42 ; aou (3,6)

Dans les 3 cas .on a p = BlCp/fgd + 13 .En utilisant le cowvecteur
Cp ; = pfg ;— 1) et le systéme (% ,on cbtient 1'équation
B 2 E A-RPA=SpE-~pA+pF - E E: dish — E{:dCEJ - dCD>
o B
= p=Cp 5 = E 22 dC=32 + <p F - E: dCBID = dOD0D
s B
&= B = E Z Copee ALY +30p = Z diB2) — dCDD C4D
a8 B
Si (p.qg) = (6.3 on utilise 4ACDD = EHECB} = E: 1 + ...+I§: k +
; ai{Bi=1 s(Bi=k
ainzi que F = E: 1 + E: 1 + .. .:et dUBY = (B} + 1CB) ,sur les
a(BEI=0 alHi=1

2 derniers termes de C42 .On obtient l'&galite (5D

B =2 E: L3 — dis3) + EE:CE - 1CB2D + E: C4 = iCED

& ={BI=0 stBI=g Z CE - 2k = L1CB2D

etBi=k
b1
2l fp.g) = C4.47 ,on décanpos= la premiére sommse 9n une Somme Sur
B =

les sommels intérieur= Cindiecde par sintl) et une sSomme sur les
sommets exlérisurs Cindicée par sext) et on utlilise aleors le fait

gue oDl = E: 1 . On décompose la deuxidme de fagon analogus auo

aaxt
caz £6.3) Ca part gue l'on ntutlilise pas dOD) dans cette

décomposition 2 . On obtient 1'égquation (62

4 = EE}4 - di=32 + E: £3 - dis2d + E: c4 = iCBID

BELnt aoxl aiBr=0

los



+ Z 3 — 1CBY2 + ZCJ{ -k = 1CB3>

aiBi=1 aiBi=k

kil
S Cp.g) = 3.8 .en utilise - g dCD2 dans la somme indicées sur
les sommets extérieurs et dCDD dans le dernier terme | On

obtient l'aquation C72

3 = %ZCE = dC5dd + 1@ Z €3 — dis22 +* Z £3 — 1B

sLnt aonl {B}=0
5 ) Lk
Z *:E 1CE2 + Z cE - E LCBaD
a{Br=1 iBY=k
k>
Théorams IV.2.2 : O Lyndon>

Soit Cp.gl une  des paires (6,32 ; C4,.42
C3,682 .Boit T la conselidation d'un Z-simplexe fini D
cdont 1'espace topologlique sous-jacent est un disque | =i
tout =sommet = ,a un degrée dis) = 2B .=si tout sommet
intérieur a wun degrs dis) =z g etk =i toute face
intérieure de T a un degré 4B =z p , alors on 2

l"ipndggalite suivante

pEZc§+E—lcann ™
a1 Bi=d
Demonstration : On utilise les égalités précedemment <tablies

y0U3) LOBY et €72 | Puisgque pour tout sommet inteérieur = , dis) = g
le premier terme de (B2 et (73 est négatifl . Puisque tout sommet a
un degré disl = 3 ,le premier terme de (5) et le deuxidme terme de
CEY et O7) sont négatifs  Pulsgque toute lace intérieure de T a au
moing p ardtes .le deuxiéme terme de (S ,eb le trolisiéme Lerms de
L8 et (72 sent négatifs _Fulsque des arétes extérisures d'uns
face ne sont jamais adjacentes (T est conzolidéd alors pour une
face extérisure di.e. 2(B>2 > 02 idB) = «(B) ,=2t alors le
dernier terme de (5} I6) et (72 est négatif .Ainsi on a les

inagal ités

=1 {p,g) = C6,2 , B = Z 4 - 1CBID

={Bi=1
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=i Cp.gd = 04,42 s 4 0= }: £33 = 1CB3D
si{Bi=4
5 i
si Cp.@) = €3,680 : 3 = }: ¢z - iCBY
siBr=4

Et alors =i {(p,q2 est un des couples (G.3) ; (4,42
l'inégalité

: C3.8) .on oa

p = 2: cg + 2 - 1CBY =
siBi=1
Eemargue Cette propriétd est geomdtr i que =13 c'est

geometriquemsnt. que Lyndon 1'a démontrée . Les couples (6,33 ,04,40
3,862 correspondent  aux trols pavements reéguliers du plans
yFespectivement par desz hexagones ,des carres ,des triangles . La
relation établie ,représente alors une relation de courbure | Far
exemnple dans le cas (86,30 .elle représzente le résultab ,gue dans

le pavage régulier du plan par des hexagones [ chague hexagons

extérieur Cel(B) = 13 contribue a % {4 = (CB») de la courbure
totale
Iv.2.4 Algorithme de Dehn et indgaliteée isopérimetrique

lingaire pour des groupes a petites simplifications .

Théoreéems IV.2.1 : Soit € 2 o R * une présentation telle que E
satisfait C'CL/B) ,ou C'C1l /4> et TC4D ,ou C'C1/3) et TCBD
Alors =i w, ezt un mot reduit pon vide L,triwvial dans
25 R > .alors w contient un =ocus-mot u ,préfixe dun

Elément u v de E* JtLel que 1grdwd < lgrdul

Démonstralion : Considérons un diagramme réeduit OM, £, P2 avant
pour label sur son bord W Cd’aprées le théoreme IV.2.1 un tel
diagramme existe .Puisgue M est fini 2t simplement complexs .o'est
un disque ,ou alers il contient un sous—disque extremum D relié au
reste  du  diagramme par W Cnous  effectusrons sans perte de
genéralité la démonstration dans ce dernier cas? S D contient un

une unigque Z2-cellule ,alors le label du segment bordant D

ek L)



sdébutant en e est un <lement de R, et un sous-mot de G sest
done dans o2 cas la conclusion esb vraie

Si D contient plus d'une 2-cellule ,on consolide D | Alors
puisque C'Cl/n2 = Cln + 13 = C(nd avec le théoréme IV.2.2 .et la
proposition IV.2.1 .on a pour <p,.qd = (6,32 cu (4,42 ou (3,6

p = }:.Epfh + 2 — iCBEd)

a@tBi=1

Fuizque i{CB} = 1 pour toute f[facs exteérieure B de D ,on peut
varifier pour Cpgl donnd comms précédemmsnt gues chagque Lterme de la
somme ezt au plus p/2 .Et donc .au moins deux faces Er1 et Bz
Ce(Blﬁ = aC52) = 12 contribuent po=zitivement Cstrie’d 2 la somme

Il est aisé de verifier gue le label de 8D deébutant en e
yeontient le label de aalm b ou de ﬂEzﬁ a0 comme sSous-mob
Considérons par exemnple le 1" cas .ot notons u le label de
ﬂEfﬁ gh.et alors uy est le label d'un circuit constituant HBI Lol
uv est un élément de R (R, est clos par conjugaison cyclique .et
tous ses &léments sont cycliguement réduits> | Or pulsqgus B
contribue positivement & la somme ,iiEl} = p/q + 1 ,et donc v oest
un produit 4d'au plus pfﬁ + 1 pleces .Or puisque R satisfait
C*Cl/pd ,on a

lgrcvd < Cpfg + 12 % 1/p x lgrduvd

|

C1/p + 1/90 = lgrCuvd

— lgrCuvd
=

et done lgrdvi < lgrCul =

Corollaire IV¥.2.1.1 3 Des groupes .p. ,vérifiant C‘C%} » OLU
GG et TC4D Lou C'CZ) et TCBY ont un algerithme de
Dehn

EtL alors avec la preposition IV.1.1

Corollaire IV.2.1.1 : Des groupes f.p.,vérifiant ':":}éj Lo

C*Ci: et. TC4) ,ou C'i%) et TIED satisfont une

inggalite lsopérimétrigues

IV.3 GROUPESZ HYFERBOLIQUE=

Iv.32.1 Structure mélrigue dans un groupe f.e.
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Soit 8 un greoupe , et 5 un =ystéme finl de générateurs de &
On definit une metrigque du mot dans & sur 1'alphabet =2 ,de la
fagon suivante
Ti west un mot sur S C i.e. sur S U S ' on S ' est l'ensemble des
inverses des &léments de 2, dans G 2 ., w = d,...9_avec pour Lout
i=1...n .9 €S U S '.on définit la longueur de w comme &tant le
nombre n de lettires composants w .

On la note lgg(m}

Cn définit alors une distance sur G ¢ par rapport 4 53 de la
fracon sulvante
Zoit g e & dEC:L;gZJ = Inf € 1g Cw? | w est un mobl sur s
=1
. . w =5 9 >
Soient 9,59, < i dgCgi;gz.‘J ;= dgﬁl;gl 923

A vérifier : Ci> Séparation : dCg;g) = O & dnc:t;g:‘gz:: =0
= g?gz = 1 dans &

= g1=gzdansG o

-

L2 Symdirie r S w est un représentant de g, 9,
damns G ,alors w obtenu en remplagant = par = ¢ dans w s ¥ = =
g s ¥ 2o = + 1 . est un représentant de '.':g::'gz.':'“1 = 9;191 £ et
réciproquemsnt 2 ., et donc

_ |
dﬂtgl,gzlﬁ = dgEl,gi gzj

Il

—i
dC159,°g3

':i;: d.; glj m]

Ciied Tnégalits triongulairs : Soient gl;gz;ga = G

=i u:n1 ezt un représentant de g_:gz at W, ezt un représentant de

g:gg alors w = ww Cconcaténationd est un représentant de gzigﬂ
et 195 Cwld = }_gs Cu_si:: + lgs szj
et donc d_ Ci;g:"ggh < d Cl;g?gz} +d_ {1;9;1933
=alt dE Cgi;ggl = da C";:gz:: + dﬁ {:gz;ggj
[ |

La donnges d'un systéme génerateudr fflni 5 de G nous permet

done de définir une métrigue sur & 0n note (G;50 1 espace métrigue

i



associé
On peut reprocher i cetite définition de distance de dépendre du
choix du systéme de géndgrateurs . Nous wverrons que toutes les
propriétés métrique qui nous intéresserons ne dépendent pas de ce
choix .

Lorsque le contexte le permetira nous noterons lg CrespL. fa )

Bemarque - Lraction de G sur lui-méms , par translations a
gauche ='effectue par isoméirie i.e. ?g;gi;gz = &
- . & :
dCgg ;gg,? = dCg, g, L
En effet tout représentant de g, 9 99, est un reprézentant de

ey
gl gz

Lraction &4 droite ne s'effectus pas par isométrie
En effet dans le groupe libre fCa;bl) , dCl1;a) < dCb;abl

On notera || pour dC1,g2.
I1v.3.2 Graphe de cayley

Solit © un groupe engsndre par £ . Le graphe de cayley FSCG}
de 3 ,relativement A Z .est la réalization géométrique d'un
complexs simplicial de dimension 1, défini de la fagon suivante
- ¥ g e 3 on assecie un unigue sommnet note =Cgl
- C=fgl;sCg’2) définit une arréte orientée ,étiquetde x« =i g« = g°

dans & avec ¥ « S U 3_1

O omuni b FSCGD de la métrigque simpliciale i.e. ,la longueur
d'un chemin ,est l& nombre d4d'arétes le compozant .La distance
entre deux sommets ,est la borne inflérisure ,de la longusur des
chemins les reliant . Ainsi le plongement naturel de (G;5) ,=sur les
zommets de ["SCGJ est une isométrie , =t & agit 4 gauche sur I"b_‘CG:I
isometriguemsnt par automorphismes simpliciaux .FSCGJ devient donc
un espaces metrigque géodésique construit sur un complexe =implicial
de  dimension 1 JCconnexs par  arc  ,sans  ardtes mulliples et
localement fini =i E est fini

Il existe une autre facon de définir le graphe de Cayley d'un
groupe | Considérons un groupe f.p. & = ¢ 5 « FE * .0On a une Taceon
"standard" de construire un Z . complexs =simplicial ayant pour

groupe fondamental G .Ce Z.complexs consiste en une O.cellule ,une
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1.cellule ocrientée pour tout genérateur Cde telle fagon que =i
Cwiw'd est une l.cellule ayant pour label % = Z . {v';v) a pour
label x ' et une Z.cellule pour tout relateur _On construit un
"Dougquat" ,en identifiant tous les sommets des l.cellulesz.avec la
O.eellule | Pour tout relateur r £ B il existe un lacet {ermé dans
le bouguet ayant pour label r.On ldentifie alors oo lacet avec
le bord d'une 2. cellule _Aprés subdivision ,on abtient alors un
complexe simplicial K {abstraitl?.fini ,et 4d'aprés le théoréme de
Set fert—Van Kampen ,HICK} = 3 .Considérons le revétement universel
E de K .C'est un complexe simplicial de dimension 2 .dans leguel
on fixe un sommet vo.Dn consideére alors le 1.=squelette ol poi nté
sur v .3 aglit simplement sur K ,et pour g = & ,on donne le label
[ -1 DV, Evu a alors pour label 12 Or puisque G = AvtIKDY G agit
par automorphismes simpliciaux ,et done on a une bijection [1 de

"‘"'t.l.}

Sur les sommebs de CK n] Pour x € £ ,on denne le label »x . A

toute aréte C(MCgd,[Ilg 22 telle que g’ = 9 ¥ .CE“J,Vﬂ} ezt alors

le graphe de cayley Fﬁ(G} .

IV.=2.3 Espace hyperboligue
Soit E un espace méLrigue et Cmyzl un triangle géodésigus

On peut plonger isomdbrigquement Cxyzd dans un triangle du plan

guclidien € un tel plﬂngement existe toujours ,on 1 appelera yw )

Y.
3 ¥ €, 31
e T
<
R Waey X, h ! & ()

Considérons I intersection des bissectrices de Owlnd;wlyd,wlizd3

W{ﬂﬁ

La bissectrice des deux droites est 1'ensemble des points A& édgale
distance de ces deux droites . Donc Al v") = dCIl:="D ¢ et
toutes les autres égalités obbtenues par permutations cyecligues 2

ol L s =ont 1'intersection e cercle imscrit aves

o DwCad pwlz=d] o [yl iplyl]
O définit par morceaux llapplication de Cuplxd  wly2 wlizl) dans le

rezspectivement [ylyd wl=zl]

tripdde A ,par
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L : [plad v’ ] — [yl 1]
B,

Ccamposés d’une rotation =t d'une homothétied
ytel gue plnxd —s wplxd et v e 1

On définit de mémse L etc. | .

ﬁx;z*;tx!:.y;x'
Alore I admet 3 préimnages par tﬂ SR e el
wCxd ol yd o wlz2d admettent chacun 1 préimage ¢ eux-—-mé@me 2 et Lout
¥ = lplx:Il admet 2 préimages Ki =t Kz tel gue HE = Iylxdz"[
X, € Iy, y' [ et dC pC0;X D = dC yxd X 2
Cde méme pour les autres segments du tripdded
On peut alors dans (x,¥,2) relier tous les points préimages d’un
meme &1l émant par t,e ¥ . par un segment geodesique . On obtient une
foliation Cunigqued du triangle Cx, ¥zl

Soit Cx;y;2) un triangle géodé=zigus dans le graphe de Cavley
FSCG}
On a alers la fellation : %

?
ot si dCplxd;v'D
= [N

Cpar exenpslel

Définitions ¢ Soit un SSpace mEtrlque geodésique JEBoit un

triangle geodésigue Cxyzd et A son bLripode associé . Oxyzl) ezt dit
S.fin si ¥a < A .diamcci.ﬂowj"*::a:r:: £ &

Zoit E un espace métrigue géodésique | E est dit
& hyperbolique i Lout triangle de E est & fin

E est dit hyperbolique i 1l existe & < E* tel gque
E soit &, hyperbolique

Un greoupe G donnée par une présentation fLe, <5 » B
ezl dit & hyperboligue Crespt hyperboligque? .si FSCEJ et un

ezpace métrique d—hyperbolique {(respectivement hyperboligqued

Bemarques @ Four un groupe ,&ire hyperbolique est defini pour une
Ffamille génédratrice _Nous verronzs ndamolins qu'étre hyperbollgque

dépend pas du cholx de la famille géndratrice



Exemples : —-Les groupegs libres de rang fini sont 0. hyperboliques
En effet =on graphe de Cayley est un arbre  car un circuit
correspondrait 4 un €lément reédult non vide ,triviall et donc tout
triangle est plat

—-Les groupes finiz sont hyperboliques , car les

diztance=s sont bornses

Définition : Soitbt Cxyzl un triangle geéeocdésique dans un espacs
métrigue .{x,.¥,.2Z) est dit S.mince =i les segments [x;v] .[y:z]
Lw:2z]l ,Lx:;z2] =& Lrouvent chacun dans un S-volsinage fermd des

deux autres . 1.,

I

[a:w] Clw:=z) U [x;=12

S
[viz]l = Vé Claywd) W [a;=13
[x:z2] = f’é Clx:yl U [y;=12
Il est trivial de vérifier gue S.fin = S.mince .De plus on a
la réciprogus (4 une constante présd

S.mince 2 46.0in . Ccf [1313

Theoremse IV. 3.1 : Fi ¢ est un groupe & hyperboligque sur une

présentation f.e. < S - B » alors

Cil & admet une présentabtion finies

£ii) Le probléme du mot est réescluble pour G

DEmonstration @ Z2oit 5 systeme de géndrateur de G Lel gque C(G:=)
ezt S, hyperboligue | Considérons FSCG)

Solt o woun mot sur = tel que w = 1 dans &

W S a...a...a Soit Blw) son image par le plongsment naturel

dans FNCE . Alors SCw) est un circuilbl dans T CGE . Dans la suite
a =1
51‘-1-

on identifiera w et SCwl
On considére un Lriangle géodésique

Cl;gt—t;gt} PRy T a8

X L=1

at = a...a
g\- T ™

Puisoue (1 1= l;‘l et C1:g9 2 =sont des
= L
gecdésiques , 2t gue ng_l;g_} =t 1,
- L
forcement g | = |g,_ | 1

ou Jg | = lg,_ |
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Dans le premier cas le triangle est plat . et on a done la

foliation sur {:l;gl.d:.;ng : o ,..-_-iiﬂﬁh
Dans le deuxiémse cas on a la feliation : .i—c‘::ﬂ:ﬁm

-notre objectif est de décomposer le clireuit de label @ en
lacets de longuur barné , et de majorer cetle décomposition . On
utilisera done le cas 1
Le triangle Cl;gwl;gﬁ- ezt géodésique done son  périmétre est
inférieur & lgluwl = n
Done 1gCli;gl> = 3 et 1g<li:gld < 3
On paut alors décomposer CI;Qiullgi}
aen au plus % petits lacetbs
de longsurs = 2& + 2

On "conjugue" les lacets de fagon

4 leur donner pour point d'origine 1

Apres avolr effectud le méme procéddé

pour tout triangale gdodésique [1;gbd;gs i =2 .. n
z

On obtient une décomposition petits lacets de longueur =24 + 2

LI L] )

Cette décompositicon &qgulvaut une express=ion

it |
u.

F 1

£
I
i P2
o
”
-

wTA N o 1 dans G et 1Cr 2 £ 86 + 2 1(p 3 = g el N = N
G A
L L a
El. aussli tout &lément trivial dans G , s¢ décompose de la méme
Fagon

On peut done prendre tous les r ainsi obtenus comme relateurs
O & est fixe et donhc leur longusur est borngse ,Pulisque la
famille génératrice est finie les B =ont en  nombre fipi . On a
done une présentation finie de G .

De plus on a alors une inégalitd isopérimétrlgque qmuhﬂrﬂdﬂ ,et on

peul donce résoudre le probléems du mot dans G "

IV.3. 4 Caractérisation des groupes ayant un algorithme de Dehn

ou une inégalite isopérimétrique linéaire .

Definition : Un mot w est h-géodésique local i = E+3 v=1 tout

sous—mot de w de longueur inférieure 2 A est une géodésigue
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Froposition IV.3.1 : Soit G un groupe S-hyperbeolique sur une
prégentation < £ ~ E » (Balt w un mot non vide sur
cette présentation .21 w est une (25 + 30 -—géodésigue

locale ,alors o FG 1 %

Démonstration Sl lgrfw = 26 + 3 ,aleors w = 1 554 w =1 .0On
peut done supposer lgrCed = 26 + 3

On considére la présentation pour lagquelle G est hyperboligque
» et TgCG} son graphes de cayley . On considere & un lacet de FSCGD

avant pour label w

Il existe n tel gque w = wf,.ubu%*i,et lgr{msj = 25 + 3 pour tout
™
1 =1 ... n,st lgriw 1} = ad+ 3 .
Ty
On pose w = a ,eb pour i = . &w = a dans &
i 1 1 oL+l [R3 §

i
On considéere les triangles géodesiques C1+a.a_£} dans le graphes
1 Lo

de Cavliey . 1 =1 ..., n
23
ﬂ-'1.
~1
Lemme IV.3.1 Au plus & &léments de [E"EH1J et de
1
[a,l.a,] ssont reliés par des arcs de follations
der= T

=1 wae o= L et a, = sC123

Démonstration : Pour 1 = 1 ,considérons Cl.al,a?} et les

Eeléments  de [1.311 et Lai.azl a distance & + 1 de aLCcn =a
rappelle que ces segments ont pour longueur 246 + 33 .31 ces points
atalent reliés par un arc de faliation o]
salors un sous-mot de @ de longueur 2& + 2
n'est pas gécdésique (contradiction avec
le fait que w =olt une 26 + 2 géodésique

locale 2.,

b |

Pour i > 1 _.Prenons les &léements de [a a2l et £aJa_1] =
L 1 L+

"
distance & + 1 de a .E'ils =ent reliés par un arc de foliation

salors un sous-mot de w ,de longueur 26 + 3 n'est pas géecdésidque O
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Bevenonzs 4 la démonstration .Avec le lemme IV. 3.1 ,toub point
A distance & + 1L de a €1 = 1...n) ezl relie par feoliation & un
L™
poinl de [1.a 1l .Et par construction des foliations Lous les
e

points ainsi obtenus sur [1.ah+1} sont distincts

t 4%

Qg

¥
Alors (1,2 1} nest pas le chemin nul .et done w qul correspond
dans le groups a a A .n'est pas nul . ]
T+
Théorems IV.3.2 Un groupe hyperboligque admet un algorithme de

Dehn pour =a présentation qui le rend hyperboligue .

Démonstration + Prenhons pour A ,Lous les £léments de N de longueur
au plus 48 + 5 . (Il=s =zont en nombre finid

D'apres la proposition IV.2 1 ,2i w = 1 ,alers w n'est pas
une 2¢ + 3 géeodésique locale EL done il existe un sous—-mot o de o
de longueur = 26 + 3 ,et un mot p'tel que 1griu'? < lgrdud £ 256 +2

¢

2L opo= L Alors ,,'.r_l,u' ezt un elément de A ]

Avec la proposition IV.1.1 ,on a le corallalre suiwvant

Corollaire IV.3.2.1 @ Un groupe hyperboligue wvérifie Cpour un
présentation adéquatel ,une inggalité iszopérimeétrigue

lingairs

Le réecultat fondamental de ce chapitre st le sulvant

Théoraeme IV.3.3 1 Soit un groupe G fLe. G =4 5 S E >

Lez assertions sulvants sont équivalentes

£12 I"SCG:} e=t hyperboligue
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{23 5 a un algorithme de Dehn sur cetie présentation
£32 G sakislfait une indgalité isopérimdirique linéaire

suUr cetie presentation

Damonsiration Mous avons déjid démontré 017 = (2) = (3D
Mous allons démontrer (30 = (13

Nous effecturons la démonstration par 1'absurde . On suppose gu'il
n'existe pas une constante & tel gue tout triangle geodésique est
S-mince

Alors pour tout - > O, il existe un triangle géodézique xyz dans
le graphe de Cavley T ;3 2t un point @ < [x;¥] tel gue

min CadCw;ly; =210 ;dlw; [x;=2123 > 2r

Sl myz est déegénérd , alors il contient un triangle non dégeénare O

o un bigdne 3, confenant w 3 vérifiant la méme condition
Alors =ans porte de généraliteée | on considére gue xyz st non
degensars

On prend une constante £ Lel gue r > Gs
[xy] a une longueur au molns 24.
Tout point de [(x:vw] a distance au plus Be de w ; ezt A une
distance au moins 4 des points de [x;2] &t de [y;=]
tel gque do;xd = 10
AC T D 10e

Pour tout point a = [=,2]1 , B < [v.2]

I,

alors dla.E3 =2 4e
Four r .suffisament grand [x;z] et [y;z] =ont suffisamment grands
.On peut considérer des paoints x'e [(wl>Blw,r2 ; yv'e [yiwl-Blw.r2

'zt & [xiz] et vy 2" & [y:;zZ] tels gue tout peoint de [x";v"]

Cregspectivement [x™;=z"1 : [v":2"]2 est & une distance au molins 4¢
des & autres cdhiés  On coupe alaors les "colns™ de =y=z @ [x'  x™]
Ly syl 5 t=7,=2"]

On obtient un des 3 cas suivants Cfig 12

—un hexagone non dégéndrs

—un pentagonse non dégenéré |

—un gquadrilatére non dégéndré
~On considére le 177 cas
Zi en appelle w le label de Cx'y'ywi'z'z’x"='2 , on identifie w -
avec le bord d'un diagramme de Van Kampen D ayvant pour label w
sur la présentation du groups

Ce diagramme a pour espace btopologigque sous—jacent un disque
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puisgue le lacet de label w est un cercle non singulier dans [

On note & le lacet [x'y'1 ; 3 le lacet [x™="]1 : ¥ le lacet [=7y"]
8 le lacet (Ferméel Cx'y'y"z="afe' D

On note NCoad = ZStarlald dans D .

On note & la longueur maximale des relateurs ¢ on peut supposer o
v 1 sinon & est O-hyperbole . HCa2 contient au moins lgrfoad-p
Z-cellules

on prend £ o

alors HCald intersecte (k' ;x"] et [¥'¥"] en deux points *, =14 ¥,

tels que dCx’ ;:':;,} = f
0 { E
diy’i¥,? = 3

On considére a4 le lacet {xlyi] ne passant pas par &0

On réitére alors cette opération n = E ¢ f: ) rfois
)

G a alors des points X 5.3 X  sUP e zent] ¥ e e 3Y, SUP L’ oy

tel gue a = [xt;yl ezt de longueur au moins lgricad=-igp et tel gue

toul point de Nled = HC-I;'A'.IJ . MO D est A une distance au  plus
i

£ de o
N contient alors au molns

16e0 , 1CO-p | 1CO-o/fp - 1 2-cellules

=2 = ) =

; - !
5 EpileR | #COR) o O ey 4 R
== 2p =)

ou K est une constante ne déependant que de &

On effectue la méme opération sur 7 et »
Alors NCol2 m MO/ = @
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NCE m NCpD ]
NCaD ™ NCyp2 5]

puisgue <e sont de e-Hausdorff voisinages de a;/ ¥ gul sont & une

distance au moins 4 1 'un de l'autre .|

Alors NCE2 = NCo2 0 NORY L NCpD contient au moins

52 LClCod + 1€/ + 1Cp1d + C 2-cellules
o
= £ j1cey +q.
pz
Considéraons BCw:r2 . Elle n'intersecte pas NGB et NCp2 | Elle
intersecte Mlad en des points & distance au plus g de o o Et donc
r=c=c

BCavr 2 MNC22 copntient au molns e-cellules

Alnsil on peul remplir D par au molns

r==2g

Siced + + K Z-cellules
o
Puisque & =satisfait une indgalitsé isopérimétrique lindaire ; on a
EleE’:’ i BE oy K = N.1<Ca> o K et N sont des constantes
2 F4
en prenant £ = Mo
PTEE K 2 0 et alors r est borné ce gui est contradicteoire . Le
meme argument. ='applique aux deux aubtres cas | [ ]
Iv.4 OQuasi-isometries
Definition Deux espaces métrigques CH.dxb et CY+dYD sont
dits guasi-isométrigques .=i il existe des applicationz { : ¥ — Y
gt f — X ,ebl des constantes k > 0 et £ = 0 ,tel que
dYC!‘C}c}.fo’DJ = M d‘{ix,x*} + o Wk, = X
dHCgC}r}.gC}r’}} = A d?iy.y“] + = ¥ vy e ¥
dxignkaﬁ.xJ = & ¥ e X
d?CfagCyﬁ,y) = = ¥ v el .
Proposition IV.3.1 : Etre quasi-isométrique ezt une relation
d*'égquivalence sur les espaces mébridques
Demonstiration Il est clair gue ctest une relation symétrigue

.De plus la relation est Lransitive ,il suffit de considérer pour



un espace métrique ¥ , f =g =0d_,A =1 ,et &£ =0 Il nous reste
a4 démontrer la transitivite

Considérons trois espaces métrigues CK.dHJ .CY.dvﬁ .CZ.dz}
o X et ¥ sont guasi-isométrigques ,avec 2 H — ¥ g Y —s X
et les constantes hl et £ et Y et Z sont gquasi-isometrigques

eavecs b o1 Y —s T L 2 —a Y et les constantes 12 et £,
Considérons alors hef @ X —3 2 ,2t gej @ Z2 — X .0n a
d ChefCx2  hefCx 33 = . d O, fCx’2D2 + &

= 2 X z

= Ak dCx MDD + X + 2 ¥ ow.u' 2 X
2 1 M - & 2

Ainsi que

Ceye i o =" = . 3 o=
dx_g jLz2.gejl="22 = hiha dZCz.z 3+ 1152 + 8 ¥z.2' e 2
Femarquons  Jque
d?quhafoi.f{x}) i 52

Et donc

d“CanJ}o{huf}(x],xJ = dnganhnfix}.gofo}] + dtigafoJ,xﬂ

I

Aod CieheflxD O + £ + =
1Y i 1

IA

rooE + B2 e
PR 1

et de méms

d_CChefde(gejltxd, x> 2 A & + 2 &

2 i 2

I1 =uffit done de prendre £ = mam {hlsz G 51.l2£;f = sz} b

AEN A ]
L2

Proposition IV.3.2 : 52 et = sont deux systémes fipnis de

genérateurs d'un groupe G ,alers (6,50 et (6,22 =ont

guasi —isometrigues

Eemargus Il &en est donc de méme de leur graphe de Cayley

Démonstrat ion Considérons £ = { uvi eI > et B =L v,j e I>
Four chague &1 émant u, PN Note uka] une Scriture de Gk ;ur =’

4 LﬂCvj.i e ¥V > est un ensemble fini ,on note h1= ma lgrS;Ath}j
Considerons un mot @ Sur Sl 2t le mot w' de Sz obtenu  en
remplacant. dans w les lettres ui spar les mots uin] 11 e=st

= b

,

clair que et que lgrsﬁafb = li lgrsfuﬁ yet donc pour des

€0
] { o~
el ament.s 9,.9, € £ .dgﬂg&.gﬂ? = hl dECgi,gzl ,De 1la méme fagon
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=
on peut Lrouver une constante lz tel <gue dscgl,gzj = ha dsﬁga.gzj

yet alors en prenant £ = g = I}dﬂ v A = omax {}-\.1.?\2} b £ = 0 L,on
a vérirfie les relations voulues . [
Lemme IV.3.1 ¢ =i FY =t Fv zont. quasi-isométriques ,avec

Cr,g.Ah.e0 eﬁ ¥ st finil .alors

s B L image od'un lacet. w de lopgueur n &=t un laceb
flwd) de lengueur au plus Ch + £) n

Cii2 I1 existe une fonction A @ M — N tel gue =1 w
se décompose en N petits lacets de longuesur au plus L
sTCwd a une déecomposition en moins de N ACLD petits

lacets

Démonstratlion b S Egﬂ....g 2 est un lacet de FK €i.e,
L4 a
g, = 9 3 salors fdw) = Cf(goi... LECg 30 est un lacet de FT at
L n
pulsque dCfdg )+ng_1}} = A x 1 4+ & Lflw) a une longusur au plus
L [

n Ch + £2
2l w se décaompose en N petits lacets de longueur au plus L

salars 1"image de ces lacebls par f constitus une décomposition de
FCwl en au plus N lacets ,de longuedr au plus Ch + <2 L .0r ¥ est
fini ,et done 11 existe un nombre fini 4de lacets (& translation
préz=d de lonqueur au plus Cx + £2 L . Chacun des lacels admet une
décomposition en petits lacels . Soit ACL2 Le nombre maximum de
pet.its lacets necessaire a la décomposition d'un lacet de longuesur
au plus CA + 23 L L aAlors  dwd =sSe décompose en moins ode MOACLD

petits lacetls . ]

Proposition IV.3.3 : Soient G =<4 X A K » el H =< Y » 2 > des
prézentations finies de groupe | EZi THEG} et FYCHB sont
quasi-isomsbrigques ,alors =i .ﬂﬂ est une fonction de
Cehn pour < X ~ B > il existe des constantes AB.et C
tal gue $H= A IE{B ld2 + € 0d ,est uwune fonction de
Debhin pour <4 ¥ ~ 5 >

Oemonstration Fuisque & est ft.p, emarguons gue la longueudr
des patits lacets de FH{GD =5t bornde

Soit w oun lacet Terme de FyiHD CAlores fw est un lacetl fermé
e FH{G) Lde longusur au plus (A + £) lgriwd Clemme IV. 3. 1let Cwd
=2 décompose en moeins de EECB lgrfwdd petits lacets Stigquetés
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dans E (B = A + £ .0n ceonsidére gofCw) .c’est un lacet ferms
contenu dans un C-voisinage de w .De plus geffw) e décompose an
moins de A ﬂﬂCB lgrCwil petits lacets .w et g:f{w) bordent un
anneaud .51 w = le,.. .wn} »on décompo=ze 1 'anneau par les lacets
fermés EwL.wi‘+i.g «I'C mi.+L3 -g quc_-Ji'.} ; :.\:-LJ .0 a alors au plus lgriad
lacets de longueur au plus 1 + 2 = + 2 CA + £) .Ce=z lacetz étant
de longuesur bornée ,il existe © tel gque chacun se décompose en
moeins de O petits lacets | Alors w se décompose en molins de

A mG{B lgrCwll + O lgrCw? ,petits lacets =

Alnsi avolr une inégalitsd isopdriméilrique lindaire Crespl
quadratigque ,exponentiellel ne dépend pas de la présentation
LAlnsi avee les résultats du  paragraphe précédent ,avolr un
algerithme de Dehn étre hyperbolidque ,est indépendant de la

présentation foe. choisie
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