CHAPITRE V

INSOLUBILITE EN TOPOLOGIE

Etant donnée une présentation finie [1 = < Z ~ E » ,on dispose
d'une construction standard pour construire un =-complexe abstrait
ayvant pour groupe fondamental gpllld [ Ce complexs est constituée
d'urne @ cellule ,d'une 1 cellule pour chague generateur =t d'un
dizque pour chagque relateur .0On identifie le bord des l-cellules
aves la G—cellule de fagon a4 former un  bougquet . Chague 1 cellule
Corientée) est alors &tiquetde par un générateur . Etant donnég un
relateur E on identifie un lacet fermé avant pour label sur son
bord B ; avec le bord d'un disgque .D'apreés le théordme de Seifert
Van-Kampen le 2 complexe ainsi constrult a pour groupe fondamental
apCl> . on le note =CM> Il admet une reéalisation géomébrigue
dans B~ . On peut alors prendre dans ®® un g=volsinage | Four =

suffisament. petit on construit ainsi une B wvarietd topologigue

hom&éomorphe & SCM2 x [(1:1) gue 1l 'on note MECH:}

J'ItCMECI'IZ‘r} = ﬂiESCH}} 3 I'llﬂ'_'[l;lilll = I'I;ZSCI'DD Lest une variétds A
bord . et 1'on peut montrer gque son bord est une wvariété
topol oglique ferméese ayant pour groupe fondamental gpllld | Ainsi pour
tout probléms de décision insoluble dans la classe des groupes
f.p..11 existe un complexe simplicial fini de dimension 2 :une
4-varicts et une S=-variéiés avant un groupe fondamental potir

laquel le probléms est inscluble
MNous allons utiliser l'insolubilits du probl &me e
1'izomorphisme pour établir une classe de varistds de dimension 9
et une classe de wvariétés fermess de dimension 4 ayvant un probléme
de  1"homgomorphisme insceluble | Nous considérons la classe des
Or oupes finiment prézsentés vet construlsons <comms  1ndigues
précaedemmant une classe de 5 wvariétée ,ou pour tout &lément on a
[HﬁMgﬂﬂ]J = gplillld et de meme la classe de wvaridte ferme de
diumensien .qui sont les bords des M (N2 .Une variéte " une
telle classe .peut alors se donner egﬁlicitement par [1 . FPour

obtenir le résultat escompte 11 sulffirait od'awvolir
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MECHJ 2st hondomorphes A HFCH’} =51 gpllld = gplll'>

Mal heureusenant deux varistes peuvent avalr T s groupe
Frondamental sans étre isomorphes (Ainsi sl 1'on considére =S el
I une autre présentation de [1 gobtenu =n  ajoutant & la
prézentation de M ,le relateur trivial {le mot wvided M7 Z [ ,mais
SC>» et S00'2 ne sont pas homéomorphses (En effet nous avons
incrémentd le 3éme nombre de Bettl de 1 . Markov contourne ce
probléme  en remargquant  ,gue dans les  changements de tietze
seul 1l'adjonction de relateurs Lriviaux CTIE change la classe

d ' homndgomor phisme de M‘:( nz

Dans la suite nous noterons M * n ,la présentation obtenuve a

partir de celle de 1 .en ajoutant. n relateurs Lriviaux

Definition : On considére une présentatlon ial..,.am e ri,.‘.rhb
On appelle transformations spéciales de Tietze ,lesz opdrations

sul vantes

T2 ;o ajouter A4 la preésentation le générateur Lo et le relateur
a = wla .,.a 2
Te#d 1 m
—i ~1
T remplacer r, par aa r, ou a, ar,
11 5 U N S oA
T12 orempl acer T, = Uvw par wvwu L conjugaison cyclique D
T : BEemplacer r ro
18 P g ERE T
T : remplacer r ar rr, ou j & 1
14 F’ % L p L P ] J

Alnsi gue toutes les Lransformations inverses .

I1 e=st clair que =si une présentation [1° est cbtenus & partir
d"une présentation [l par une suite de transformations spéciales de

Tietze . alors gplll} = gplll*2

LEF

Lewma V.1 z Sl NN =<a...a r...r» et M*=<€a ...a /r ...r
i i i ™ i ¥ i ™

ol = ezt une conséquence de r‘l,...r‘ﬁ ralers I1 + 2 peut

gtre transformé en IM'% 1 par une suite finie de

tranformations speéciales de Tietze

1 -4 I__a:'li: -1
Py reePr e Py

Démonstration Frenons = = BE by

On appligque a4 [1 une =suite de Ltransformations spéclales de

Tietze
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On effectues alors le méme procéde

r&L -4 £2 -4
It L pz jzpz

£1 -1 EZ -1 £z -1
....... o R s por L oo |
Pi lel pz szz pz szz 14

o £k R CT 3 €T 2 et €T o plusieurs fois
13 14 11

........... g ol m
Lemmes V.2 3 si M =<a...a;r ...r 2> et I'=La'...a’":;r"...7"72
i m i "
zont. tels que gpClld = gplll'D

alors M ®* Cn ¢+ '+ 12 = transforme en 1'% Cn + n"+ 12

de transformations spéciales de Tietze

par une suite ffini

On note o 1l 'écriture de a sur les générateurs
L LA

; sur les générateurs

L

rtir de . en remplagant
i

Demonstrat ion

a'...a’ .On note

1 m L ;

c.a .On note rfa2 le mot obbtenu A pa
m 1 L

o I1"geritures de a

EI-*.
les occcurences de a par o .Cet de méme on note r“jCa‘ p
L L L5

a S rfal = Cn+n" 412
L kL

a s rfal ; r' Coald % Cn+ld Clemme V.1 appligué n'lois?
& i L i
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a..a' S rifal ; r'Caedd ; a' = a! ® Cn+ld ET: 2 mrfeis
L v 1 L ] L L 2

aL'a;. -~ "fai:' 4 r'jCaf'l:i : a; = <::l¢f'lL # Cn+l) Clemms V.1 n" foisl
aL,aE - rfenh ; FZCall . a; = a: va, = a ¥ 1 V.1 n feisd
de méme on peut changer [1' (En cetite méme présentation =t donc
par symétrie des transformaticns . [1 % (n+n"+123} — [1I"% (n+n’" +12
||
Froposition ¥.1 : S 1" ezt obtenu &4 partir de [ par une =zuite
de transformaticons spéciales de Tietze , alors MEC!'I'J
est homgomorphe A MECFD
Démonstrotion : Les transformations T;z C permutation ocyveligque
d'un relateur 2 et 1;3 C inversion d’un relateur > ., et leurs

inverses ne changent pa 302 ; et done si 1" est obtenu & partir
de [ par une suite de telles transformations ; MECHﬁ et MECH’j
cont homéomorphes . Considérons les transformatiaons T; apliquées A
M ¢ ajouter un générateur a . = w(al;...;am} SCM' 2 est obtenu en
ajoutant. & SN2 un lacebl fermé& , =i un disque dont le bord est
identifié avec le lacet |, Dans MECﬁ’ﬁ . Le générateur 2 ajoute
une anse & MECHD . Supposons qus le disque rencontre le bord de
MS{HJ C et alors aussi la anse 2, en une courbe simple co’ ol o
e=t l'intersection du disgue avec la anse . Alors Hﬂiﬁ'l ezt forme
en attacharnt un veoisinage du disque bordé par oo’ | On peut alors
contracter ce disque pour @€craser la anse sur MECHD et ainsi MECHB
= MS{D'D

Conzidérenzs la transformation Tu € remplacer rooavec afljrli

On considére la presentation N qui est la relatien [ dans
laquelles on a retire le relateur F

Alors =M ezt aobtenu & partir de =00 3 en identifiant le bord
d'un disque avec le lacet de label e alors gue SCM1'2 est obbienu
en ldentifiant sur le bord dun disque =sur le lacet de label
aja:i'r-k. Cez disguss coupent la bord de MECTI"} en une  courbe

simple ¢ car les disques sont identigques uniguement sur leur bords

J

. L
: respectivement d et d' . Ils =sont trés proches saul en aa

L%
qui est une courke simple | Mais =i 1'on considére un veoisinage de
ces disques . on peut alors glisser dY ; dans <o wvolisinage | pour

arriwver A& d et donc HEEH} =t MECH‘) zant homéomer phes
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Considérons la transformation TH £ remplacer r, par r.rJ
1 1]

Msiﬂ*ﬁ est obtenu & partir de HECH‘} en prenant un volsinage d'un

disque awvant pour bord d' de label rlrj et Hgiﬁj est obtenu en
prenant le wvoisinage d'un disgque avant pour bord d . Mais puisque
r,oezst le label du bord 4dlun disque ;. on peut glisser df sur ce
disque pour obtenir 4 . [ ]

Le réesultat est alors 1immédiat

Theoreme Y.1 : Le probléme de 1l "homéomorphis=me est insoluble
pour les variétéds de dimension 4 et 5 _T]1 exizste une
clas=se de wvaridéLés fermées de dimension 4 vainsi
quune clasze de wvaridétézs de dimension 5 ,donnéges
de fagon ewplicitez pour lesqguelles PN e peut

décider =i deux wvariélLeés denndes sont homdomorphes .

Dans tisl + Haken s Boone et Foénaru yutilisent une
construction ameliordéde ,pour démontrer que pour tout degre D, et
pour Ltout n =z 4 ,i]l existe une classe récursive de preésentations
de wvariétés de dimensien n  , pour laguelle le probléme de
1l '*homéomorphisme de l'équivalence combinateoire ,du 4difféeomorphisme
sont de degre D .La difficultd provient essentiellement de
l"Etablissenent de présentabion de wvaridies ,c'est 4 dire d'une
sulte de de symbdles ,édtablissant les =tructures combinatcires

topol ogigues et difféerenticlles d'unes varliste
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