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1- Les groupes

> Un groupe est un ensemble G muni d’une
opeération (associative) interne, gui admet
un element neutre, et telle gue tout
element est inversible.



> lIs apparaissent initialement dans le
courant du XIXe siecle sous la forme des
groupes finis (Galois, Cauchy)

> Parallelement apparaissent les groupes
INfinis « continus » (groupes de Lie).
Mais ces derniers disposent de beaucoup
plus de structure (varietes differentielles)
et leur traitement necessite d’'autres outils

gue I'algebre.



Classification des groupes finis

> Un sous-groupe H de G est dit normal si

vgeG, gH.g =H
Onnote: H <G

> Un groupe est dit simple s’il ne contient aucun
sous-groupe normal autre gue 11} ou lui-méme.

= Zplorsque P est premier, le groupe alterne
dordre 5 A..




Classification des groupes finis

> SI un groupe fini G n’est pas simple, Il doit
contenir un sous-groupe normal A, d’ordre
strictement inferieur.

> SI H, n'est pas simple il doit contenir un
Sous-groupe normal H, .



Classification des groupes finis

> SI un groupe fini G n’est pas simple, Il doit
contenir un sous-groupe normal A, d’ordre
strictement inferieur.

> Sl H, n'est pas simple il doit contenir un
Sous-groupe normal H, .

> On continue ainsi jusgu’a obtenir un sous-
groupe simple ..

G=((H «Hoye )l
Hn—l Hl
L4 %

N
Tous les groupes.sont d’'ordre < |G |



Classification des groupes finis

> Dans le courant du XXe siecle, a étée
achevee |a classification des groupes finis
simples (« the enormous theorem; »).

> lIs se repartissent en 5 classes dont les
deux plus simples sont:

o |_es groupes cycligues d'ordre premier
» LLes groupes alternés d’ordre aur moeins 5.



Groupes Infinis discrets

> Les groupes Infinis « non continus »
apparaissent tout d’abord comme Sous-groupes
discrets de groupes de Lie.

> Poincare (& Klein) résout le difficile probleme de
integration des egua. diff. lineaires a coef.
algebrigues, en utilisant les groupes fuchsiens et
kleiniens (ss-gps discrets de  PSL(2,R) et
, PSL(2,C)) respectivement gp d’isométrie des
esp. Hyperboligues de dim. 2 et 3.

> |l est le premier a mettre en application |a
geometrie hyperboligue.



Groupe libre
> Soit X =X, X,,..., X, } un ensemble fini.

Un mot sur X, est une suite finie
d'élements de X ou de ses Inverses.

EX: XXy XX,
> L'ensemble E(X) des mots sur X muni de
'opéeration de concatenation est un groupe
S| I'on pose :
o L’element neutre est le mot vide &
. Quelgue soiti, XX =X X =&

C’est le groupe libre de rang n




Presentation de groupe

> Soit X comme précedemment, et R un
ensemble (fini...) de mots sur X.

> Une présentation de groupe < X |R >
definit un groupe G :
o Soit N(R) la cloture nermale de R dans F(X).
o Alors G est le quotient : G~ F(X)

" N(R)

> Exs: F(X)z<X,...x | >
Ze =< X |X° > 7Z®7Z=<ab|aba'b™ >



Topologie des varietes

> Une variete (topologique) de dim. N est un
espace topologigue separe, localement

homéomorphe a R"
(=2

EXs (en dim 2) :
S*x St




Groupe fondamental

> Soit X un espace topoloegigue connexe par
arc, et xe X

> Un lacet basé en x : f :(S%,0) = (X, Xx)

> L'ensemble des classes d’homotopie de
acets bases en x est un groupe lorsqu’on
e munit du produit naturel des lacets.

noté : m,(X,X)

> LLa classe d’isomorphisme du groeupe ne
dépend pas du point X choeisi. On note 7,(X)




> Théoreme de Schreler :
Un sous groupe d’'un groupe libre est libre.

> Demo (combinatoire) : laborieuse !
> Demo (topologigue) :

e gpe fondamental d’'un graphe X est un
groupe libre F.

Un ss-gpe de F est le gpe fondamental
d’'un revetement de X.

e revetement d’'un graphe est un graphe.




Somme connexe



Somme connexe



Somme connexe

i

M, #M,

Surface de genre 2



Somme connexe
7[1(A1)Z<a1’b1| > 72'1(A2)=<a2,b2| >

A Cr =

Surface de genre 2

A,



Somme connexe




Somme connexe

(M #M,) = 771('6‘1);7[1('6‘2)



Somme connexe

<a, l:)11 a,, bz | a1b1a1—1b1_1 = azbzaz_lbz_l >



Classification des surfaces

>0 x=0 <0
( A N\ 7 - N = N
S  T=§xS§ T #T #T

‘ (= @ =)
{1} 787 F, *F, F,*F,



> Le groupe fondamental se voit dans le
revetement universel M de la varieté M :

> Fixer un point x, € M

> G =7,(M) agit de facon libre sur M

> Construire un graphe plonge dans M

o y est un sommet de label g € G si Y =0.X,

o Aréte=relevement d’'un lacet de M
repréesentant un genérateur de G, avec pour
label ce generateur.

C'est le graphe de Cayley. Il peut aussi se
définir combinatoirement.




Stx S*

A a_lblk bl abﬂ a2bl
\ a_]:‘ 11 aA a21
a'b?l bl ab?t a®b™




Théeoreme d'uniformisation de Riemann

¥ >0 x=0 x <0
r A N = N —
§°  T=8x§ THT #T

SYSYce

7 - {1} YASN/ Fzze |:4?:2



Théeoreme d'uniformisation de Riemann

Courbure =1 Courbure =0 Courbure =-1
¥ >0 x=0 x <0
4 A N % N — N
S2 T=8x§ THT 4T
m, {1} 1.® L Fzze I:4?:2

Sphérigue Euclidien Hyperbolique






we 7z, (M)

Mot sur les génerateurs




we z,(M)

Plus de la moitié

du relateur R

doit apparaitre
dans W




we z,(M) Algorithme de Dehn

Plus de la moitié Procédure tres
i = o
du relateur R efficiente pour

doit apparaitre décider si un
dans W mot est trivial




Metrigue du mot

> On peut definir simplement une meétrigue
dans un groupe de type fini :

« Considérer son graphe de Cayley.
o Assigner une longueur 1 a chague aréte.

. 0(0,,0,) est la longueur du plus court chemin
dans le graphe de Cayley du sommet 9,
jusgu’au sommet 9, .



Trangles fins

> Dans un espace hyperboligue les triangles
sont fins : il existe une constante o = Otel
gue dans tout triangle, chaque cote est
dans un o -voisinage des deux autres.




Trangles fins

> Dans un espace hyperboligue les triangles
sont fins : il existe une constante o = Otel
gue dans tout triangle, chaque cote est
dans un o -voisinage des deux autres.




Groupes hyperboligues

> Un groupe de type fini est o -hyperbolique
Si Il existe une constante o =0 tel que tout
triangle geodésigue dans le graphe de
Cayley soit o-fin.

> Un groupe est hyperboligue si Il existe une
constante o tel gu'll soit &-hyperboligue

> Etre hyperboligue ne depend pas de la
famille generatrice consideree.



> Tout groupe hyperboligue admet un
algorithme de Dehn.

> Tout groupe admettant un algorithme de
Dehn, est hyperboligue.

> Ces groupes se prétent tres biens aux
resolutions algorithmigues. Ils sont bien
compris et alses a manipuler.



Exemples :

> Les groupes libres ne sont rien d'autre que les
groupes 0-hyperboligues.

> Un groupes fini d’ordre ¢ est c-hyperboligue

> Le 7; d’'une variete compacte riemanienne
complete de courbure < 0 est hyperboligue.
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