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INTRODUCTT O

Les groupes apparalssent socuvent naturellement sous la forme
de présentations Ceszentiellement. en topologiel (Etant donnge une
présentation ,on peut se donner les éléments du dgroupe comme des
mots sur les gendrateur=s . Le probléme consiste alers a grtudier des
propriétes laocales d'un groupe (i.e. portant sur les &léments) b
des proprisetes globales Ci.e. portant sur le groupel par le blails

de =3 presentatlon

Ern 1911 .Dehn Formule le=s probléames sulvants
Etant donné une préesentation de groups

Fraobléme du mot : Etablir une procédure permettant de décider
pour un mot  arbitraire sur les génédrateurs .s'il représente

1'élément neutrs du groupe

Probléme de la conjugaison @ Etablir une procédure permestiant de

décider pour un coupls de mot ,s'ils =zonl conjuguées

Probléme de l'isomorphisme @ Etablir une procéddure permettant de
décider pour deux présentations .si elles représentent le méme
T O e

Ces problémes portent le nom de problémes de Debn | Hous

considérons aussi un autre probléms .le probléme du mot généralisé

Etant donnde une famille de nots IR yodéoider pour un mot
arbitraire ,s'il ezt dans le sous—groupe engendré par Boree @ Cet
alors ,comme nous le wverrons on peut donner une £ariture de
1 &lément de groups correspondant sur al....ahj

Ces problémes sont fondamentaux (et ce pour plusieurs ralsons
Fremié&remsnt. .les problémes de topologie | se raménent redquemnenl
par le bials du groupe fondamental 4 des problémes portant sur
les présentations CAlars Botlr uns  presentation du Oroupe
fondamental ,decider =i un mobt est brivial revient a decider =i un
lacet, ferme est contractile ;décider si deux polts sont  conjuguss
revient 4 decider =i deux lacets fermds sont librement homoctopes

idécider =i un mot est dans lo sous-—groupe endgendre par al...,a
i

73]



revient A décider si un lacet fermd se reléave dans le revélement
correspandant au sous-groupe en un lacet fermé

Zi deux espaces topologiques sont homéomorphes ,alors leur groupe
fondamental sont iscomorphes (Alnsi le probléms de 1 isomorphisme

nous donne un crltére de démarcablon

Demuzxd emement Lha resolution du probléme du mot Cessentiel lement)
et des autres problemes de Dehn permel d'établir des algorithmes
de Decision pouwr beaucoup de proprieles | Par exemple =i 1'on a une
solution au probléms du mot ,pour une présentation donnés ,on peut

deécider =i le groupse est abélien Calors les commutateurs des

genérateurs Sont btriviauxd .51 un groupe est fina Lon peut
l"stablir ;on pesut  aussl construirse une table de multiplication
pour le groupe Cebce . (2

Mowvikow =t  REabin yont démontré  gu'en  géndral Ltous cas
probléemes =ont inscolubles Il ewiste néanoins dez groupes pour

lesquels on salt résoudre ces probléemes

Le but de nolre travail est le suivant
Cl> Etablir les Lhéorémes génédraux d'insolubilitsé

2 Etablir des reésultats d7 inscslubilité pour des qgroupes

&l Emental res

€32 Etablir des resultats de =slubilite dans des classes de

groupe Cles plus larges possibles)

Cdd Erablir la stabilité de la résoclution de ces praoblémses par
des construcstions ,ou des relations entre présentations ,ou enlre
aroupe

CHotons que  méms  sS1 les problémes de dehn portent sur des
présentations ,nous etablierons que pour tous Cexceptd le problems
de l'isomorphel la pozsibilite de régcoluticon est un invariant

algébrique dans la classe des presentation e,

Dan=s Ya premiéra partie noug atablierons les=s concepbts
elémentaires nédcessaires & la suile ,en particuliers la notion de
HHN extension Jdornt 1'utilisation sera omniprésente dans les

chapitres IT et TIII

Dans la deuxiemns partie ,nous établissops tous les résultats



d'insclubilité | Lhéoréme de= Post (Lhéoréms de Novikov . théoréame
d*adjan—-Eabin ains: gue desz théorémesz de Lhéorie des groupes
CHigman Higman—-Neuman—Meuman? qui nous seront wutilies pour la

=ul Le

Dans la tbLrolsiéms partie nous Stablissons des részultats
drinsolubilitéd =t de solubilité .pour des groupes &lémentaires
Ad.2. Jdélinless par des propriégtes algebrigquess elamenlaires ou
construits sur des groupes £lémentalres par des chaines de produit
libre amalgame ,=plit extension (produit direct ,extension HHM
.MNHous dtudions en particulier ,l'effet de ces constructions sur la

rézolution des problémes

Dans la guabtridéms partise ynous emplovons la méethode
geométrigus pour résoudre le probléeme du mot dan=s des classes
larges de groupes ,les groupes hyperboligques de M. Gromowv et
cerbtains groupes 4 2 petite simplification | MHous analwysont  en
particulier les nobtions dtalgorithme de Dehn .et d'inggalité
isopérimébtrique yve2t.  caracteéri=seons les groupes admettant L
algorithme de Dehn ,ou une indgalité isopérimetrigue Cce sont les
aroupes Hyperboliquesd | MNous &tablissons aussi la stabilite de la
propriéte aveir un probléme du mobt scluble dans la clas=se des

groupes finiment engendré par quasi iscmetrie

Fuisque ces problémes naissent éessentiellement en Lopologle
il SFtait naturel ,détudier certains effels des resultats gue
nous avons <labli ,en topelogie  Clest oo que nous Faisons dans la
cinguiems partise | MHous construizons =sur une présentaticon finie
yUNte présentations de S wariétes 4 bord et de d-variétés rermdes
sans bord .dont le groupe fondamental est le garoupe déeterming par
la précaentation e aroupe utilisas . Mous avons alars
L'insolubilité des problémes de Dehn pour des groupe [ondamentaus
de 4 warietés ot 4de 5 wvariétes MNous etablissons de plus une
résultat de Markowv :le probléems de 1 "homéomorphisme ezt insoluble

pour ces classes de wvariétes



CHAPITRE 1

NOTIONS PRELIMINAIRES

I.1 FRESENTATION DE GROUFPE

Scit X un ensemble dénombrable non wide .(On considére
X's,copie de X .I1 ¥ a une bijection naturelle por K — XX
sera noté X' et pour un &lément x & XK .plx) sera note xd',x sera
i

eventuel lement noté x+

On appslle mot sur 1" al phabet X Cou sur X2 ,Loub suite

finie d'éléments de X LU H_i .0n notera une telle suite xfi...x;n
m
=14} xi,..,x = X et si....s e {-1:1> .n ezt appelé longueur du
m m

mot . Le mot de lengueur nulle ezt appeld le mot vide et sera noté
1 .Un mot de longueur n est dit positif =i pour tout i =1 ...n
.5:=4-1 . L'ensemble des mots sur X sera noté MOXD . MMCXD muni de
la lol de concaténation est un monolde ,note MIOKD  avant pour
elément neutre le mot vide  Eoient w et o' ,deux mots sur un méns
alphabet ,on note w = w "si w et w ‘sont identigues . On dit gu'un
mot g est un sous-mot de @ ,si 1l existe deux mots (éventuellemsnt
vides) o et 7 tels que @ = o 4 £F .0n dit gque g est un sous-mot
initial CTESPL'termiHQIJ de w ,=zi1 il exizte un mot a tel gue
W= oW CreapL w = o 4 ) Deux mots w et w sont dits conjuguses
cycliques =i il existe dez mots o et 7 Céeventuellement vides)

tels que w=aoa 2 ,et w= 73 o .
On consideére les opérations sulvantes sur TROXD

€1 On note.w ———p w' larsque 11 exi=ste deux motz a et 2 tels que

- -4
w=axx 7,00 w=E/a X x 2P iet w=sEa @ (o x e X
i i {24
CE2 On note =ous les méme conditions o' @ ———y W
: y cd p (2} ;
On note @ ——3p ' =1 W ——3 W G OU ) s L

Deux mot=s w et w' =ont dits librement égaux =i w' peul étre obitenu

a4 partir de w par une suite finie d'opérations €13 et C22 ,i.e. =i

Fl

il sxiste une suite finie de mots Cwb...,m 2 on MbE G W = et
™ ™

Yi e O,..,n -1 , to—ms mi Un mot est dit librement réduit
.

+1



v on ne peut pas lui appliguer l'opération 13 Cc'est 4 dire si
il ne contient pas un sous-mot de la forme = x * y o x % . On
appelle reduction libre d*un mot une suite finie d'opérations
CL12 appligués au mot ,tel gue le mot obtenu soit librement réduit.

Il ezt aise de wérifier gu'étre librement &gal est une
relation d'equivalence sur MIXDY ,compatible avec la loi de
concaténation _Le guotient de MCIXD par cette relation a une
structure de groupe ,of 1'inverse de la classe d'équival ence de

J-Cf.‘l._ 3R ye2=t la classe d'équiwval ence de }C:Ef_. .- n .{Ce groupe
™ La]

sera noteé FCXD ,et sera appelé groupe libre engendré par X {ou sur

¥2 .Damn=s la suite on commettra 1'abus de langage consistant a

identifier un mot sur ¥ avec =a classe d'équivalence dans FOXD

PROPOSITION I.1.1 : Z==it FOXD un groupe libre .51 w et w' sonb
deux mots librement reéeduits ,w = w dans FIXI =ssi
w = w .En particulier =i w est réduit ,et w = 1 dans

FCY¥> ,alors ww =1

Démonstiration FEemarquons gus si un mot @  donné peut &ire
librement réduit en un unigue mob mo.il en st de méme du mot
obtenu A& partir de w par une opération €13 ou (22 .| Pour une
opération de la forme (12 le résultat est triwvial . Appligquons C22
4 w=AE .On cbtient w = A x % B Cl’autre cas étant similaireD
ygue lY'on réduit librement .| Une opération (123 intervenant sur un
socus—mot de A ou de B ,pourrait <&Etre appligués sur w ,et donc
done d’aprés ce gqul précéde n'altére pas le résultat .0On peut donc
sans perte de génédgralités supposer gue A et B sont librement

rédults. On o a alors un des cas sulwvants

wﬂséxxﬂBL}.ﬂ.Bzm

i

w = Axx B= ACx HoxB A'xBE=AEBE

]

L

w = A x x B = A xCx SOB 2, A xB=AB

I

L]

Done dans tout les cas =i w peut &tre librement réduit sn un
urnd que &l ément w il en es-t. de méme de W

Conzsidéronz deux mots librement réduits w et w \librement
egaux . Il existe donc une suite de transformations de la forms €12
et L2 changeant w en w .0Or w ne peut étre librement reéduit gu’en
Lui —méme. Done w' ne peut Stre librement redult gquen @ | Or w =st

librement réduit ,et donc w = w' . ]



Eemarcues Le procédé de réduction libre est déterministe ,i.e
le résultat d’une réducticon libre est indépendant de la fagon de
procéder . Four un groupe libre .donné par ses génédrateurs ,on a
une =olution au probléme du mot ,par application de réductions
libres

Etant donng un groupe & .et une = famille génératrice de &
.on peut se donner les elémentz de & .par des mobts sur les
générateurs .0On dira gue & est Libre sur 5 ,=i tout mot réduit
sur & ,représentant un £lément 1l"&lément neutre de & ,est wvide .On
vérifie alsément qutalors G est le groupe libre sur £ G =2 FCED
Un groupse est dit Libre ,si 11 est libre sur une de zes familles
genératrices

|X| =era appelé le rang de FCXI . S1 X est fini ,on dira gue FCOXD
est de rang fini .Un résultat important est le fait gu’un groupe

libre est uniquement déterming par son rang (4 isomorphisme présd,

PROPOSITION I.1.2 : Scient un groupe ¢ st w» @ ¥ —s & .Alors il
existe un unique homomorphisme ¥ ,tel que le diagramme

suil vant commutte |

ﬁ;&j“mﬁa?
S e TR
W
Eemardques Il s'agit méme d'une caractérisation des groupes

libres
Les groupes libres sont des objets universels dans

la catéegorie des groupes

Considérons un groupe G gquelcongue et =2 une famille
génératrice de & .Alors diaprés la proposition I.1.2 ,1il1 exicte
un unique  homomorphisme surjectif T . FL(E) — G ,dont la
restriction 4 £ est 1'inclusion sur les générateurs de & .O0n a
done & = FCSD/ker@ Toute groupe est done guotient d'un groupe
libre par un sSous—groupe normal | Appelons E un scus—ensemble de
FiEd ,dont la cldture normale dans FUS) est ker ¥ (elle sera notde
gpFEHCE)} .On appelle présentation de & la donnée de <« £ - E >
yof B est donng comme un ensemble de mots zsur S ,FI(S) s'appelle le
sous-groupe libre sous-jacent a4 G

Réciproguement considérons un ensemble = ,et R un snsemble de

B



mots sur 5 ,Alors il existe un groupe ,unigue 4 isomorphlisme prés
ayvant pour présentation £ Z  E > _En effet les éléments de E sont

eléments du groupe libre sur 5, et FCS}X definit un

ap CE>
. F{z)
unique groupe.

Les éléments de £ sont appelés lez générateurs ,et les
élémant de R ,les relateurs .Un relateur de la forme a.{fﬁ Sera
éventuell ement noté o = 7 Cet alors sera appele relationd | Un
élément de la forme x X & ou X % (x e S sera appelé relateur
Ltrivial.

Etant donné une présentation € £ 4 B *> ,on note gpld 5 ~ E »2
le groupe avant cette preésentation .Un groupe admet une infinité
de présentationzs .En effet ,si < 5 ~ E » ezt une présentation de &
v11l en est de méme de < S U {ay B U {Lar > si a2 £ 5 .51 le
contexte le permet ,on confondra un groupe =t une de =ses
préesentations

une présentation est dite finie .=i Z et E =zont finis .Un
groupe est dit finiment présente dfop.? .51 il admet une
présentation finle . Un groupe est dit finiment engendreée C(f.e.2 ,=i
il admet une famille géndratrice {finie (dans ce cas il admet une
présentation € 5§ - E » o0 2 est. finid

Dz la méme fagon que pour les groupes libres ,\lorsque Ll'on se
donnera un groupe par une preéesentation .on verra les mots sur les
genérateurs comms &léments du groupe ,i.e. .on confondra un mot
aves za classe d'équivalence .| Lorsque le contexte l'exigera ,on
notera w ,l'élément de groupe repreésente par @ | Pour un groupe &
s NOUS noLerons =, Pour exprimer une &galitée dans 6 L écriture =,
sera réservée a la relation &Ltre librement £gal .

PROPOSITION I.1.3 : Si un groupe G admet une présentation finie
< xz....}cn - rl,..,rm >
vainsi gu'une présentation finiment engendrés
4 A s el - El,... >
alors tous les relateurs .gsaufl un nombre ffini d'entre
eux sont superflus ,i.e
4 R - EL i =1 >

est une présentation de G, o I = N est fini

Démonstral ton : Appe]l ons F et Fz les guotient

1
. # M1 <Nz
correspondant. resp 4 la premiére et deuxléme présentation (Il

g



exizste un i=zomorphismse w @ Fi —F FE!NE »qul  envoie les

oy
géenérateurs Hoowopx o osUC des mr;:s SN A .. .aay Cde longueur
borné=l .Les images de RIS ysont dans le sous-groupe normal
engendré par Ei,..et.r:... ictest 4 dire s'écrivent comme produit de
conjugués sur ces relateurs (Fulisque les mots r;.-(rij.. : ,u{rm} sont
de longueur borndge ,seul un nombre fini de Ei. sont utiles a leur
gcriture comme preduit de conjugués de relateurs (De plus
t,u'iri",‘-',..,tp(rmj engandrent. Nz .En =ffet solt un mot w en A

ybrivial . Alors :,e.r'irCm} .5t trivial ,et s'écrit done comme produit

de conjugués de LIRS Alnsi w s'écrit comme produit  de
con jugués de r,v(r'ij b ,w:rm:t .Et donc seul un nombre fini de RL est
utile a engendrer Nz . L]

Etant donng un groupe G donné par une présentation < 5 ~ E >

sdeux mots w et w sont £gaux dans G Ci.e. =ont représentants de
i

la méme classe d'équivalencel.=i et seulement =i @« @ est
librement égal A4 un &lément de gpF{SECEZJ »solt =21 w est librement
égal a4 1 p. e p__‘,r:uii les ges zont desz &léments de B ,et les p.

L =

i.-—-i...]]-':

sont des mots sur 2 . 0n peut done passer de @ A w par une suite
finle d'opérations de la forme suivante

12 Insertion d'un sous—-mot de la forme = :-c_1 ,:{_ix Cx o 52 ,r.

Crie E>

C22 Suppression d'un sous—mobt de la forme x LM o8
L

De plus il est clair gue =si 1l'on applique une des opérations
précedentes 24 un mot  ,on obtient un mot de la méme classe
d'équivalence . Ceci a donnéd a4 la théoerie s'intéressant aux groupes

par la donnge de présentation le nom de combinaloire des groupes

I.2 TRANSFORMATIONS DE TIETZE

Notations : On note w{ai,. . ,ahj lorsque le mot w s'écrit sur

R .51 1l'on a une correspondance a &—— b pour L = 1..n ,an
1 L

note waL} le mot obhtenu & partir de w ,en remplagant toutes les

ocourences de a ,par b ,1i =1 .. n
L L

Soit £ XopwoaX - P oresal 2 une présentation finie d'umn groupe
T m
G .0n considére les transformations sulvantes ,appelées transfor-

“-mations de Tlietze

10



T:. : Ajouter 4 la prézentation de G ,un relateur r o L gqui
m
appartient 4 la cléture normale de {rl.. T
m

T:": Opération inverse de T,

Tz : Ajouter & la présentation de G ,un générateur = i yalinsi
T

quiune relation = = w (x ,..,x D
Tied 1 L

T—":

o Opération inverse de Tz

THEOREME TI.2.1 : (Tiet=zel
Deux présentations finies sont des présentations du
méme groupe ssi oon peut passer de l'une A 1'aubre par

une suite finie de Lransformations de Tietze

Damonstiration : Condi tion suffisante
La transformation T‘1 laisse le groupe libre sous-jacent =t
son sous—groupe normal inchanges et done le groupe reste identigque
Solent & donng par < Xop-o ¥ £ 0. > et G dont la
m
présentation est obtenu 4 partir de celle de G par une
transformatien T .Considérons ¢ @ {3 ... .3 ¥ 0 F e—p I3 ... . %X ¥
2 i ™ a8 i m
dont la restriction & {xi,. e o oest l'identité et tel que 1'image
T

der 2 solt m(:-l:l‘..,x) intervenant dans T2 LAlers il ewxliste un
TN T

+d

unique homomor phisme sur jectif du groupe libre sous—jacent 4 &'

dans Glprop. I.1.2).Les relateurs de & sont dans ker ¢ et

donc ¢ passe au guollent en p: B — B » homomorphisme sur jectif,
De plus soit un mot I en <>c1...,xﬁﬂ} tel gue EC{'} =g 1.Alors en
utilisant X wixl..,.xﬁ}.an a un mot I en {xl,..,xﬁ} tel gue
£ = Ej’: L'image de £ par :;\5 est le méme mot ,gui est librement
£1 -4 £k -4

egal A4 un £lément de la forme Pr P, .- -Pr P, o les r sont
des relateurs de G .0r tout relateur de G est un relateur de &7 et

= L = pi o o
done £ Gf{'_ i 1 . Ainsi ker ¢ = gpﬂrC{ri,.,,rmﬂ}Z} set done ©
est un isomorphisme de G° dans & . o

Condi tion nécessalre
Supposons que $ admette deux présentations finies 7 et o' que
1l'on notera 4 a - :‘J{ai_} b et < .aTL,/ r'J_’C:a‘U} >
Fuisque les deux présentations représentent le méme groups il
v a des mots a;* = alreprésentant les afv .Alors les r'j’Ca:’Z}
sont conséquences des era_L} Ci.e. =zont dans le sous-groupe normal

endgendré par les rlall .De méms il v a des motz o en af
] L L L

11



représentant les a ,et les r{al sont conséguences des r; Ea:}.
(9 1 i s "

On effectue alors les transformations de Tiebtze suivantes

< a s rCad »
L J 1

< a A rfal ;rCa’l > par T
L J i 1 L 1
< a :a' s rfal ; r'ca’l ; a = a > par T
L L ] L 4 I Pty - 2
Ca :a'~srfal ;r’fa’') ; rlatd ; a'=a'> par T
L Lt J L i L i L L L i
~i
< a : a'srlald ;3 riCalld ; al=al par T
L L 1 . 1" [ L L i

e

= B |
L L!’

f ;oas o » par T;

Cx®) < a ; a'.~s rCal
1 LT i i

De méme on peut tranformer la présentation n’ en (¥} par unes
suite finie de transformations de Tietze .Et ,en considérant les
transformations inverses 0% zZe bLtransforme n" .0On oa alors une

zsuite finie de transformations de Tietze

T —s . ..—3 (%) —3 |, 6 — 1’ C.O.F.D.m
Eemar quas Zi l'on sz permet de faire intervenir dans les
transformation ,une infinité de géndgrateurs ou relateurs ,le
th&or &me Se généralise aux préesentations guel congues . La

démonstration est en tout point similaire

Ce résultat caractérise combinatociremsnt des présentations
Cfinies) 4d'un méme groupe ,tout en fournissant des opérations
Elémentaires permettant de changer une preésentation d'un groups
sen une autre Il ne fournit néamoins pas de procédure =ffective
permettant de décider si deux présentations données ,définissent
un méme groupe. Cependant pour une présentation finie 4d'un groupe
&, les transformations de Tietze permettent d'établir un
algorithme énumérant toutes leg présentations finies de G | Ainsi
pour des groupes dont on connait une présentation finie canonigus
»on peut énumérer toutes ses présentations finies . Clest le cas
des groupes libres de rang fini (avec pour présentation (x‘..xﬁf »
»des groupes abé#liens (théoréms de Kronecker? ydes groupes finls

Crelateurs  xx = >, 2 ,du groupe trivial C<a ~ ak*d ,etc ...
L

COROLLATEE I.=2.1 : On peut construire un algorithme ,gui  pour
une présentation finie guelconque ,énumére toubtes

les présentations finies du méme groupe
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Démonstratton Hous allens construlre un tel algorithme
Considérons les transformations £lémentaires de Tietze
Tf1:ﬂ1;.T:' .Une telle transformation sera dite de rang k

Ck = Ml ,lorsqu’une de=s conditions sulvantes est satisfaite

-Il1 =s'agit d'une transformations T1 g T;‘ portant sur un
relateur E dérivable en k étapes .i.e obtenu & partir du mot vide
par au plus k opérations consistant 2 insérer ou & sSupprimer un

relateur Cautre gque E) de la présentation ,ou un relateur triwvial

-I1 s'agit d'une transformation T2 ou 1;‘ sportant sur un
générateur o et un relateur o4 = ow T, .., J, el gue le mot
mird r+i i ™
w soit de longueur au plus k

Pour une transformation T quelcongue 3 kK = N ,tel que T soit
de rang k . D= plus T est de rang k' pour tout k= k

Zi 1l'on se donne une présentation finmie ,alors pour k = N ,il
¥ a un nombre fini de transformations de rang k pour cette
présentation .De plus il ¥ a une procédure finie les déterminant
toutes
-0n deétermine toutes lez opérations T; réalizsables ,en énum&rant
tous les &léments dérivables en k édtapes Il v a un nombre fini
de relateurs et de générateurs et done aussi d'opédration T; .
-0n détermine toutes les opérations 1:1,En considérant pour chague
relateur de la prézentation ,touzs les mots dériwvables en k
etapes 4 partir des autrez relateurs .(Puisgqu'il ¥ a un nombre
fini de générateurs et de relateurs on peut déciderCapreés
réduction libre des mots obtenus I pour chaque relateur ='il
est dérivable des autres en moins de k étape=s ,et ainsi déterminer
toutes les transformations T:{
—On détermine toutes le=s transformation Té vn considérant Lous
les mots de moins de k letires ,qui bien sdr sont en nombre find
~-Pour déterminer les opérations T;i}cn repére les géndrateurs
n'apparalissant gue dans un @ unigue relateur .On peut alors
appl iquer T;l,uniquement lorsquaprés  réduction cyclique du
relateur ,le géndérateur considérd a une unique occurence ,et le
relateur est de longueur k + 1 .De méme gque précedemment 11 n'y a

gu'un nombre fini de possibilités
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L'algorithme d'énumération est le suiwvant :
-Etape 1 :Enumérer et appliquer 4 la présentalion toutes les
transformations de rang 1 .On obtient un ensemble ffini de
présentations (finlies) 1&
-Etape |1 : Enumérer toutes lesz transformations de rang 1
appliquables & des &léments de E%_ vet les appliquer .0On obtient
un ensemble fini de présentations (finies2 $L‘

Considérons deux présentations finjies 4'un méme groupe ., [ =t
M .Alors il v a une suite finie de prézentations (1.2 .Cnﬂ;..;ﬂhj
telle que [1 = ﬂn et II'= nn set une suite finie de changements de
Tietze Ct;;";tnj 2ibels que W 1 e {1....n2 La change I'IL__1 en HL
on note Crgf..;rgnj la suite finie d'entiers ,telle que rg, esth

lg rang de £, .On appliqgus 1'algorithme précédent A ﬂﬁ .Alors
L
- 1'!.1L e=t obtenu 4 l'&tape rg,

- =i rgzi rg, alors ﬁz est obtenu a 1'étape rg,+ 1
= =inon Hz ezt obtenu A4 1 étape rg,
—eLlc

Et ainsi =oit M tel gque rg = max {rg‘....rgﬁ}.ﬁlcrs M est
™

soe etape | Toute présentation

obtenu exactement & la Crgm + n = md
finie présentant le méme groupe gue [1 est donc énumérés au bout
d*un temps fini.L'algorithme néamoins tourne indéfiniment et 1'on
ne =era jamais en possession de toutes les présentations finles du

mEnme groupe . =

COROLLAIRE I.&2.2 : On peut construire un algorithme .qui pour
deux présentations finies d'un méme groupe permet
d'exprimer tout &lément du groupe donné par un mob
dans une des présentations ,comme mobt dan=s 1'autre

présentation

Démonstiration : Nous allons construire un tel algorithme

Etant donndes deux présentations [ et 1" finies d'un méme
grogpe | On peut utiliser 1'algorithme précéddent pour Enumérer
toutes les présentations finiez ,représentant le méme groupse gque
MN".Alors au bout d'un temps fini ,on obtiendra M7 . Cet algorithme
permet en outre diexpliciter une suite de changements de Tietze

Cti,.,,LN) alnsl gu'une suite de présentations {HG....HNJ s menant
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de M & N0 Ci.e. 1 = ﬂu N = HNJ

Considérons un mot « exprimé dans [0 .L'algeorithme sulwvant
permet d'écrire un moet de [l en un mol représentant du méme <&1lément
dans [’
— Eoit un moel w exprime dans 1'11_L <ot t. est une operation de la
for me T: »de genérateur o4 et de relaleur o4 = m o9 m est un mobl
sur les gendrateurs autres que ao.alors o o=t le mot obtenu 2
partir de w en remplacant dans @ les occurences de o par m

Sinon w'= w Lw' o est exprimé& dans I'Ii'+1 2t représente le meme

element du groups oQue

Selt un mol exprimé dans i, »On réiteéere l'opération 1'opéra-
-tion précédents . On fini par aboutir 4 un mot dans HN L @xprimant

le méme &léement que w | =

I.3 FROBLEMES DE DEHM

On considére un groupe & donng par une présentation finie I

Les problemss de Dehn sont les sulvants

=Probleéems de 1l égalité Existe—-t-1il un algorithme permettant de
décider pour tout couple de mots sur les géngrateurs shils

represent le méme &liment du groups

=-Probl éme do mot Existe-t-il un algorithme permettant de décider

pour Lout mobt & sur les gendrateurs =i W =1

~Probleme de la conjugaison Erxiste-t—-il un algorithme permettant
de decider pour tout couple de mot ,s'ils représzentent des
fléments conjudgues du greoupe Cl.e si pour 2 et v 3 h = G tel

quE hi% ho = y dans &

-Problems du mot géndralisé Existe-L-1il un algorithme gui pour
n + 1 mots Aveaad WX Jdécide =i x est dans le SOUS—gr SUne
engendre par B reaad

-Probléems de 1'isomorphi sme Existe—-t-il un algorilhme permettant
de décider pour tout couple de présentations finies n et 017 =1

godild = gpdll’

-
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Il faut remarquer que les problémes de Dehn portent sur une
prézentation d'unm groupe =t non sur le groups. Nous verrons
néamoins que pour les 4 premiers ,leur résolution est indépendante
de la preésentation f.e. choisie

On  distingue dans les problémes de décision sur les
présentations ,un probléme local ,d’un probléms global [i.e.
portant sur les mots ,ou sur les présentations .Le probléme de
1’isomorphisme est gleobal ,alors que les autres problémes de Dehn
zont locaux. Le probléme de 1l'isomorphisme semble &tre un anal ogues
global du probléme de l'égalité  Dans les deux cas .deux mobts ou
deux prézentations sont équivalentes,si 1'on peut aller de 1 unled
4 1l'autre par une finlie de transformations £lémentaires . Dans les
deux cas le probléme de décision consiste 4 décider =i 1'on peut
construire entre deux £lémsnts un cheminement .Dans la pratigue
seependant la reésclution du probléme de 1'isomorphisme s'avére
gire bien plus complexe .

Ces probleéemes n'ont de sens que pour des présentations gue
1'on peut expliciter ,c'est pourguod on les définit pour des
présentations finies .Les probléemes locaux peuvent ndamolins &tre
etendus 4 une classe plus large ,les présentations récursives | Une
prézentation =st dite récursive si elle admet un nombre fini de
générateurs ,et si 1'on peubt Enumérer ses relateurs C(la notion
d*énumération sera formalisée dans le paragraphe I1.42 ., En
particulier ,toute présentation finie est récur=sive

Four de tellez présentations ,on a des algorithme de
semi —décision (i.e. d'énumération) .On a deja vu Ccorollaire [.2.1
Jgue l'on peut £numérer toutes les présentations finies d'un
groupe f.p. .Pour les probléms locaux ,on peut pour un groupe e

yEnUmMeErer sous une forme cancnigque ,tous les &l &éments du groupe

triviaux ,égaux & un méme Elément ,conjugués d'un Slément ,ou
='édcrivant sur des géndrateurs donnés (=1 la présentation est
récursive ralors o peut Enumnerer tous les changements

elémentaires ,et ainsi tous les mots vérifiant les propriétés
respectives .

Zi l'on veut cependant décider ,par exemple, si un mot est
trivial ,un algorithme de semi-décision laissera l'utilisateur
devant des indécisions .En effet pour toubl £lément non triwvial

L'utiligsateur a un temps donng ne pourra décider =i 1°&lément
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n*ezst pas trivial ou bien si ,tout simplement la procédure ne l'a
pas encore déterming (les procédures d'énum@ration sont en géndgral
infinies) .De fTagon générale il en est de méme pour tout les
autres problémes ,un algorithme d4d'@numération ne réscoud pas le
probléme  : 1l permet d’énumérer une liste perpétuellement 1incom—
—pléte . Femarguonz nédamoins gue dans la cas d'une classe de groupe
f.p. pour laquelle tout groupe admet une Cuniqued &Scriture
canonique ,l'algeorithme d'énumération établit au corecllaire I.2.1
«nous permet de résoudre le probléme de 1'isomorphizsme dans cette
clasze _En effet &tant donnges deux présentationsz ,on  peut
énumérer toutes les autres présentations des méme groupes | On
finira par aboutir 34 deux prézsentations canconiques ,et 1’'on pourra
décider =i elles représentent le méme groupe .Alnsi .,c'est le cas
des groupes finis ,abéliens ,librec . En pratigque celte algorithme
rainsi gque tout autre algorithme ,utilisant une Snumération par

changements de Tietze ,n'est pas effectifl

Dans la suite ,étant donndée une présentation 1 ,on note
respactivemnent . WFIND L EglMD 8PN ,EWPIND |, FoePl1D ;le probléme
du mot ,le probléme d’'égalite ,le probléme de conjugaison ,le
probléms du mot génégralisé ,et le probléme de 1'isomorphi=zme

(respﬁ sur 1

Etant donnégs deux problémez de décision A et B ,on dit
que A est réducible A B et 1l'on note A = B ,si un algorithme pour
B permet d'établir un algorithme pour 4 ,c’est 4 dire =i une
réponse positive au probléme A est nécessaire A une réponse
positive au probléme B . Ainsi WPIID = 0010 ,puisque =i 1'on peut
décider si deux mols sont égaux ,on peut décider lorsqu™un mot est
trivial .Réciprogquement deux mots w et p sont &gaux ssi o ow #-1 =1
;ainsi ¥gCID = WACID.On note ¥KID = WAL .La relation = est une

relation d'équivalence sur l'ensemble des problémes de décision
sles classes 4Ad'f&quivalences admettent un ordre partiel = ,et
sont appelées degrés {cetlie notion =se formalise en theéorie des
fonctions récursives .Etant donnégs ,deux scus-ensemble de HF ,A et
E ,on é&crit A £ B ,=i X, est construit A& partir de X, el des
fontions &lédmentaires ,grice aux =chémas de construction des
fonctions récursives .On démontre gue = est une relation

d*équivalence sur les sous-ensembles de M e N ,qutil existe
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urne infinité de c¢lasses d'égquivalence et gque la relation =
dtaklit Lre structure d'ordre partiel sur les clazses
d'équivalence .avec une borne maximale O degré du probléme
drarrét de la machine de Turing universelle et une borne minimale
O ,clas=ze des ensembles récursifsd
On ne ='interessera plus au probléme de 1'égalité,sa décidabilité
ezt dans tous les cas équivalente A4 celle du probleme du mot et
de plus un algorithme pour le probléme du mot fournit Cde fagon
explicited ,un algorithme pour le probléme 4d'égalité | On peut
remarguer d'autres cas de réducibilité dans les problémes de Dehn

WPCMD = eI ,ceci car pour décider si un mot est trivial il
suffit de décider =2'il est conjuguéd au mot vide

WRCMND = FWPTD ,car pour décider =i un mot est triwvial il
suffit de décider s'il appartient au sous—groupe engendrée par le
mot vide .

Ainsi ,=i 1'on démontre que le probléme de conjugaison ,ou le
problémse du mot généralisé sont résclubles pour [ ,alors le
probléeme du mot est résoluble pour 1 Cet par la méEme le probléme
de 1'dgalitéd Dualement .si 1'on montre que le probléme du mot
ntest pas résoluble il en est de méme pour les problémes de

conjugalsons et du mot géndralisé

LEMME I.32.1 : Dans la classe des présentations récursives ,les
prablémss du mot géndralisés ,du mot et de conjugaison
sont des invariants algébriques 1.2 y pour deux
présentation=s récursives ni »et ﬂz d*un méme  graups

‘?Pfﬂi_'l = ‘WPCHZJ 5 ‘&5"'(1113 = E.‘?El'lzf} . WPCI’Iij = WPCHEJ.

Démonstral ion @ Considérons deux présentations H1= CS&XE;} et
ﬂ2= <52/E2}. ,d'un méme groupe (Alors il exi=ste un izomorphisme
e chij/gpt Eij—} FCSEJ e EZJ qui envoie les géndrateurs de

l'Ii di zons &, Sur des motzs de l'Iz di sons o . Bemargquans que
génerateurs sont en hombre find

Zi il ewiste un algorithme résoalvant %P, BF LE¥EWFP | pour l'l2
salors 11 existe un algerithme les rasolvant dans Hi JPuisque les
génerateurs de 1'Ii sZoent en nombre find i1 existe un algorithme

changeant un mot de H1 =N Un mot de 1'I2 CIl suffit de =se doter

18



d'une table de correspondance 2, mg yet alors pulsque ces
éaléments représentent le néme Slément de groupe ,et que la
validité des propriétés C(&tre triwvial yoon jugue d'un Elément
... he dépend pas de la présentation  ,pour des mots w de ﬂi,
on détermine leur édcriture dans Hz ye2t. puisque l*on peut alors
diécider de tous les problémes dans Hz son le peut aussi dans H:'

De fagon similaire on peut voir que si des algorithmes

exiztent pour 1'I1 ,alors il en est de méme pour ﬂz ‘ o
Les algorithmes e que=z=tion ne sont pas donnés
constructivemnent yotest A4 dire que =i 1'on =e dote »d"un

algorithme résolvant ,par exemple ,le problemse du mol pour une
présentation récursive d'un groupe & donné ,alors on sait gu'il
exizste un tel algorithme pour toute prézentation récursive de G
ymais on ne sait en géndéral pas ltexpliciter (En failt 1la
constructivite de cet algorithme est réducible 4 la constructivites
d*un isomorphisme donng explicitement ,c'est & dire par 1’image
des générateurs (et inversementl

Dans la classe des présentations finies ,le corcllaire I.2.2
nous permet Sdtant donndges deux présentations de construire un

tel izomorphisme .On a ainsi un résultat plus fert

LEMME T.32.2 : Sl 1'on dispose d'un algorithme pour résaudre le
probléme du mot gEnéralisé Crespt du mot ,de la
conjugalsond pour une présentation finle d’un groupes
e ,alers on peut construire un tel algerithme pour

toute présentation finie de G

Ain=i l'on peut parler pour un groups G f.p.Cou rec.p.2 de
WRC S s BIPCED s EWFRCE . Dans la =sulte nous parlerons de ces
problémes pour des classes particuliéres de groupe .p. . Lorsgue
1*on dcnnefa explicitement un algorithme ,on le donnera pour une

prézsentation finie canonigue d’un groups un al gorithme pourra

alers étre ceonstruit pour chagque présentation finie de ce groups
ygrace aux algorithmes donnés dans le cerollalre I.2.2 et le lemnme

I.2.1 .Cet algeorithmes ne sont ndamols pas effectifs

Definition : On dit dT'une= propriéts de groupe gu'ellese est
héreditaire dans une classe de groupe C ,lorsque si un groupe de

C wvérifie cette propriétée ,il en est de méme de tous ses

19



sous—groupes qui appartiennent a4 C

LEMME I.3.3 : Avolr un probléme du mot rézoluble est un propriéts
héréeditaire dans la classe des groupes recurcsivement

présentés

Démonstiration : Etant donnges deux groupes H et G par une
prészentation récursive ,tel gue H est un sous-groupe de & ,alors
il existe une application injective quli envoie les générateurs de
H ,=s=ur des mots de &G.Le noyau de cet application est triwvial et
ainsi un mot de H est trivial ==si =zon image est triwvial .51 le

probléme du mot est résoluble dans G ,alors de méme gque pour le

lemme I.2.1 ,il est résoluble dans H . =
Eemarque Le probléme de la conjugai=zon ,n'est pas héréditaire

dans la classe des groupes récursivement présentés ,comms nous le

varrons dans la suite

Definition i On dit d'une propriété de groupe P o,gque c’est unes
pely-propriéteé ,=i pour toutbt groupe G ,tout sous—groupe normal de

S N isi N et G wérifient P ,aleors il en est de méme de G .

M
Hall a démontre yaquEbre finiment presentdé yest une
poly-propriété
Lemme I.3.5 : etre finiment présenté ,et avoir un probl éme

du mot seoluble est une poly-proprisgte

Demonstralion Considérons un sous—groupe normal N de G ST N

el G-N sont finiment présentés,.il en est de méme de & C(Halll .Cn

considére le plongemsnt naturel [T @ & — G/N .Etant donnés une
une présentation finie « 2 o B > de G ,on peut prendre une
présentabiqn finie Cproposition I.1.33 de GfN avant pour
générateurs les  images  par N des &léments de = yet une

présentation finle de N od les géndrateurs sont des mots sur £ . De
plus dlaprés le lemwme 1.2.2 ,la réscolution du probléms du mot ,est
indépendante de la présentation .Supposons gque N et &7 aient un

)
probléme du mot soluble

Etant donngs un mot o sur S =a 1 s=1i MCed = 1 dans GKN ; et
w = 1 dans N .Pour décider =i un mot @ = 1 dans & ,on teste si
Mwr = 1 dans G/H LBl ce ntest pas le cas .alors w #G 1
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Si c'est le cas .alors @ € N .Puisque N est f.p. .on peut Enumérer
tous les &léments de W ,et leurs écritures dans G (simplement .en
enumerant tous les mots de N ,et en leur appliquant toutes les
transformations utilisant des €léments de R (Alors on finit par
trouver une écriture de w sur les generateurs de N | On peut alors

décider =i @ =N 1 et done =1 W =G 1 . ™

Eemarque : En particulier toute extension 4d'un groupe ayant un
probléme du mot soluble par un groupe avant un probléme du mot
soluble ,a un probléme du mot soluble . (en particulier ,pour les
produits direct=s ,et semi-—-directs Cou split extensiondd.

Avolir wun probléme du mot géndralisé CrespL de
la conjugaisonl ,soluble n'est pas une poly-propriéts CNous
gtabliront en III.2 ,l'existence d'une split extension de =2
groupes ayant ces problémes soluble ,pour laquelle ils ne sont pas

solubles) .,

I.4 MACHINEZ DE TURIMNG

Pour discuter de l existence d'algorithme ,nous avons d'abord
besoin de formaliser la notion intuitive d'algorithme .Cl'est ce
que nous nous proposons de faire dans cette partie

Un algorithme est un procedé permettant de décider pour des
eléments donnés explicitement Cpar une suite finie de symbdle
vde telle gu'un utilisateur ,peut pour chague £lément ,17écrire
sous sa forme explicite 2 ,s7%ils wvérifient ou non une certaine
propriéteé  ,c'est A4 dire s'ils appartiennent A4 un  certain
sous—ensemble de l’ensemble de ces élément=s . L'existence de tels
algorithmes ne dépend pas de la fagon diexpliciter les <&£lédments
smais de la propriete gtudiede .On dit intuitivement gu'une
propriéete CrespL un  ensemblel) est calculable ,=1 1'ean peut
reconnaitre grice 4 un procédé mécanique Cou “machine"l ,si un
&lément la vérifie Cresp lui appartient) ,ocu non .Cette notion de
calculable a &té formaliséde dans les anndes 30 .en la notion de
récursivite ,par Turing ,Godel ,Church (... de diverses fag¢on qui
sont. Ltoutez Squivalentes .(La thése de Church affirme que la

recursivite est une définition rigoureuse de la calculabilité
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LElle est wérifide par 1 expérience depuis plus de S0 ans ,on n'a
encore jamais trouve un ensemble gui seolt  calculable Cau sens
intuitif 4du termed ,et gui ne soit pas récursif (On ne peut
démontrer la thése de Church ,pulisque ce n'est pas une assertion
mathématigued

Nous utilisons la définition de Turing .qui n'est pas la plus
maniable ,maiz gul dans notre cas sera la plus pratigue .La
théorie des fonctions récursives aurait ,par exemple ,&te plus
naturelle pour définir la notion de réeducibilite

Dans la =suite nous continuerons a4 parler informellement
d'algorithme . Far exemnple on ¢tablira des algorithmes ,plutdt gue
de démontrer que l'ensemble en guestion est récursif . Ce seralt un
travail trés laborieux ,et en falt la théorie ne sert gu'a
démontrer qu'un probléme de décision ezt récursivement insoluble
yil.e. qu'il nlexiste pas d'algorithme permettant de décider Con
enploliera aus=si le terme récursivement solublel . C'est la raison
pour laquelle ,il a fallu attendre 1930 .pour gque ces hnotions
apparaissent .puisque l'on pensait avant les travaux de Gidel
gque des algorithmes existaient toujours .

Turing utilise des “"machines" formelles ideales set
glémentaires ,permettant Cen principel d'effectuer tout ce gu'une
machine peut faire .De telles machines sont appelées machines de
Turing .

Dans cette partie .paralleéelement au discours formel ,nous

nous donnerons une interprétation intuitive des notions employvées,

De facon informelle .on peut se représenter une machine de

turing comme une bolte composés d'une téte de lecture—dcriture

r

parcourant. par une bande de longueur illimitdée . La bande est

constitude d'une sulte de cases , chadque case contenant un synbdle

pris sur un alphabet fini S={50...,5 > Con considérera gue le
Ll

synbéle =Zo représente un "blane" J.€e.f. fig.1J.Lles actions de

la machine consistent 4 scanner une case ;lire ou écrire sSur une
case scanng déplacer s=a téte de lecture sur la bande (de fagcons a

sCcanher une autre casel
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La machine posséde un nombre fini d'etats oo e«  ERIEPR o
o m

& chaque instant |, 2lle se Lrouve dans un £tat donnd ,=a téte de
lecture—dcriture positionngs sur une case de la bande | Son
action ezt alors déterminés par sa structure initiale . Son &tat
c2t le symbéle scanné =sur la case .La machine peut alors

effectuer une desz actions sulwvantes

Cil Eemplacer le symbéle scanng s par le symbéle =' et
passer a l'satat ogf
Ciid Se déplacer d'une case vers la dreoite eb passer
a l'etat o .
Ciidid Se déplacer d'une cagse vers la gauche et passer
a 1l'état g .
ol =.=z' e 5 ; g e {qn,...qm}
La machine se trouve initialement a 1’é&tat q, » sa téte
dtant peositionnde =sur la premif#re case ,3a gauche ,non vide . Pour

ef oot user le caleul d'un mot a3 de @. Censemble des mobls sur
l'alphabet &3, l*utili=sateur fait démarrer la machine avec w

inscrit sur la bande

Dans la sulite on considére & = {sﬂ,,.,sh} et 3 = {qn....qn}

Definitions 3 Uty Cuadruple sur 1'alphabet & ,et 1'ensemble
d'états & ,est un 4-uplet d'une des formes suivantes

qs s'q’

qs kg’
g=L g ol Jg,q" €8 , .8" € &

Ll appelle préfixe d'un gquadruple ,le 2-uplet
formé de ses 2 premiers éléments Cg,s3

Définition : Une machine de Turing ,est un ensemble fini de

guadruples sur un alphabet et un ensemble 4d'é&tats
tel gL pour  tout couple de guadruples . leur
préfiisee sont  distinets Con dit qu*il n'y a pas

d*ambiguite o
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Femar gus Lorsgque l'on parlera d'une machine T sur un
alphabet & =t un ensemble d'é&tat & ,on prendra & et & minimum
Ji.e tels gque tout élément de & U 8 ait une ococurence dans un

quadruple de T .

Informellemnsnt ,le gquadruple g s ="g9* ¢ respectivems=nt
q=RFRqg .gs L g J correspond 4 1l instruction : "lorsque 1'&état
ezt q .le symbéle lu est = :effectuer 1 action (i) Crespectivement
Cii> L,Ciii2 2 _Ain=i la définition d'une machine de Turing
formelle ,correspond infoermellement & ce que nous avens appele
ztructure initiale de la machine 1.e. ,les régles déterminant les

actions de la machine .

Définition : Une description instantange est un mot sur © v R
avant exactement une occurence d'un Elément de 1
Une de=zcription instantange o = SL"'SquSi"'Sn doit é&tre
informellement interprétés comme “description instantangs" de la
machine i.=., le mot inscrit sur la bande est S....5_ 17Etat est
9 le symbale lu est sj Cgsymbdle s trouvant immédiatemsnt &
droite de q, 27,

Definition 3 Considérans une machine de Turing T . @ =t /3
deux descriptions instantande=s ; on dit gue a — 3
ezt un mouvement e&elémentaire =i il existe P et Q
mots sur £ Céventuellement wides 2 ,tel gue l'on a

une des conditionz Sulvantes

. a = F g=. Q .
Cid {.-'? o q-{si a ol quj*skql = T
a =P gs=s Q
Ciid {‘? ~— P E'l:qJSL a ol qisj B q, = T
1Lk
Ciiid =2 g8 o Rqg e T
* =P quJs qi.s_j 9
L o
a=P sg= Q4
Ciwd {ﬁ' g qts;‘s; Q o qiﬁj L q, = T

=4



o = gs, Q
vl { e o g= L g e T
{7 = qLSDSj L] i L
Eemargues On interpretera o — 3 .comme une operation

dlémaentaire de la machine

Les cas Ciiild et Cvd formalisent la présence d’une
bande infinie a4 droite et 4 gauche

Etant donné gu'il n'y a jamais d'ambiguiteé ,o —s 3

Bl ool — o= 7 = ¥

Definitions ¢ Un calcul de T est une suite finie de descriptions
instantanées Blpe et aveo A—> o pour tout 1
™ L+
de {1,..,n - 1> ,=t tel que pour toute description

instantangs & , on n'a pas . —3 & .al (r-esp" @ ) est

1
alors appelé description initiale Cr-esp'“ terminalel.

Soit w un mobt sur & ,on dit gue TCwd) existe =i il

existe un calcul de T ,avec pour description initiale

e

Soit eCT) = {m e & - TCw) existe } LOn o dit gque T
cnumere =CTD

Definition : E < E* ezt dit récursivement <Eénumérable =i il

existe une machine de turing qui Snumare E

L]

Définition : E € © est dit récursif =i E et & ~ E sont

récursivement. Snumérables .

Si un ensemble E est récursif alors il existe un algorithme
décidant. pour un £lément donné €crit sur € =s'il1 appartient 4 E . En
effet 1l existe deux machine de Turing énumérant E ,et ainsi on
peut savolr pour un &lément donné w si il appartient a4 E ou non
ysimplement en énumérant E et &"E .Au bout d’un temps fini ., w

-
sera listé ,soit comme &lément de E ,scoit comme £lément de & ~E

THE=ZE DE CHURCH : La récursivité est une définition rigoureuse
de la calculabilits .



n =& donne une présentation finle M de & ,de famille

génératrice = .Ainsli les problémes de Dehn deviennent
FProbleéeme du mot 3 Cwe MEI 7w = 1 > est-il récursif 7

Frobléme de la conjugaizon ! € w.u = MSD ~ T h € & ;hdm h = v >

ezst.—1]1 récursift 7

FProbléme du mot généralisé : pour chagque famille géndratrice

B aeesdr L we M A w = mot Ca,..,ald > est—-i] récurs=sif 7
= [n] a i 3]

Probleme de l'isomorphisme : L AN, "2 » gplClld 2 gptll’'2 > est il

récursif 7

Mous avons déja wu gue l1l'on dispose d'un  algorithme
d'énumeration ,ce qui signifie aves la thése de Church .que ces
ensembles sont récursivement ESnumerables | Néamoins pour un
ensemhle récursivement ZSnumerable non récursif ,on peut décider
lorsgu’un élément est O.K., ,mais pas £’il ne l'est pas .En =ffet
un tel ensembl @ est toujours infini Coar =inon aprés
dnumération ,on connait tous les &£léments qui ne le sont pas 2
tout ce que l'on peut faire c'est énumdérer cet ensemble ,et pour
un elément gui ne sera jamais énumére ,l'utilisateur ne peut pas
savaolr s'il le sera un jour .De tels enzsembles existent | Ce
résultat est la source de Lous les problémes 4d'indécidabilite en
Mathématigues

Proposition I.4.1 : Il existe un ensemble récursivement énumérable

Lnon réecursift .
Four une démonstration volr par exemple [35]

Proposition T.4.2 : L'intersection ou la rédunion de deux ensembles
récursivement  énumérables Cr@spl récursifl est r.e.

Cresptrec.i

Démonstration ; La notion de r.e. et de recursif peut =se
formaliser par la Lhéorie des fonctions récursives | Alors le

résultat es=t trivial puisque

Xarg = Xp- Xy St Xaup ~ s T Xy T Xpep

Definition 3 On appelle état d'arrét d'une machine T, tout

état ayvant une cococurence dans  une description instantangs

=6



terminale
Le résultat suivant sera utile 4 la suite

LEMME I.4.1 : Pour toute machine de Turing .il existe une machine
énumérant le méme engsemnble ,et dont tous les &tats
d’arrét =ont 9, .On dit alors gue 9, ezt 1'<tat
drarrét. de la machine

Démonstration Femarquons ¢u'une machine de Turing sTarréte

ylorsque pour un £tat g est un symbdéle = ,1il1 n'existe pas de

quadruple ayant pour preéfixe (gq,=2d .PFour de tels couples (g,.s2
contruisons une nouvelle machine d'ensemble d’état i3 U {qﬂ} et
de méme alphabet ,ayant me guadruples que T .plus les

quadruples q = = =5 vils sont en nombre fini Do plus la machine a

alors pour &tat d'arrét q, - ]
Eemarque Four formaliser la notion de présentation récursive

,on a besoln gque E =soit un ensemble de mots pozitifs | Mais £tant
donné une présentation de groupe ,on peut la transformer =n une
présentation ou les relateurs sont des mots positifs (Il suffit de
rajouter des générateurs * w2t des relateurs = azl you les a,
sont les générateurs .2t  changer dans les relateurs s des

-1
occurenses de a0 ,par oo
yE L

I.5 EXTENSIONS DE BRITTON ET HNM EXTENSIONS
Hotations : Socient une présentation G = { 5 - D > ,des letires
Ll._.,Lﬁ n'fappartenant pasz 4 = et des mots SR ST
S Ut . sb? 0Onnote £ 5 ; L,.. b oD T oLoear P ,ou plus
i r i i i m
simplement < G ; ti...,tn - TS > la présentation suivante
€ S u {t:,"' .t.n} < DU {ri,.. ,rm} » .Dans cette partie nous

confondrons groupes et présentations de groupe |

Soient E = < = »~ D » une prégsentation et V = {1,...n>
I =41,..,m .Une seconde présentation ET & pour lettres stables
ip v = Vr ,et pour base E ,si
W

- =1

E <S;pV.VEVf’D;p

1]

Wikl L puc-i.:: Bi. el

Sl v oW ] —a Vo ,et A et B zsont des mots sur S .
LA L

=7



On nobes P-,- > P Cv.z2z = VI .=i py = P_ s»dans le groupe t:rbter':u‘é
ern rajougtant les relateurs = = 1 ,¥ 5 € 5 & la présentation de E .
~ ezt une relation d'équivalence sur £ pv o VO ,guil indult une
relation d'égquiwvalence sur I L.Soit KCwD =4 i 1 fpi.ﬂ P, ¥
Cv = Vi,classe d’équiwvalence de la relation induite sur I . ACwWD
dénote le sous—groupe de E sngendre  par € ACi2 ,i = KOwv2 ¥
BCvD le sous—groupe de E engendrd par £ BOi2 ,i = KCwl » . On dit
que E'Cdéfini  comme précédemment) satisfait la condition de
1*isomorphisme généralizsée C(G.I.00,si pour tout v = V  ,la
fonction  : ACW) —m BCvD ,telle que VW i = ] wCACLDD = BCid

='dtend en un isomorphisme sntre ACv) =t BOwD

Définition 3 E-"e ezt une extension de Britton de E =i E‘i a
*
pour bhase E ,pour lettres stables {pi,...p F,et =i E

™

satisfait la condition de l'izomorphisme géndgrali=zd

Eemarqus Dans=s ce cas le= relateurs additionnels s sont

appelés relateurs de 1l extension

Solent S et T ,des mots sur 2 et v,z 2 V .0On dit gque = Py
produit p T ,51i £ p peut étre transformé en p T par une =zuite
= v z

dlopérations de la forme -

. b | Y

% AipzﬁbY Pyﬁ.:
=1
E- 148 ] L

-1
X A_L p}_mi’ — A p Y

o X et ¥ sont des mots de =

Théoréme I.5.1 : Clemms de Brittont
Soit E° une extension de Britton de E ,awvant

pour letires =stablez P . Alors

>
£i3 E e=st plonggd dans E par l'inclusion sur le=
géngrateurs

*
Cii) 5 w = 1 dans E yalors w contient un =ous-mot

d'une des fTormes (12 p-i

c p, ou = Py C p;l Lol
p = F et € ezt un mot =sur £ C(générateurs de ED
Dans le cas (13 C &5t égal dans E &2 un mot ,uCAL:r =
ACyD et ,UCALJ P, produit py J.:'EBLJ .Dans le cas (22
v oest egal dans E A un mot ,urCBL} = BCyl ,et

HCA«L} P produit p.-y HCBLJ

=8



Eemargque C'est le théoréms fondamental de cette partie .I1

e=b di sous une forme sSimplifide a J.L.Britton

Deémonstrat ton Soit a, WV € WV » le groupe libre engendré
par les = .Dans cette démonstiration nous noterons < X >a le

sous—groupe de G engendré par X

On consideére F=<a . veV >» = E
W
G =¢ b ,v eV > « E
W
et les sous—groupes M = ¢ a*'t, A a1 e ECwvd 2
W wity 1 F A F
b B b
v wilr L =i
Alorse M = M s=si KOv) = KLY . De plus < M ;M > =2 M = M =i
W t W t F L

h

ECwl = KCLD ,et 32 M sinon ; et < HV;E >F = Mv * E ,et ce pour
b

M

]

i1 & KCv2 2
G

tout v & V . Les considérations analogues sont valabkles pour HV

Ful=que B varifie . I.C. ,alors M = Mv par 1l'isomorphisme
W

canonique .Nous prenons Y =< a A a il eI > =E < F
yiLk 1 Z{L} F

et Z=<b B b' :iel> *E = &
witd FARNS g

et alers Y 2 Z en ftendant les fonctions E — E ot

M — N«.- ¥ v £ WYWpropriéteé des produits libresl ,qui envoie
W

-1
a A a .,=sur b B b pour tout i
AL =LY Wil ziu

a.b ,wvw eV - D a*as a =

v v P Ty Tzay
—1 :
b Bb* i eI>
y:l:l L =in}

Avec ce qui  précéde ,11 est clair que E = F * & |

Considérons Eim & &8

¥=5
L*application 5 — = 2t p — avbv 5 " étend =h un
W
= *
homomor phi sme ET — E ypuisque les relateurs de E .=ont

envoyss sur les relateurs de E.De plus il est injectif .Si =i un
mot w (S,a b3 est trivial dans E ,il l'est aussi dans le groupe
obtenu & partir de E,en rajoutant les relations }:V= 1 ¥ veV O
ce groupe ezl clairement lisomerphe a [-3’“e savec 5 — 5,2t a — b,
et =i 1l'on compose ces deux homomorphismes on cbhtient 17identité
LAinsi w? est trivial dans E . Ainsi puisque E se plonge dans E
ydans 1'image de ¥ JE est plongs dans E.aIE par l'inclusion sur les

générateurs .

Considérons le mot w intervenant dans le théoréme . On peut

prendre o librement réduit
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pc."ln =

n—4 W ri

il =
“ Si I::II‘-f'!. SE pvz

o n > 1 ,o =0 et les Si zont dez mots danzs E

.

: * R (=11 ol
Puisque & = 1 dans E ,=on image w' = S €Ca b 2 ...Ca b 2
_ i wi o owil W W
,est égal a4 1 dans E . Or EI.LEF‘\Y ,bie{:'-\z et les S ¥ = 2
L
donc le produit libre amalgame E = F P G W a une écriture
unigque scous forme normale . Et  alors pour tout 1 seul un des cas

sulvants est pos=sible

ot

C12 a< O , &« 2> O wbt a 5 & = Y

L L+d WL L+l witd
& o>0 ,a <0 etb 3 bt e Z

L 1+4 WL L+l wi4d
Considérons le cas €132 .Puisque Y est  engendré par les
a;:h . 8., L €I et 5 ,et que ces un produit libre ,forcément

1
3 v e V tel que a . S a & M <Cpuisqu'il deoit avoir une
Wl L+l WLel St

ecriture sous forme normale de longueur 1 et gue les réductions
entre a ne peut se faire gue pour des indices i du méme KOvlD. De
T

plus SL+1 = ,u(Alj ou ¥ 1, Al e ACVD) | Mous avons alors

T
- e 4 £1]
a . 5 a = TF &0 i
WL 141 WLl St Ly ] Lyrd
J:
L] =
et MCA Y = AZ) avec gj = 1
A 545 &
j=4
— - -1 £]
et a = a A . = A et les a ' AT & zont les
Wi Li Wi+l Ll Li 1; Ljrd

générateurs de H‘\r ou leur inverse .De plus EOwvid=K{wi+1D

: -4 -1
Donc w contient un sous-mot de la forme b a & ulAD _
Wi Wi L wied wWisl

ot FJ v AL e ACvYY) .Done w contient un sous-mot de la forme
-1
PV'L "-'II'::"&'LL::l I::"k.-"i.+:'.

" -1 _ ot
Or dans E ,nous aveons a . “CAL} a ... bw_' HCEL] bvi‘ﬂ . De plus

-1
= s it ; i
Pw;'“(' ALJ Piss [l EL} donc i ﬁ.LIJ P,ivqy PP oclui pvi"u{ BL] Ce qui

dans le cas (12 .démonbtre la partie (17 du théoréme .Dualement .le
cas (22 démontre la partie (22 . =

* L
On note E = E ,=1 E a pour base E ,et =i pour tout mot w de

E.wzidansE,ssim=ldansE*

Lemme I.S5.1 ¢ Si E  est une extension de Britton ayant pour base

E .alors E = E*

20



Démenstiral ton s Le resultat est clair puisque Cavec le

thés. I.5.12 ,E est plonge naturellemsent dans e' ]

Considérons une extension de Britton ayant pour letires
stables P . Un sous-mot tel gue dans le thdoréme 1.5.1  ,est appelé
un pinch S un mot contient un pinch ,on peut lui appliguer la

, ) - -1 s -1
réduction suivant @ w = U py L P, v U py Hﬂﬁfj sz

Cthéo I.5.1 €132 U p;‘ P, HCBD V

U uCB2 WV
L

Ceotte opération ='appelle extraction d'un pinch ,nous 1’avons
appligquéde dans le cas {12 ,mais elle similaire dans 1'autre cas
ne telle opération diminue le nombre d'occurences de lettres
stables dans un mol

Un mot qui n'est pas égal & un mot avant moins d'occurences
d'éléments de P ,est dit P-réduit

Lemme I.8.2 : Un mot sur E ,extension de Britton ayant pour
lettres stables P est F-reéduit ssi ,on ne peut pas

extraire un pinch

Démonstration La condition nécessaire est triviale | pulsgue
un pinch réduit le nombre d'occurence d'éléments de P
Prenons W ne contenant pas de pinchs ,et supposons gque W = U
ot U contient meins d'eléments de P que W .51 U n'en contient pas
yalors avec le théorémse I1.5.1 ,W contienmt un pinch ce gui est
contradictoire ,=sinon ,on peut considérer gue U ne conbtient pas de
pinch . Alcors W u™ sdiapres le théarémsl. 5.1 contient un pinch
squi est forcément A la jonction puisque W et U n'en contiennent
pas .Alnsi de suite ,on retire toutes les occurences d'éléments de
P.jusqu’a ce qu'il n'y en ait plus .Mais puisque tous les pinchs
sont 4 la jonction ,on a retiré autant d'éléments de P dans W que
dans U ,ce qui est contradicteoire . u
Déefinition : E¥ est une HNN extension de E ,=i E va pour base
E=< 25D .pour lettres stables P = {pv v o= Vi, et
st E* =¢ 3 ; p,»veV /D 2

i P LA p  =B,i=s12>
wild L WALy L
,ou I et fini ¥V est find AI et B ,sont des mots
L

sur 2, v: I — V et E‘.*IE sati=fait C.I.G6. .
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Remarque Il est clair que les HNN extensions sont un cas
particulier des extensions de Britton .En particulier tous les
résultats démontrés pour les extensions de Britton sont wvalables
pour les HMNN sxtensions

Dans ce cas py = p_ »=1 et seulement =i py= P, .La
condition de 1 izomorphisme géndralisé s'appelle zalors condition
cde 1'isomorphisme .Le théorégme I.5.1 devient le lemme <o Britton .

Les HHNN extensions sont aussi appellées extensions

forte de Britton

Lemme I.5.3 : Si E° est une HNN extension de E Lavant pour
lettres stables F ,alors le sous—groupe de g engendr &

par F e=st libre sur P

Démonstral Lon : Zoit F le groupse libre engendre par F
.Considérons 1l'application ¢ By F téile gque ipl) = p
plel =1 :¥pe P ,et W3 e 5 .11l est clair au vu des relateurs de
Ei‘E yaue @ s'étend en un homomorphisme . Alors toubt relateur sur P

*_
dans E .serait un relateur sur F ,gui est libre . =

W
Lemme I.5.4 : Soit E +HHN extension de E avec pour letires
stables P = {pv SV o= Vr L Eoient deux mots U 2t W Ltels

&1 £n f1
= oY = =
e '{_U i Sﬂ pvi. 1 Sn-ipvn Sﬂ =k ¥ Tl':: pu‘i T!.
" T ,sont deus mots P-réduits ,Lels gue S ,..S
m=41" wm ™ L] Lad
ot Tﬂ,...T zont dezs mobts dans E Swvi,. . . ¥n, Wi, .. Wm £
m
Viet,..en 0as. . slm € €(—1;1> .Alers si U = V dans E°
= m ¥i=1...n , wvi=w , g =i ,et de plus
£n =1 —i:'rn
P, Sh Tm P est un pinch
Démonstration on a U V*= 1 dans E .Done d'apres le
théoreame I1.5.1 ,il contient wun pinch (Puisgque U =t WV =sonb

P-réduits ,Clemme I.5.2) ,le pinch est pf:

g THTEM b dene wh
Ll m ' T *

= wm et &n = Im .Le mot obtenu est encore triwvial danmn=s E . En

appliquant le méme raisonnement jusqu’a ce gqu’il n'y ait plus
d'oeccurences d'&léments de F ojon a n = m (puisque chagque

extraction de pinch se fait & la jonction) ,vi = wi ,eb =1 = i =

=2



CHAPITRE 1I

THEOREMES GENERAUX DINSOLUBILITE

Dans cette partie nous démontrens que touz lez problémes de
Dehn .sont en général insolubles pour des groupes iniment
présent.és

Les deux premieres parties sont consacrées au probléme du mobt
.Dans la premigre partie nous démontrons le théoréme de Fost 1. e.
il existe un semi-groupe finiment présentd ayant un probléme du
mot  récursivement inscluble | Pour &tablir ce résultat | nous
construisant. pour une machine de Turing quelconque ,un seni-—groupe
f.p. azsocié ,de telle facon gue gue le probléms d'arrét de la
machine de Turing ,se rédulise au probléme du mot dans le
semnl —groupe | Dans la deuxiéme partie ,nous utilisons ce résultat
pour établir l'existence d'un groupe f.p. avant un probléme du
mot insoluble  Pour ce faire ,nous construisons sur un semi groups
f.p. un groupe [.p. associée ,el démontrons que le probleéeme du mot
du zemi -groupe est réducible au probléme du mot dans le groupe .La
premiére démonstration de ce résultat est due a F.Noutkou .Elle
utilizsait des arguments combinatoire | W. W, Boone a &tabli un lemme
»racourcissant considérablement la démonstration initiale .La
démonz=tration gue JNous donnons 2=t dus essentiellement A&
5. dandera LIl utilise le fait &tablit par J.L.Britton que o
groupe est le résultat dune suite de HMN extensions sur le groupe
ceyelique infini .L'utilisation du lemmse de Britton permet de
remplacer 1'argument combinatoire ,par un argument de théorie des
groupes .5a démonstration se prolongse .en une démonstraticon du
théoréme de Higman .C'est cette démonstration gue nous &tablissons
dans la troisiéme partie .Cainsi gue le théoréme de Higman-Neumann
—Meumann? .L'utilization des théorémes de plongements £tablis dans
la treoisieme partie ,est omnd -présente ,dans la suite de nolre
propos

Dans la quatriéme partie nouz <Ztabliscons simplement .en
utilisant le théoréms de Novikov ,le thdoréamse de Adjan-Eabin . Za
démonstration utilise un lemme Ltechnique ,zimple & £tablir ,dd &
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C.F.Miller I ,qui pourrait certalinement avoir beaucoup 4d'autres
interéts en théorie des groupes C(nous l'utilisons aussi  pour
etablir le théoréme de Higman—-Neumann-Neumannld .
Mous montrons gue non seulement le probléeme de 1'isomorphisme est
insolubles mais gu'un grand nombre 4d'autres problémes de décisions
globaux sont insolubles .

Cette partie &tablit 1'insoclublité de tous les problémes de
Dehn ,en géndgral ,mais ne donne explicitement auvcune préesentation

de groupe ayant un probleéme insoluble

IT.1 THEOREME DE POST

De facon similaire &4 ce gue nous avons vu en 1.1 ,on peub se
donner un semi —groupe par la donnée d'une présentation
=4 X ~ Al = Ei iel>
Deux mobs sur X , w <t ¥ , reprédsentent le méme &lément de [0

£'1]l v a une sulte finie finle d'opérations £lémentaires de w & F

i.e mswi_,wz_,...wk_;.wkd..._,wngf,
ot 1'on écrit Wk —_— Wku =i il existe P =L G , mots sur =
C éventuellement wides 2: tel gque 1'on a une des conditions
sul vantes W =P A Q et W =FE Q
k L ked L
(=181 W =PFPE Q et W = F A Q c i =1
k i k+1 L

Le probléme du mobl se génédrallise aux semi-groupes .C'est par

contre faux pour le problémse de la conjugaison

Le probléms du mobt est "plus simple" pour un semi-groupe que
pour un groupe . Nous alleons ndamoins démontrer qu'il existe un
semi —groupe finiment présente ,pour lequel le probleéeme du mot est
récursivement insoluble . Intuitivement ,la méthode va consister 2
construire un semi—groupe "simulant'" une machine de turing ; L.e
on va etablir des analogiez entre opérations £lémentaires duo
semnl —~groupe et mouvements £lémentaires de la machine ,de sorte que
le probléme d'arrét de la machine se réduise au probleéme du mot du
seml —groupe. Dans la suite nous préciseront plus clairement ces

analogles

24



On considére une machine de Turing T ., sur un alphabet
E = {sﬂ....s > eb un ensemble d'états 8 = {qg,..,q > .On lui
T T

"asgsocie" un seml-—groupe MT) par la donnge dune présentation

[ v Boroaon ¥ By . .
enaragteurs sn sn g, 9+ g h
L 2 i =
Felateurs Ci2 { quJ_ 9,5, pour qtsjgkql =T
gqss =5 g 5
Vs €@ Ciid { e VLR e as Raq &T
gsh = squsnh
s, 985, = qlsksJ

pour --qis‘:i I q, = T

Cvd { hq0h=q .

Intuitivement Les relateurs Ci2, Ciid, (iii? reproduisent les
actions de T.La lettre h représente les extrémibtés des molts sur la
bande .Par abus de langage on emploiera la Lterminologie de
‘deseription instantanse"” pour des mots de T2 .Un mot de la
forme h w h o0 w est une description instantanége ezt alors
analogue de la description instantangs « pour T Les relations

Civd et C(v) &tablissent g comme analogue de 1’'é&tal d'arrét de T

Definition : On dit qu'un mot de CT) est h-spécial =i il est de

la forme h P h ot P est une description istantande.

Lemme IT.1.1 3 Zoit T une machine de turing ,et [CT> son

semi ~groupe associe | Considérons U et V ,deux mots

de [CTI .
Cid €i U=zg ,=t V&g .et U — ¥V est une
opération élémentaire ,alors U est h-spécial ssi W

st h—spécial
Cii? 21 U=hah et U est h-spécial .=t V Z g et

U —— V¥V est une opération Slémentaire utili=zant un
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relateur de la forme Ci2 ,C1i2 ,ou Ciiid salors
V =h {3 h et soit o — 7 ,soit 7 — o ezt un

mouvemnsnt @lémentaire de T |

Démonstration @ Ci3 la =seule relation gui transforme un mot
h-spécial, en un mot gqui n'est pas h-spécial est h qﬂh = q
Avec U et V¥ = g le resultat est clair . o

Cii2 Avec ces hypothéses |, (i) = V est h-=spécial

solt que V h 7 h .o0 2 est une description instantange

On peut alors considérer gque o = P AL 2 et 3 =P Ei o] ol salt
I AL= BL.Eait AL= Etih Soit Ai_= E.L est un relateur ,et donc an
pas=ze de o A4 2 par un relateur de la forme L0412 Cii2 ou Ciiid
.Done pulsque les relateurs de cettie £ o me correspondent 4 des
quadruples de T ,il aisé d'établir que solit o — 7 .salibt @ — o

ast. un mouvement elémentalire de T ]

Le lemme suivant &tablit ce que nous entendions par * [CTD

simule la machine T

Lemme IT.1.2 : Soit T une machine de Luring awvec pour &£tat
d*arrét = .EBoit E 1l'ensemble énumere par T et w un
mot. sur 1'alphabet de T
w e E s b e h = g dans IMCT2 .

Démonstration @ (& Supposans gue h q, @ h =g .Alors il existe

une suite d'opérations élémentaires

hqimhswl-—r...—rwnzq
Remarquons que =i W ezt h-spécial et Wo—s W +1 ezt une
1 L L
opération €lémentaire ;alors =i W n'a pas d’occcurence de q,
L

\Wbﬂ Z q .En effet ,ﬂ_est h—=p&cial ,et pour “"tuer" les h il
faut utiliser le relateur (v} ,ce qui n'"est possible qu'avec
tune occurence de qD
Un des &léments de la =sulte ,a donce une occurence de q,
Prenons wk » 1o premier &#lément avant une occurence de 9, Tk = 22
Posons ¥ 1  €{1,..,k — 12 .?hE o mJu L AUCUn aL'n‘ayant d'occur ence
de 9, yles relateurs utilisés sont d'une des formes (12 ,0ii2  ou
£iii? . Alers ,avec le lemme II.1.1 {ii2 , soit o— o soit

oL T & yest un déepl acement @lémentalre | Le probléms consiste a
L

L&
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démontrer que le sens de déplacement est de gauche & droite Calors
qu’une opération flédmentaire est symétrique ,un déplacement
#lémentaire ne l'est pas 2 = ezt 1l'état d'arrét de la machine

Aol s —— o est un déplacement £lémentaire

k-1
Sl k=28, alers a— o est un calcul de T ;dans ce cas on
a bien w s E
5 kz 2 , alors soit al——+ az...——a ak est une suite e

déplacemnents &lémentaires ,et dans ce cas un calecul de w dans T
Ci.e we TI ; =cit 11 existe i Lel gue o ey
Etant donné gu'une machine de turing n'a jamais d'ambiguiteé gquand
a4 son déplacement ,on a nécessalirement A, T o, sOn peut alors
raccourcir la sulte ,tout en gardant les méme hypotheéses | En

procédant par induction , on peut donc se ramener 4 la suite
A= ., et done w < E | =]
C=2 51 we E ,alors on a dans T .une suite de

dépl acements &lémentaires
Qo — ... —* X qﬂY

of X et ¥ sont des mots sur ltalphabet de T .Alors on a la sulte
d'opérations élémentalres dans (T2
Puchm h—s ... —— h X an (31 o

Ern utilisant la relation q4,8,= 9, ©n peut construire la suite

h X qDY h —s .., — h ¥ qch 2D
savec La relation qunh = qﬂh »on peut construire la suite
h X quh —+ h qoh €32
et o, car X 2t Y sont des mots sur & = {sl,.,,sh} . Finalement.
aves C12 , €22 . €3} et le relateur (¥ on construit la suite

d'opérations &flémentaires

h q h—s . ..— h X qDY h —s .., — h X th — h qﬂh — g
et done b o, h = g dans CT2 . [
Théorems T.1.1 : CFostl
Il existe un semi-groupe finiment prézente , I
ayant un probléme du mot insoluble récursivement

insoluble
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r=rc T = ¢ q,h # RO Ty
= - q:r isﬂ:'-rsﬁlqﬂr*-qm

Il n'"existe pas d'algorithme permettant de décider

pour wun mobt h-spécial h wh ,s1i h wh =g

Demonstiration @ Il existe un ensemble E ,récursivemsnt &numérable
*
yhon récursif @ Seit T la machine de Turing guil 1'&numére | On
*
construit 't T 3 commme précedemment  Soit W 1l'ensemble des mots

sur & , W 1'ensemble des mots de I
Conzidérons 1'ensemble V = {v e Wrow = hc%g h og o< W }

Vo e=st clairement reécurzsif { Thédorie des fonctions récursives .
Zi M a un probléme du mot résoluble ,alors U = { ueW . u-= s }
ezt récursif

Considérons E = {b q,a h i ot &« € E }. E est récursif ssi E

est récursif .Or E = U n V est donc récursif puisque intersection

d’ensembles récursifs , ce2 qul contredit 1'hypothése ]

MNous avons démontrée que le probléme du mot dans le probleéme
diarrét de lTarrét de T ezt réducible au probléme du mot de MCTD
.W.W. Boone démontre dans [4] ,gque la réciprogue est vraie ,et il

gtablit ainsi le résultat -

Théoréme I.1.2 : C Boonel
Pour teout degre D d'insolubilitsé il existe un

zemi —groupe . p. ,ayvant un problémse du mot de degré D

II.2 THEOREME DE NOVIKOV-EBEOONE
Dans cette partie .nous allons démontrer le théoréeme =sulvant.

Théoréme IT.2.1 : £ Mouvikov—Boonel
Il sxiste un groupe finiment prézentd  ,ayvant

un probléme du met insoluble

Il est clair que puisque le problémse du mot est réducible au
probléme de la conjugaison et au probléms du mot géndralisé ,on a

le corollaire sul vant. du thédoréme de MNovikov=-Boone

Corollaire T.2.1.1 Il existe wun groupe .p. avant un

probléme du mot ,un probléme de la conjugaison  ,un
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probléme du mot géneralise recursivement insolubles

Nous ntaurons plus bescin de faire réeférence aux machines de
Turing . Le reézultat gui nous sera utile est le corollaire

sulvant du théoréemse de Post

Proposition II.2.1 : Il existe un seni —groupe finiment préesentd
b <q'q1' sl o Syerang € Fiqwi:GL = Hi.qu{i} L
o I =2 1 est fini g DoviyDopny € £ e P 1 > el
F .6 .H K, zont des mots sur {2 ....8 7 : ayanlL un
L L 2 1 1 i

probléme du mot récursivement insoluble .

Démonstration Considérons le semi-groupe MC 4 yodu théorame
de Post | Renumerotons {qn. - .qm} & {ql, o~ ’qu} L {Sn. - .sn} en
{51,...3”1} =t posons s, = h .On a alors la présentation donnée
ci-dessus Le theo, I.1.1 nous permet de conclure ]

Notations :

Soit - Sfi. i -S{"rn urn mot Sur {2 o...5 > . Dans cer
i ™ i W

paragraphe on notera X le mot X = 5:51 : s;cm

SZoient X et ¥ des mots sur {51.. . 'Su} ,on nobte

X q Y3 =X gq ¥
]
Lot} qj = { q,qi..‘.qﬂ}
Urn most & est dit =spécial =i %=X q, ¥ .ou X et ¥ sonbt des
i

mots positifs sur {Si""su}

Mous allons construire =ur [T € i.e en faizant référence
4 la présentation de I 2 , un groupe de présentation finie . MNous
verrens que ce groupe est le résultat d'une chaine de Britton sur
le groupe cyclique infini ,et gqutil a un probl éme du mot

récursivement insoluble

On considére le groupe finiment présenteé G = GCTD

. g
Géneraleurs ey a2 S aeas s 0L € I2 , = . t ., k
Relateurs x s =sx fa & &
b b 1 2 a
r.S, T s xrx



o = &g ,..:2 F ab 1= wid) ,1i = wiid
i M i 2

Lemne II1.2.1 : {EBoonel
Si £ est un mot spécial aleors k(I 't = = ¢Z't Dk
dans G ssi £ = g dans T

Le lemms de Boone nous permet de conclure @ si 1'an a un
algorithme pour résoudre le probléme du mot dans ¢ , alors ¥ I mot
z=pécial sur {S;“"Eu} ;on peut décider si E* = g dans ' ,Ci.e
¥ ¥ et ¥ mots positifs sur {51""5u} x qj = {q,qi...,qm} » QN

peut décider =i X qﬁ =g dans [ 3; ¢2 gqui cenlredit le Lhéoréme
de Post

L'objectif de cetie partie est de démontrer ce résultat.
Cette démons=tation sera effectuge an plusieurs &tapes | Commencons

par démontrer la condition suffisante

Deémonstiration de la condition suffisante du lemme de Boone

MNous commencons par é&tablir queldgues propriétés de G .
Soit Vo oun mot positif sur {51...,5M} Alors Wil eI , VW =VE
LY
dans & ou B est un mobl Cpositif) sur {x , PLCL e 13>

Nous prouvons ce résultat ,par induction sur la longusur m de

V== ...8
ol &l

Zfl m = 0 alors la propriéte est vraie ,avec E = r,
1%
Supposzons  Jque la propriété socit wraie pour m > O,

On a alors PLV =V E pour tout i £ 1 et tout mot V ,de longusur

msur {= ,...,5 >
1 ¥
Frenon=s = e {s ,...5 2 , et ViV 5
o+ 4 i L Apn+a
Alors r V= r V = = VERS=
1 1 (=TT 8 AL -
En utilisant lez relations > sbz be =t rﬂsb=sbxr)< LB O Stant
L L
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un mot. =ur x el . on oA Vv B s = V¥V = E*
L cim+i m+4

= V'!E’
ol RBY oest un mot Cpositif) sur  {x ri_Ci s I0» . ..C.QF.D.
En considérant. U = = on a U = LV e ot alore ,on a

i b3
Slm+d i

1

Url= v = Cr W= CV b U

= W= pe U

i.e ¥ U mot pesitif sur £ , ¥ 1 == I . 3 L mot =sur ¥ . T
€i € I) , tel que U r;1= L U dans &

Cez considérations seront ubtiles dans la suite de la déemonstration

]
Supposons que X = g dans D o0 £ est un mot spécial

on a dans [N ,la suite d'opdrations £lémentaires

R W sy Wi W c..— W =g
1 i 1 n

avec W= UFqg ¢V et W =UHg KV Cou inversement 2,o0 U et
1 Lo 1 j+i LL2
V =zont de= mots positifs sur {31,. : .SM} 4

Dans G nous avons les &galités suiwvantes

S o= i B - —
UdHg K3 VWV =U EI‘_lb thuGi, ril‘r ¥ =L U Fiqiiﬁi‘-.-' E

L2 L
ol L et E sont des mots sur L{x ., rECi = I3
*
Onadone ¥V jetl,..,n -1>, W =LW R ou W =LVW R
1 Jri Jed J
dans =
Done ¥ j « €1,...n = 1> ,3 L.i =t Ej mots sur x ri(_’i = I3 ,tel
E k]
que , W =L W REdans G
i 3 J*d ]
En pozsant L = LL ...L =14 B = E i i » O a darns &
iz n—i - 21
- "
»1t'égalité 2 i'r'l =LTI"||'nE

o L et B sont des mots sur £x , rCi = IX>

L
or W, =CE2D =2, et W =q"=q .donc dans 6 . on 1’égalité
™
=L gk

; -
Donc =i £ est spécial . et £ = g dans I .alers £ = L g E danz G
Avant de poursulivre .remarguons que les relations , k r = r k
L L

vk o= o ko et t.rl=r_tt,Lx=xt.a55urEnLquekeLL

commuttent aves les mots sur {x . riCi = IJ%

Avee tout ce qui précede ¢ 't I k =R 'q Lt L gR K
=R'qW'L t gk R

R %q™ ¢ k R

E ' cqg't g2 B



kK R L™t R
Kk E'g L™t LgRr
k ¢ 't = m

n

Nous alleons maintenant démeontrer le condition nécessaire du
lemme de Boone .Hous allon=s pour cela procéder an plusieurs
etapes.

Considérons les groupes sulwvant

Gﬂ= < Mk
G=< G ; 2 ,..,5 «~ relations A X
i =] i M i
= H Boeoa B ¥ i -~ ti
Ez 4 Gl S d, FLCl = 172 relations &z>
G=4< G ; t - relations A >
3 z 3
Dans la suite nous noterons du ,u_...> Lau lieu de L8 & NS & PR
i 2 v 1 2 G
ypour deésigner le sous-groupe de & {1 = 0,1,..,32 yengendré  par
1
l._I,[J..
1 =2

Lemmse II.2.2 ¢ (il Gi est. une HNW extension de Gn avant pour

lettres stables {51....5M} .
o 5 Gi* (q,qi,..,qnb o=t une HMN  extension
de G, ayant pour leltres stables {q.ql,.-.qH} :
Ciidid Gﬁ ezt une HHNN extension de Ea* éq,qi,..,qn>
ayvant pour lettres stables {rlCi = 122
Civd Ea est une HMW sxtension de Gz ayvant pour

lettre stable LL3

Cwl G ezt une HNN extension de Gg ayant pour
lettre stablelk?>

Démonstration ¢ {12 G& a pour base GD » pour  lettres stables
{51..,.SH} . Les relateurs de l'extension sont. ¥ b = € 1,...M
s;lx s, = x°. Il faut wérifier qu’il existe un isomorphisme ¥

tel que ®: < x> —> < x2>0 et T ) = 3¢°

O GD est. libre ,done ces deux =ous—groupes sont cyeligques

infinis , et il existe done un tel isomorphisme | u}

112 Le résultat est trivial en considérant les

relateurs de 1l 'extension q;ﬂq =1 ol q_< {q,qi.-.,qH} : o
L=
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CLeis Gﬁ a pour base G;ﬁ < e »>yeb pour
lettres stables {rLCi s I3 ., Il faut wverifier que les
Sous-groupes de Cﬁ* < O R ¥ . ACLD engendré par les
eléments C Fiq“Gi » 5% 13 . et BCi) engendre par les &lémsnts

[+
CHa K » s %' (b = 1..m),sont isomorphes ¥ i = I ,et gue cet

ismmcrphiam: envole les générateurs respectif de  ACLD y ST leg
generateurs respectifs de BO12 . Or ces sous-groupes sont libres
sur leurs générateurs .En effet considérens une application
de Fiqu.si...,su,x} dans thu,si,..,snj LUl envole q,,»Sur 4.

S, SUr s, yet. x gur 1 AU vu des relateurs ,cette application
s'étend sur ACLD ,et 1l image d'un mot non vide est un mobt non wvide

.Dene 1'application est injective ,de plus elle est zurjective

ydone ACLD est un groupe libre de rang M + 2 et est done libre
sur ses geéndrateurs (Il en est de méme de BCL1D . On a donc un
isomorphisme de ACLID dans BCi) ,qui envole s, X sur sﬁii ete... O

Ciud Gs a pour base Gé et pour lettre stable
£ t X, Avec pour relations de 1'extension t'ﬂlt el F et
t e o= x » A& et B sont tout deux engendreés par © = PiCi = 133
on vérifie done la condition de l'isomorphisme Cconsidérer

I1'identit&d | m]

Cwl G a pour base Eé Jpour lettre stable k

Les relateurs de l’extension sont k_ﬂuk = B oo k' ko= ox
kg™ g k = g g .,et on a donc comme précédemment la
condition de l'isomorphisme . m
Lemme IT.Z2.3 Soit £ un mot spécial wverifliant les hypothéses

du 1lemme de Boone

ie et =y =™ ook dans G

Alors 11 existe Li et Lz sMots sur dx, r‘Ci = 12>

tel gue LIE L.2= o dans GE

Démonstration : on a k Tt £ k't =1  dans & LHNN
extension de Ga avec paué lettre stabkle € k > ,et donc contient un
pinch. £ n'a pas d'occurences de k ,donc le pinch est k £ 't £ k™
D'aprés le thécréeme I.5.1 , T 't T = C dans G, ., ou & est un
mot sur o, I"L'Ci = I3 , qnit q Cle théoréme 1.5 1 , nous dit que

l*élément de Gs représaents par ' T est dans le sous-—groupe de
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Gg engendre par = , r"(..i. = I3 , q-s't q 2.

Oon a alers T 't £ ¢ ° =1 dans Gg et peut donce s'dorire

W

-1 -1, & -1, = -1, & e
EtER‘GCq .71 g3 Eiiq el SR B Ez...'l.’.q Lom gl Em-l

»dans Eg o les Ev sont des mobts sur {x .riC:L e IJr Cevent! wvides)
;o et ej = *1
Nous pouvons prendre m minimal ,oe qui revient a considérer une
ecriture minimale de € sur ses générateurs .

Gg est une HNN extension de Gz avec pour lebtre stable < L ¥,

=3

W contient dene un pinch t°B t7° | ou B représentant de B dans

Gz 2=t dans le sous—groupe endendréd par rttii = I2 2

Si ce pinch est t I Eﬂq_lt.ei » alors e = -1 et B =I Eﬂq'i
on a BE=7%T Eﬂq_" dans Ga 2t ddonc aussi dans Gz pulsque I Eﬂq-l
est un mot dans Gz et que Gz = Gs . On a dene BT E0= q dans
Gz . B et R, sont des mots sur {x .,r€ie 13> ,et donc en posant

1

L-‘E B et ]...EE R‘G on a le résultat désird

1 le pinch est L% g R q_it.ei.ﬂ alors B = g R q_i et an

1= =

a e=s - e .Et alors dans Gs » on a les égalités

L L

q 't% g th_’"tetﬂ q=q % g Ei_q_it._“i. q
=qg*t%i Bt g

=4 e —-&

=g Lt i Bt g

q
g

car B est un mot sur <x , r¢i e I)> ,et t commute avec x et r. .
T L L
Ceci contredit le fait guse m soit minimalfce genre d'argument

ysera fréquemment employé dans les paragraphes I1.2 et I1.3 =

Considérons un mobt spéeial £, wvérifiant les hypothéses du

lemme .Alors si T = X g, Y et Lii qj'i’ L.z= g dans Gz v On notera
dans la suite L.if q=g I..:“‘f_;l
i
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Lemme II.2.4 : =1 LL et Lz sont librement réduits , alors les
mots L X g et g L:Y" sont r —réduits Cdans G
J 1%

ypour tout 1 = I.

Demonstration - On doit démontrer gque les mots Llf . .eb
i
a L;‘Y" Cpris comme éléments de G ne contiennent pas de pinch

r? G r;q o € ezt un mot sur  {x S re 0 S ’q"'qn} .MHous  le

d;.-mr.:-ntr‘ercns Cpar 1l'absurde) pour Lii 4, sle cas de ¢ L:‘f_" étant
similaire

Zuppozons donc gue L.1 =cit librement réduit et que L‘f qj
contiennent un pinch r-? e r:& .Les mots ¥ et qj n'ayvant pas
pas d'occurence de r Le pinch est done un sous mobt de L1 son O

et un mobl sur 'S, 4 .qp . O Li e=t un mot sur L .r*i‘Ci = I3
m

el done © = = | Pour démontrer gue ce n'est pas un pinch vil

faut démontrer que le représentant de ' dans Gl* {q.qi.,. .qH>

n'est pas dans le =scus groupe engendré par ':F'_Ll::{i_“-l:.‘:L P S Xe-. a8 X o

, oLl par L‘ﬁLqMGL i sl:x:_i.. .,sMx_l'.‘i Cnous effectusrons la

démonsztration dans le premier cas ,le deusxiéme <tant similaire 2
Supposons donc gque w= dans Gi* <q.q1.. . .qN}

oa V =_ W (Fg 63% W(Fq 63% ... W _CFq 65%

ol les wp s=ont des mobls sur {51K"' ,sMx} Céventual lemant videsl |

=18 epz +1 ,ebt od V ezt réduit comme £lément du prodult libre

Or =" n'a pas d’occurence de d., ydons cle ELqL;Gi . dons par

unicité de l'écriture sous forme normale x'= "ﬁ"a dans Giﬂ s P .qN>

.Ecrivonz alers que , 'Ha= CSb’I}{}fi Csbkxjrk =18} fJ= @ .On a

alors x'm'#ﬂ= 1 dans G:.* < SR R > ,et done dans Gi.c}r G: est

une HWM extensicen de 4 = > ,avec pour lettres stables {51" . .SM},

Donec =i wn ezt non wvide ,d'apreés le Lhéoréme I.5.1 ,x’mwﬂ contient

un pinch s: 3 s:' savec & = +1 .2 =% 1 5 e =1 alors d’aprég

le théo.I. 5. 1 ,:-cg = g :{z> o2 gui est impossible avec = = & 01

Donc & = -1 et le pinch est de la forme s;":-:g S, . Or 'Wﬂ e Lrouve

dans le sous—groupe libre de G: y engendre par Csix...susj .au wvu
des générateurs ,il ne peut contenir un tel sSous-—-mot

Donc W,  est vide ,et donc ¥ ™" =1 dans ¢ % ~ » ,ce qui n'est
possible gu’avee m = O ,et donc Li contient un sous-mot de la
for me r? r":E yoe gui contredit le fait gque l...1 =oit librement

réeduit . u



Femarguons Jque Lii qj= o L..:Y_i dans GE et de  plus y =ont
ri—réduits ¥i1i eI . Done dl'apres le lomme I.5. 4 vils ont les
méme occurences de T ¥ieI . De plus ces occurences se Lrouvent

dans L et L
i z

Lemme IT.2.5 @ =oient L;t =t L2 des mots sur  {x .riCi e I3
SOuUi =sont ri—réduits ¥ i =1 . =i X et Y sonl des
mots librement réduits sur {S:." : $5M} . et =i

Li)( qj‘f L2= qH dansi Gz valors X et ¥ sont des mots
positifs et (X qJY} =g dans I

Démensiration - Nous allons procéder par induction sur le npombre

M d'occurences de r, i <« I2 .,dans L‘t Caqui ,avec la remargus
L

précédente ,est la méme dans L.ZZJ

1 N =0 , I'._.if qu Lz= q dans Ez .nous donne  x X g Y 0= g

dans G-z yol 1'an n'a aucune occurence de r 1L < ID
L

e W 4 = W 5 * ¥
Aveac *G'r1 <o qi qN > Gz on a donc
" X Y = dans & % < >
qj q A ":Ibqls .- *‘:IN

Far uniciteé de 1l'décriture sous forme normale ,on a donc qu g .
et dans G-i, v X =Y =l ce gqui est possible dans E'-i, uni guensnt
@i m=mn=0 ,et ¥ et ¥ sont tout deux vides .En effet ,61 est une
HHN extension de < x » avec pour lettrezs stables {51.,. .SH}; et =i

X Crespectivement ¥J est non vide ,d'aprés le théorems I1.5.1 =" X

&

Crespectivement Y %3, contient un pinch = ¢ =% on € est un mot

b T
sur X . Or les seules ocourences de = étant dans X Cr-e-sp" ¥
yle pinch est un sous—mobt de X CrespLEJ .or X Crespt'f:l n‘a pas

drocourence de £ x > et done € e=st wide .ce qui contredit le fait
que X Cresp" ¥) ,seoit reduit .Donc X et Ysont tout deux vides

et l’'équation s'écritalors g = g dans Glae <q,q1.“ ,qﬂ} .On oa
= @
done bien X et Y positifs ,et (X g¥> = q dans I
- i

Supposens N > O LL}_{ g¥ I_.2= q dans (52 yoll g ne contient
J -
pas r. et est donc r -réduit .D'aprés le lemme I.5.2 .L’_}{ qu L2
LY L
contient done un pinch . Or L_.l et I_.2 sont ri—réduits ¥ i = I (& ne

contiennent pas de pinch). Hous pouvons alors écrire

) aib 2 T 7 ™ -8 2
sz qj‘f L2= ]_.BCri:{ X qj‘f ®or ] Li— a} dans Gz
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ol L.EII at L_‘ =ont des mots r —réduits ¥ 1 & I3 sur {x , rCi  I2>
L L
2t le mot entre parentheses , est un pinch

D'aprés le théoreme I.5.1 , x X q; ¥ x" est dans le sous-groupe

ACLD) = ¢ Fq & , 5 X,..p,s % > =i e = -1
1.._Li1.. i i ™ Za
BCi? = £ Hq K ,=s%x ,..,2 x> =i =1
L LE b i ksl
Or ec'est un &lément du produit libre Ei* <q.qi...,qn} yel done
J =11 81 e = -1 ,j =4i2 51 & =1
Dans la suite ,nous ne considérerons gue le cas ol & = -1  .la

démonstration dans 1"autre cas étant similaire

On peut done écrire :
W=x" X qj Y ¢ Un{ﬁi.quéi.jai Ui. ¢ 'CELq;_isijt Ut= 1
dans Gn* {q.q1+...qw>,¢ﬂ UFCp = L Q... ) est un mot rédult sur
{six...,sux} Céventuellement wvideld ,et o = . SR AT S i (O [
On peut prendre © ominimal
fa* Cq,qf..,qnb est une HHN extsnsion de {a.avee pour lettres

stables {q,qﬂ...qﬂ} .ga une occurence dans W o,dones dtapreéez le
3

lemme de Britton W contient un pinch Cen particulier t = 13

Fupposons gue o pinch porte sur la premiere occurence de letire

stable , g . Alers a= -1 ,et Y x' U & '= 1 dans &
1 i oo i

Nous allons démontrer gu'un pinch ne peut pas apparaltre ailleurs
dans W .
Supposons gqu’un pinch apparalisse dans un sous-mot de W o.de la
f or me
¢F q 6>% U CFq,8) ot
Si o= 1 , alors R -1 et 6 Up $:1= 1 dans G .

=t

L pw= -1 , alors a4 =1 ,et F U F=1 dans &
<] pti 4

i P i

Nous affirmons que dans les deux cas on a alors UEE 1 .En effet Gi

ast une HNHN extension de < x > ,avec pour letbires stableg
{51""5M}' (ﬂEt EL sont des mots sur {sl.,.,sm} Cgu'on peut
prendre librements réduits 2, ot donc d'apres le théoreme I.5.1
on a un  pinch s: [ s;t » ot O est un  sous-mot de Up
sur €{xr .Soit C = % .Mais Up est  un  &lément du  groupe libre
< six.,..SMx * et ne peut done contenir un tel sous mob que =i

|mj] = 1 Et alors ,soit U; contient si KKE;S ,EﬂitUpE x{ sSolt UPE
1 Ce 0 = 12 . Au vu des génerateurs ,seul le
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dernier cas est possible
On peut alors rédulre librement

= fa = o ol
CF-‘.unij P UPCF-;unL’ Pl

= ol = o _
CFLuni.} 3 CF‘i_qu,Gi_) p =1

Ce gqui contredit le fait gque t soit minimum

Doene Clemme I.5.42 L =1 et ::11= -1
m ™ s -4 =-1

= 4 e e C e
W=wx X qj Y Uﬂ GL gq. F.- U=1 dans Gl <, qN}
et Y = UG =1 dans &
O L i
Et donc ¥ X F Ui= 1 dans G1

Ce qui nous donne aprés conjugaison cyeligue

Ll

= U G._L"‘I =1 dans Gi

et X F.oUx" =1 dans &

L i i
Uﬂ et U: etant reédults ., ils nme contiennent aucun sous-mot de la
for me s: sbcu E’b s:‘ .Nouzs &liminons tout les sous-mobts de

cette forme ,dans x Uﬂ G 'Y .Nous affirmons alers que la premiére
1

lettre de G 'Y est positive Cet donc G * disparait,puisque &
L =

-3

|

Alors puisque x Vs & 'Y = 1 dans G, .ot a une occurence de s et
13

Que Gi ect une HMW extension de < x > avec pour lettres stables

@zt un mol positifd .En effet supposons gus G ' commence par =
1S

{51. i .SM} yd'aprées le théoreme I.5.1 ,il contient un pinch .Or
pui=zque G?‘f ezt un mot librement réduit sur {51"' .sH} +11 ne
contient pas de pinch . De méme Ua ne contient pas de pinch Caf

plus haut 3 ,le pinch est denc = € s ' Cavec € non vide Y,ou = C

ast un mot terminal de Uﬂ . et 331 e.-st,b la premigre lettre de Gt_lb
Bappelons nous que U-} e=t un mobt =sur la famille libre de
générateurs { S, M. .3 X > . On a denc forcément (2 n'ayant pas
d'ococurence de sb} . S, C = s, * .Or dlapre=s le théoréme I.%5.1 , C
est un élément de < x°» ,soit % € ¢ x> , ce qui est impossible

De faé;cm similaire on peutl montrer qu’aprés avoir @liming les

sous-mots s - s et s s ' de X F UxX", la derniére lettre
- b b 5 e T i :
de F 7 oest négative (et done F 7 disparalt aprés réductionsl,
L T
On a U 'y "= dans &~ C(conjugaison cycliqued . Ainsi
L
U:"—' ce ™t vy "  dans G’t e G-__I_1 ¥ =Y est un mot positif sur
L
s .- R 1
. > -1 Sl
Conzidérons "Jn =r, Un rooo- Fuisgue Uc. est. un  mot Sur
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; -1 -1 -1
{=E H,...8 ¥r , et que r (s 3 r=s X yalors W est un mot sur
i M L b i = s}

-1 -1 -1 -1
{six see a3, X% ¥ . Hous pouvons considérer Ua S ‘Jﬂ ,  comne des

&l éments de Gl

Nouz affirmons qu'il existe w automorphisme de Gi qui fixe s

b
¥hbe{1,. .,Mr ,et qui envoie x sur x ' .En effet considérons
P LS i as s M ——a g L, ,S ,x"‘}
1 M ot M

tel que ¢}Csb] = s, et & Cx2 = x 7.
Alars 3 ! w homomorphisme ,tel gue le diagramme sulvant commuttie

LB,

1 M
i

o
T ;8
L M

¥

i

. ¥
\i
x}__qb = G

ol 4 est l'inclusien

De plus w est surjective , car <s ,.. $S, 0¥ = As .. ,SM,}c_ >
ezt une famille génératrice de Gx'

Al i 2 -1 -2_ -1 2 -z
De plif r,ic.ﬁi} =1 , ecar T =y B X B XM be_ = S ¥ =
B S X = XS, . On a done l'endomorphisme induit g Gi—‘—h Gi %

et de plus w r}-l= ld, ='est donc un automorphisme .

L i

Mous avons done V.= w ¢U Y ,et done V' = ¥ " dans G
[ 5] |5 ] [n] 1 = §

Un argument similajire montre gque V:i ST 5{‘_1 od X=X F' oest

un mot négatif ,et V'= r7' U
i [ B 1 T

Abordons 1'étape de récurrence de notre induction

Mous avons dans G q:=L¥X q¥ L=L r o™ ¥ gy L
2 i 1 2 2 i ] L o4

= Lr "CU*F 3 qee U L
a i s ] [ | Lo

LN eF gy v
g 4 L L)L (R = T |
_ -1, —i= -1
- L:—]vx Cr'i. F‘Lunirij v-:l L4
= L Vi¢Hqg KoviL
R et T e R
= CL % "KD Haq K€Y %L
3 i L L2 i 4
On a done CL x "> XHgq KY €x LD =g dans G
3 PR S 4 z

Considérons donc que L.if aY L,. vérifie les hypothéses ,et que L,
=19 Lz ant N occurence de ri{:i = 1D

Remarquens que Lﬂ:-r:"""I et. x-ﬁI..,‘ ont alers N - 1 occurences de r = et
sont ri—réduits -KLESt positif .De plus YIE GZ‘Y L2h pulsgue Gzi

digparait .YL ezt un sous-mobt de Y ,et est donc librement réduit
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fone la seule réduction possible dans KJ} ye@st A la “jonction®
voe gqui est impossible puisgu'on a vu gue la premigre lettre de
Y: ezt positive  {le méme ralsonnement montre gue fji est réduit
3

On peut dene appligquer 1'hypothése d'induction kﬁYi et x1Hi

—— *
sont donc des mots positifs , et CXHq KY232 XHq KY =g
1 v "2 v 1 4 1L 2 L 1

dans ' (&gquation (%33 . Or ¥ = K1F' =t Y = EiYi 2t sont donc
L L
positifs en tant que sous-mots de mots positirs

O X qj Y = xiF‘iun{Yl = X Hg K_Y= dans

1 L 12 L

ce gul avec (%) nous donne le résultat souhaité ¥ gq¥ = g dans M m
J

Nous pouvons maintenant achever la démonstration du lemme de

Boone

Démonstration de la conditlion nécessaire du lemme de Boone

Prenons £ = X qf’(an peut prendre X et ¥ librement réeduitsd
mot, Spécial tel que k cZ™' 5 = ¢ © k dans G .Alors Clemme
IT.2.3 ,3 L.1 et Lz mols sur {x ., PtCi = 12 tel gue L1 = L.z = q
dans Gz . On peut supposer gue L1 et L2 sont librement réduits
vet alors Clepme I1.2 42 , ils sont rl—réduits ¥ i e I .0n a donc
diaprés le lemms II1. 2.8 . 7= g dans I© =

Nous avons démontrée que le probleéeme du mot de (T2 est
reducible au probléme du mot de GLT2 (. W.W. Boone ,dans [51]
rdémontre en utilisant des  extensions HHN la réciprogue Chreés
technigquel | En combinant ce résultat avec le théoréme I.1.2 ,il
etablit le résultat

Théoréme I.2.2 3 ¢ Boone
Pour tout degré d'insolubilits D il existe
un groups f.p. ayvant un probléms du mot de degrée D

En e servant de ce résultat ,Collins démontre le théoréme

plus général

Théoréme I.2.3 = Clollinsl
Pour tout degrés d'insclubilite .D1 et D2 .
0= Dz ssi il existe un groupe f.p. ayvant un problémes

1
du mot de degre Ea y=t un probléms de la conjugalson
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de degré D2

Pour une démonstration simple voir (28] .Eemarguons qus cebtte

démonstration utilise la construction gue nous effectuons en III. 2

I1.2 THEQREMES DE FLONGEMENTS
II.3.1 Théoréme de Higman

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoréme suivant

Théoreme IT.3.1 1 CHigmand
Un groupe finiment engendré est le sous-—-groupe
d'un groupe finiment présentd ssi il admet uns

prézentation récursive

Ce résultat est quelque peu surprenant ,en ceci gu’'il &tablit
un lien é&troit entre la théorie de la récursivite et la théorie
des groupes .11 permet de démontrer simplement le théorémes de
Movi kov-Boone .En effet 1l est aisé de trouver un groupe
récursivement présentd avant un probléme du mot récursivement
inscluble
Consideérons I « M ,récursivement énumérable ,non récursif . Un tel
ensamble existe (proposition I.4.12 .Considérons alors le groupe
recursivement présentd
K=¢abedsra ba =c de*, tel>
Il est clair gque K est le produit libre amalgams de € a,b »~ > ,et
de ¢ c.d ~ > =zur les sous—groupses respectifs engendrés par les
membres de gauche CrespL de droitel dez relations de K .Alors
atb a et d e =, 1 si et seulement si i €1 ,et donc K a un
probleme du mot récursivement insoluble Or avec le théordme de
Higman ,K =e plonge dans un groupe finiment préesenté G ,et puisque
le probléeme du mot est héréditaire . est un groupe f.p. ayvant un

probléme du mot récursivement insoluble
Femarquons que le sens (20 est triwvial

PROPOSITIOM II.3.1 :Tout socus—-groupe finiment engendré d*‘un

groupe . p. ,est récursivement présenté



Démonstration :Considérons un sous-groupe {iniment
engendré d'un groupe f.p. . REemarguons gue l'ensemble des mots
s'dcrivant sur cesz générateurs est récursivement Snumérable | Or
1l'ensemble des &léments Lriwviaux du groupe F.p. est récursive-
—ment énumsrable .L'ensemble des &£ldments Lriviaux du sous-groupe
est dons 1'intersection de ces deux enzembles ,gquil est alors
Cprop 1I.4.2) récursivement @numérable .On a done une présentation

recursive du sous-groupe . ]

Considérons un groupse récursivemnsnt présenté B

B =< ul.‘..umf w =1 ,w € E >
ie , E ezt un ensemble récursivement &numérable ; de  mots
positifs sur ui....um}
Considéron=s alors , la machine de Turing T . gui énumére E . T a
pour alphabet {sn..-,su} R = 1 {ul,.‘.um} = {50....5H} . Hous

pouvons prendre T , aves pour &tat d’arrét 9 Clemme I.4,10
Nous avons vu gue nous pouvons construire sur T oun semd —groups
finiment présentd MCTI ,tel gue pour tout mobt  © sur {51""5M}

r WweE E &= h q h = g dans I'CTS

Dans le paragraphe I1.2 , nous avons rescrit sur un nowvel
alphabet Cen posant R B b et en renumerctant {qﬁ} et {gﬁh »
la prészentation de TI'CT2) (par commodite d'écritured . st avons nomme
I' ,le zemi-groupe alinsi C(finiment) présentsd, Nous avons conshtruit
sur [T . un groupe finiment preésente G, tel gque C(lemme de Booned

spour tout mot spécial I,

e €% £ =CE™ 2 k dans 6 & £ =g dans I

Danz c¢ette partie ., nous considérerons la présentation de G
yconstruite sur la présentation de MT) (o T est la machine
décrite cl-dessus) . Il nous suffit pour cela de changer dans

l*ancienne. présentation s, en h « et de prendre oL {Si}

et {qf- srespectivement.  1'alphabet L,et l'ensemble d'états de
la machine {sat...sh} =13 {qi....qn} Cnous  omettons de
changer les indices M et N .par rapport 4 l'ancienne présentation.

Mouz procéderons de la méme fagon pour Ei ,Gz 'Ga

Considérons le mot spécial I = h_%hm k v ol w est un mot
positif =sur {50.-.,5M} .Draprées ce qui précéde . Les assertions

suivantes sont égquivalentes
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we E

L]

Eshqlmh=q dans " C T 2
k €7 23 = €T o k dans G
C¥®» k Ch_"w—iq:h L h_iqim hy = Ch_imﬂiqzih t h_lqiw hd dans G
L'&quation C®) est abtenu & partir de la précédente ,en

remplagant £ par h—iq‘m h., Afin d'en simplifier 1'écriture nous

introdul sons

-1 -4 -1
hk'h et t =q'hthq

i

k
Le]
Considérons alors
g -1, —4 -1 - 4 -1
Gﬂ = 4 52 " t.ax t.ﬂ qu b ri‘h qlltu q, h Fth q, o
-1, -1 -1 e | -1
= >
t.aiqth ® h qij L‘:‘I qih w* h q,
En remplacant t’c: par qzih Lo h""qi O PEmardque Qgue G; @t LN
autre présentation de Gg

Deméme:
G =<6 ,kosok*herh™mk=hrh*k*chxr® k=hxn
- .23 Ei e * -1 o -1 v - =1, =1 —iu =1
.kﬂihq 31 qitgqihqh B ku—hq h qitﬂqihqh >

1

gst une autre présentation de &

Lemme IT.3.1 : &' =st une HNM extensicon de G; ayvant pour
lettre =ztable <k¢} .G; ezt une HNN extension de Gz
sayant pour lettre stable {Lc_} A

Lemonstrotion r-clDl a pour sous-mot k., guli n'est pas sur
l'al phabet de &' .Les relateurs iLnvegquant kﬂ s =ant donc
uniquement ceux donnés dans la présentation | On verifie aisement

la condition de l'isomorphe Cles sous-groupes en guestion sont
engendrés par les méme générateurs J.

Le méme raisonnement est wvalable pour E; i =

Lemme II.3.2 : Soit @ un mot positif sur <s,_...08 0

Alors @ e B e kqu_iL Wy = Cod b wd k_ dans el

Démeonsiration :Le deuxiéms memnbre de l'équivalence n'est rien

d'autre gue l'égquation %) redcrite en utilisant kn et t.n =
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Mous définis=scns le produit libre

G =G'=% R
4

Housz considérons une présentation de GL donnges par la réunion
de=z générateurs et des relateurs de G' et B . L'union doit é&tre

disjointe, nous considérons donc

{a ,..,a >y =45 ,...,= > avers a 4 I
1 m o .2 | L L
E peut alers &tre considére comms un ensembl e de mots
positifs sur {a ,...3a %
i T

Mous définissons

5 =<¢G :b,..b +sblub=u : b ab=a ;
= 4 i bl L 1t

b 'k b=k u
(5]

[l » S
pour teout i1,.j = 1.,...m >
& =¢G :d-d%kd=k ;dwabd=a ;i=121....m >
=] = o o 1oL L
—1i —1
> = 4 5 s Sy Le=td ok o=k
i = o o L= o

La démonstration du théorome de Higman va alors consister a :

1*2 —-Montrer gue 1'on a une chaine de Britton

e G 26 5.6, 59
4 = < 7

2% —Montrer oue GE a une présentation finie.

Notation : Dans cetie partie nous noterons {xi.xz,.-b . pour
L

désigner le sous-groupe de G engendré par H 2%, 1= 4 L. T2
L

Nous avons besoin du lemmse suiwvant.

Lemme II.3.32 : Les scous—groupss de G; .<a1..‘.am.k0>‘ et
<ai.,.,,am,to>4 sont librements engendrés par leurs
genérateurs’

Démonstration : Nous démontrerons le résultat dans le premier

cas , le deuxiéme étant similaire . Avec nos nouvelles notations

Gﬁ est une HNN extension de £ x >ayant pour lettres stables

{sa;...;sh} . Done draprés le lemme I.5.32 le sous—groups de G;
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engendré par S, S e=t libre . Or
™

< - < A ¢ L
G-i_fs-i <q,....qn>_Gz_Gﬂ..G
Donc puisque G = &'+ E et que {a;...;a > = 4s :...;8 » = G
=4 i m o m

{ai;...;a >4 ezt libre sur ses générateurs

mi
Frenons un mot W sur a ... ..a .k

i ™ o
W=cCck ...k =1 dans ©
o o i o n 4

o les O =ont des mobs sur {az..,.,a >

L ™

Cr puisque W n’'invogue gue des letires de G W =1 dans G'

¥

5° est une HNN extension de G; ayvant letire stable k0 done =i

;
L+l
o

mot sur h r‘_‘h"1 . hx h!: et hq_‘h_‘qttﬂql_’hqh_i

Or les relations de &' assurent que 1»:_::l commuttent avec ces <léments

n>1 W contient un pinch k:LCJc ol C est égal dans G; A un
L5 L

s =t donce on pesut remplacer le pinch dans W, par O . Aprés avoir
L

réitérdéd ce procédé on arrive a

W = Ca...C = 1 dans &' et donc dans FCai;..,;a 2 L donc W= 1
™ ™
Zi 1l'on prend Cﬂ,..Cﬂ réduits ; alors cecli ezt contradictoire
Conc {al,....a .k0?4 est libre sur ses géndraleurs | ]
Lo
Lemm= II.3.4 : Es est. une HMN extension de G; avant pour lettres
stables {b .,...b >
i ™
Démonstration @ Il est clair que & a pour base Gd » =L pour
lettre stLtable {bi,...b 2
™
I1 nous reste 4 véerifier la condition de l'isomorphisme,i.e. ¥ i
11 existe un isomorphisme ¥ : ACLD — BCiD
LB
avec ¥ 1 ACLD = <u ,...U & ,...& .k _*
i ™ i ™ La] sy
BCOLD = <u ... oW o& ,...8 .k u >
i m i ™ LS +
tel que $Cu ) = u JECa D = a Bk 3 o=k oult v Pour tout
i p [ L = i o = SRS
p =1 ... m,et pour tout i =1 ... n
Bemarguons que kﬂ = knu:ﬂﬁ < BCi) done ACLDI = BCLD

Nous avons 54 = 3+ F .On peut done gcrire Clemme 4.1.28 de [231D
ACLD = BCiD) = <u ,, ., u > % <3 ,,,.;58 .k »
1 mo4 i m o 4
D'apreés le lemme IT1.2.2 , <a1....am,ko>4 est libre

On a donc ¥ 1 1°homomorphisme

W - b=y PR i~ | rk P — AC.‘E}
L i m o
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tel que  yCad = a ; wik J = kﬂu[l

On peut done construire par propriétée des produits libres
Wi ACLD — ACAD
ur 21 r Ll g i g = '_1
Lel que ui(up) uP : ¢1Ca?3 ap : ¥1Ck¢3 kﬂui
de la méme fagon :

fﬂ_ : <a_|1.|a lk: } —> A‘:i:’
L L gl Q
: Ca 2 = ¥ ¥ =
avec ¢ & a ,E'Lwcﬁ? 'Ckn:l kﬂu _
et on peut construire ¢{ o ACLD) —— ACLD tel gue . Ca 3 = a
i P P
“an —4q “ur
po# Cku D =k @ Cud = u
Et alors ¢Lo ¥, THe g = 0d ACLD et on  a donc  1’isomorphismes
souhai t& | =
Lemme IT.3.5 : Gﬁ est une HMN extension de 65 v ayant pour
lettre =table (4>
Démonstratian 3 Maus devons vérifier aqu*il exlisie urn
isomorphisme
wi:kk ,ab ,..,ab?» —s <k ,a....,a >
o 14 m i 5O o] i m =
tel que W Ckﬂ) = kn
i £aJ%} = a pour tout 1 =1 ...m
prenons 65 = Fx quotient associé a la présentation
M
définis=zon= 1l 'homomorphisme ¢ ;: F — ".'34 tel que ¢ Cul =1
L
b2 =1
L5
el ¢ envele les aubres génégrateurs sur eux-méEme
Il e=st clair que N = ker ¢ et on peut. donc  considerer
1 ' homomor phi =me % - Gﬁ — 64 » quotient de ¢ ,E envolie {km.a11>g
L
sur <k _.ab. ,a b > qui est libre Clemmse JI.3 32 Il en est
L&) i1 m m 4
done de méme pour <k .,ab ,..,a b > et de plus ils ont méme rang.
L8] £ 4 m m 0
On oa done un isomorphisme ¥ ; <k ,a .,...2 » — <k ,ab,...a b >
= L M 5 o 4 m o 5
tel que ¥k 3 =k
o (s}
a3 = ab
F PP . iy
Il suffit alors de considérer w = T ]

Le lemme suivant va nous &tre utile pour démonter gue GE est une

HHNN exten=ion de Eﬁ.

Lemme IT1.3.6 @ Le sous—groups & de &', engendre par ko’Lo'af

5E



cad admet pour présentation @
Ty —i
A=< k 4t va,..,ask e Lk = wtw, weE?>
o’ el ™ e o o o
ol l'on a redcrit les mots de E vsur L "al phabet

{al....a » .Con =e rappelle gque U 4+— a2
™ 1 L

Demonstiration ; D'aprés le lemme II1.3.2 , la proposition

C %3 k;im-"t.mwko = m_itgw est wvrai pour tout w < E Cw est un  mot
positif sur Aveesal J . donc est wvrale dans A

Nous allons montrer qu’aucune autre relation n'est utile pour
décrire A

Il est aise de vérifier gue la relation (%) impligque

Lz wd k: = kz b Lz w pour £ =+ 1 ,n = %1 ot pour Lout w < E,
Nous pouvons alors considérer les opgrations élementalire=s dans A
de la forme U=U t° w k? U —_— U k7 ow L oW U

i o oz 1 a o 2

Celles ne changent pas 1’£lement du groupe represents par WD
NMous considérons aus=si les opérations £lementaires
Uiz O¥Y¥YT 0. —s U4
1 2 iz
pour ¥ = k ,L ,&a ....a4a
] 0 i ™
Ces opérations balssent le nombre d*occurence de tj précéedent  un
kﬁ
(s}
Conzidérons U = 1 dans A . Nous alleons montrer ogue U peut &tre
réduit au mot vide par une suite d'opgrations Slémentalres  comme
nous venons de leg définir .et donc gue U est une consdéquence des
relateurs pré-cités | Ain=si la présentation donnés ci-dessus sera
bien une présentation de A
On lui applique les opérations £lémentaires décrites ci-dessus U
est librement réduit et ne contient plu=s de sous-mots de la forme
ts A k: ol w e £ . Nous allons démontrer gualors U est le mot vide
.51 U ne contient pas tn valors U = 1 dans <ai....am.ko>4 qui est
un groupe libre Clemme II.2.323) et alors ,U &tant librement réduit
U =l Ce qui nous permet de conclure
On a le méme résultat si U n'invogue pas ka C<al....am.LQ>‘ est
librel .
Nous avons donc démontré que U est vide ='il n'invoque pas soit kD
tEGit L&
o

Supposons gue U invogque ka et Ln Cet n'est done pas wided

B



G est une HHNN extension de G; cayvant pour lettre stable {kn}

U =1 dans &' et invogue kﬂ
(=3

D*aprées le thécréme I.5.1 ,U contient un pinch kz Vv k; o Moo= D

" uhxh™h et hg 'hT'gqt_g *hah Tt
Afin de simplifier les notations posons A = h q_ih_ﬂh_et donc D
i

dans G; et D est un mot sur hrih_

est un mot sur hrth_:hxh_i at ﬁtﬂ&“
Nous prenons 00D =V , de telle fagon que D ait le npombre minimal
d'occurence de Lo .G; est une HWNN extension de Gz avec  pour
lettre stable {Ln}

Nous affirmons que V et D sont tout deux Lg—réduit dans G;
Supposons que D ne soit pas Ln—reduit Wil cantient alors un  pinch
et peut donc s'écrire :

D = Eu pa L; At Dé i t;r e DE » ol Dé ntinvoque pas tD .

Avaec le lemme de Britton &_ﬁ%ﬁ = N dans Gé o N oest un mot sSur
q:ﬂukh_Lq; =t q:lhxh—lql de plus dans G; tg »Ccommut be avec N Cau
vu des relations de l'extension 2 . Et alors D = Ea A M ﬁf‘Dg ce
qui contredit le fait gque le nombre d’occurence de LIDI dans [ est
minimal . Donc D est Lo rédui t

V oest librement réduit puisque c’est un sous—mobt de U et gue U
ezt libremsent réduit . Montrons que V est Lu rédui b

Dans le cas contraire , il contient un pinch Lg (% L;g , o0 € = M
dans Gz ,» o N =st un mot =ur |::|_ihr-1__!'1“:“1:1l et q:ihxh_lqi 2t donc
commutte avec tﬂ dans G; Cdone © aussi) . De plus C n'invogque pas
Loy et n'invogque pas kq Cpulisque C est un sous—mobl de V ., gui
n'invoque pas kﬂ J JAlors © est un mot sur R
Qr <L0.ai....am>4 est. un groupe libre donc <L¢,ai,..,am}a aus=si
Done & commutte avec Ln w221 2 =1 ce gul contredit le fait que C
zoit librement réduit en tant gue sous-mot de V

Wous allons maintenant démontrer gue D invoque Lc

Etant donné gue V = D dans G; yet que YV et D sont  btoubt deux

Lﬂréduits . alors d'aprés le lemms I.5.4 ,V et D ont le méme
nombre 4'occurence de ta

Supposons que D ne contiennent pas ta . Done Vo ne contient pas Lu
Alors V est un mot sur A seeaa et D est un mot sur t*a.r*ml*-_l,h:-:h_'i

Mous pouvons prendre D oaves un nombre d'occurence de r. minimal
L3

1 -1 ,
. hxh ycontenant le molins

considérer 1'écriture de D sur hr ko
=
d'occurence de PLJ . Vo= D dans Gé , HHN extension de

(aﬂ{q,qi....qn> aves pour lettres stables {rL.i = I» (Vi=ziblement

o2



VW oest r —réduit ,pui=squ’il n'a pas d'occurence de r. | Démontrons
L 1
gue D est aussi r -réduit . Supposons donce que D contisnne un pinch
D=Dhr- h'
i L

hxh . hrh
L

D h r?ih_in e B o B o zsont des mobts sur
2 L : | i 2 3 4
et DE n'invoque paz . . Donc D2 =h %' h
L
et le pinch est done de la forme r} ' r.L
= L

1
n =M

D'apres le théoreme I.5.1 , x" est égal dans Gia-e {q,qi,. : ,qﬁ} a Uun

= == —
mot sur Fg G .,.5%,..,5 % ou sur Hgq, F ,5 x 4
Lowd e 1 m 1 w2 1 i

....SMK-
Mais nous avons déja vu (démonstration du lemms II.2. 42 ,que ceci
n'est possible que =21 n = 0 JEL alors ,on peut réduire 1'écriture
de D ,=solt R E; D3 dans Eé e gul contredit le fait que
l'éeriture de D contient un minimum de i

Dene D et V sont tout deux ri-ré-du:l_t_.s ¥ il .Deplus D =V
dans E; dene dapré=s le lemme I.S5.4 ,D et V ont m@éme occurences de
r. .Y ne contenant pas rt,D ne contient pas non plus rL
et alors V =D cdans Gl ,et ¥V = h x' h ' dans 61
Supposons gue V contienne aj
Gi e=t une HNM extension de < = » avee pour lettres stables
{51,..,3m} et pul sque {aih..,am} = {si,..,sm} ,alors VYV h x " h ©
contient un pinch a? L a:d v ou C est un mot =ur x .Maiz le pinch
est alors un sous-nmot de ¥V .Or VWV ne contient pas = .0On a donc
T =1 . e qul contredit le fait gque V =oit librement réduit
Or V¥V est un mobt sur ai,..am,tﬂ . Supposzons que D ne contienne pas
Lﬂ LAlors W one contient pas L0 el d'apréds ce gul précéde V = 1
O h: v h;* ezt un sous-mot de U , et ceci contredit done le fait
gque U seoit librement réduit

O a dono prouve gue D contient Lb .Et done D contient un

-1 —1
2 el e
O écrit D = Eu ¢ hg h qanq1 hgh

sous-mot  h q_ﬂqul t
Rang g ;o o= k1 | et le mot
entre parenthéses contient la derniére occurence de tu dans D,
i et B =1 =4 =1 =1

s h :‘Lh b g h q, t'u q, hagh

l.e. Di-est un mot sur h o x ko
1

et T est un mot sur h x h ,h r h
L
Fuisque D contient Lu » Nous savons aussi que U contient LD £ af
plus haut 2 | Nous pouvons alors gcrire
Y= Y T v o oy ou chague V. ezt un mot sur a ,...,a .

o o r-i1 o r J 1 ™
Nous avons wvu gue V et D sont tout deus Ln—réduiLs .0 peut donc
appliguer le lemme I.5.4 .2t alors tngrv'fﬂhq'ﬂquit;m est un

T
pinch =14 VrT-ﬂi q_ﬂqui = K dans GE colt K ezt un mot  sur

=o



q? h r‘_hﬂq1 et q:i h = h_ir:[:l T est un mot sur hxh ‘et hrth-l
L

Donc nous pouvons é&crire T* =Hh Lﬁf“ dans Gz . ou L1 2=t un mot
SUr X Ll r.
&
K =2t un mot sur qlihrgwiqi et qiihxh 1q1 ydone on peut dcrire
K = q_ihL hddq sou L est un mot sur x et r
1 2 1 2 i

-1, =i i I -1
On a donc Vthih hag h q, = 9, hLzh d, dans Eé
—1i =1
zolt aﬁhq ~:ﬂkmz
soeit L. 'h '"qVhL = q dans G
2 ir 1 2
Femarquons que V h est librement réduit puisque Vo est un mob
r r
Librement réduit sur as..aa et h = {ai....am} . Avec cez
hypothéses on peut appliquer le lemme II.2.%9 et donc v;h 25t un mot
positif € donc en particulier U} et h qiviw =g dans " CT2
T

Et done , ¥V = E
T
En fcriwvant V v L5y st avec U k* v K *
o r o] L&]

o

U contient un sous-mot de la forme Lj?Urk; o Vo e E O, ce gui
r

contredit nos hypothéses  Donce U ne contient paz 4 la fois kn et

LD ,et done (comme nous 1'avons v précedemment 3 U = 1
Donce le relateur k;iw&itnwkﬂ = m_ltﬂm » suffit 4 décrire A . -
Lemme IT.3.7 : Gg ezt une HWNM extension de Eﬁ »avant  pour

lettres stables Lo

démonstration @ Il est clair que C-.‘,? a pour baze G{j et pour lettre
=z=table Lo
Mous devons vérifiier la condition de 1'isomocrphisme ,i.e. .vérifier
quil exis=te un izomorphismne
] :<J-CG.LD.31,. . .am}s R {ka,tad,ai. - .am}ﬁ .
aveo w{kﬂl = ku

wCt D =t _d

w(apj

=1

= .

Pulsgque G'= ¢ = 3 ,on a <k .t a,..,a 2> =<k ,t ,8a ,...,a > = A
5 3 o’ o' m g o o1 m o4

ydont nous avens donng une présentation au lemme I1.3.85

Dans la suite nous appelercns B, <kn,LDd.a*....am>§ . Pour montrer

gue A — B est un homomorphisme il nous faut montrer que 1'image

des relateurs de A et triviale dan=s Gs i.e. ,il nous faut montrer

a1



que =1 w = E kgi

muiL dwk =w 't dw dans BE

L] o o
Mous 1l montrerons dans Gd .Ce sera a fortiori vrai dans B .
Mous utiliserons la notation suilvante

Smit w un mobt sur a:.'” =t
M

L

o est obtenu & partir de w , en changeant tous les a, en b
N est obtenu 4 partir de w , 2n changeant tous les ax en u
Remarquons gue =51 w < E by = 1 dans Gﬁ pulisque alars w 2zt un
relateur de F et E = (54 = 65 = E'rﬁ

Copnsidéron=s w 2 E . On a dans GE
kK ‘o 't dek = k e ot Cded D dk
o o o o_, _10 0
= k Tw Tt o dk
i ] ] b [a]

. ~% =4 = .
En =ffet ,puisque da d = ab , ded = da tda 2
i Lo i) Wi i
d
avcl:
= a =] ..-a b
AL widd seely gl

=1

et a et b'i. commuttent dans Gs = G.;;
1
De plus dans 65 Cdons dans 653 bi =18 uj commuttent pour tout 1,3

=1...n . &L kqihjc = hbu , k et d commuttent dans G
O (R | | g al o

Et alors k “w 't ewodk =k " *t wwk d
() [n] 1= [w) n [} B O

K Yw ' w k Ck 'k od
fa) [=] o o [0 =}

k_imnit Wk owowd
O o O b ou

Ck Yo 't ow k dw d
o o o Y

= m_ltﬁm w d Relation €%
Or 't dw = @ 't Cdwd d
[9] i
= w 't owow.d
o b
et on a donc montré gue
k' M dwk = @ 't dw dans &
(] L] [} L= ] &5
Dons i w o A —s B est un homomorphisme .
MNous construl sons mailintenant W % Gﬁ JR— Gd dont la
restriction & B , est l'inverse de ¢ .

Definissons w par w Cd2 = w (bJ = v Cud =1
18 L
et le,= DdG, ezt bien défini .
2t au vu des relateurs de Gﬁ {regarder les présentations de Gﬁ et
Gd:' v @st bien défini C=si - est un relateur de st s Cr2 = 1 dans

G 3
&

&l



I a = 1
e WIE = ﬂdE ; C.Q.F.D.m
Nowuz avons donc , avec toub ce qui précéde ,veérifié gue nous avons

la chaine de Britton
E=sG =G =G =&

4 = & 7
Done B et plongs dans GE . Remarguons que G? ezt finement engendré

.Nous allonzs maintenant démontrer que @? ezt fipnement présents

Lemme II.3.8 : 57 est [inement présenté

demonstiration : Rappelons nous gque nRous  avons pris pour
présentation de Gﬁ v la réunion des générateurs et relateurs de
=" ot R

=i dansg 54 ,on elimine les relateurs de la force W= 1 ,o0ou w e E
Ci.e. les relation= de R} , alors il ne reste gu’un nombre fini de

relateurs

Au vu de la construction de Gd  la méme conclusion e=t vraie dans
Gﬁ.

Hous affirmons que les relateurs de Gd de la forme w = 1 Cw = EJ

. peuvent étre obtenus grice aux relateurs restant

Si w e E alors k:‘C m_’tﬂm >k, = Cw_ltnm 3 dans G . Cégalité

Cxx) de la démonstration precédente ,en prenant oy d = 13

Done 1’é&galité est vraie dans G& el ne nécessite l'utiligation gue

des relateurs restant , pour étre etablie

Alors e €k Mtk e = twttee
o a o o

puisque  commubtte avec les a =t kn
;: L

k' to™ vk = w e 't o ow

[} fu ) o] o
De plus k;ﬂJ1Lﬂd w ko= m_itﬂd w Cef la démonstration du lemme
precédant)

Ce qui nous donne

kTt Cak k' w ad e k
¥ u} o 0 O

m_lta{m o od w P Ul peut

1

s'éerire Ck '@ b @k Ok ‘w 'd w k Cor 't ede 'd w
[a] L} o o o a)
Or les termes entre parenthéses sont egaus

Et done k;‘m"dukﬂ = w ey . €13

Comme nous 1l avons déja va , les relations d'abd = a et ab.
e L v

&2



ba , nous donnent 3

i

cleasd = sOul peut s'édorire w = d mmEd
- o P |
et alors w dw = w “dd mwbd
= mbd =]

Cn substitue C23 dans €132
k 'e dk = wd
0 b ] -]

or ko et d commuttent

et &
donc kﬂ mhkﬂ = u% C3D
Avec les relations k bk =bu et bu = ub, appliquées & (3D
e T T s LA L] 1
, O & o = ow osolt w = 1 dans G . ]
bou b o <

Le théoreme de Higman ,est donc &tabli

II. 3. 2Théoreme de Higman-Neumann-Neumann

Dans ce paragraphe ,nous allons etablir le théoréme de Higman
“HNeumann-Meumann . Nous combinerons alors ce résultat avec le
théoreme de Higman ou le théoréme de Novikov-Boone pour en dédulre
des résultats utiles &4 la suite

Nous wutiliserons pour la démonstration du  théoréme de H. MW

yle lemme suivant .gqui nous sera aussi utile ,dans le paragraphe

suiwvant
Lemme IT.32.9 : Soit K un groupe donné par une présentation sur un
ensemble fini ou dénombrable de gendédrateurs
K=<H1,x2,,.x‘Ri:’l,R‘z:l,.,}r
Considérons w € K , on construit Lm v le groupe obtenu
4 partir de la présentation de K , en ajoutant treois

générateurs a ; b ; ¢ ,et les relateurs suiwvant :

€13 a'ba=c¢c'bebec

e .a.‘_zl:-::'_ia ba =¢ b ebe

€3 a lw,bl a° =¢ b &

L4 a_m*“xt ba b i - W i pour i = 1,2,...
ot [w,b]l] = w'b wb ' .0n a alors

B3



L =iow #K 1 yvalors K est plongs  dans Lm . par

l'inclusion sur les géndrateurs .

Cidn La ecléatures normale de dans Lm st Lw . En

[
particulier =i @ = 1 alors L =1

® w
ciliid Lm est engendré par les 2 £léments b et ca *

Ciwd =i la présentation de K est finie ,alors la

présentation de Lw est aussi finie

Démonstration @ (L2 Prenons w 2y i .0n considére le groupe libre
< b,e >, et sSon sous-—groupe T ,engendré par les menbres de droite
des égaliteés Cid & Civd

Ce sous—groupe est librement engendré sur les générateurs ,pulsgue
=i on effectue un produit de pulssances de générateurs de C© . Les
réductions entre les mots ntauront lieu qu’au extrémites et
laizzeront des sous-mots médians inchangés {(c’est une base de

Niel =zand

De fagon similaire , on considére K # ¢ a,c » ,et le sous—groupe A
engendre par les membres de gauche des indgalités | Avec w #H Lo o
comme précédent ., A4 2st librement engendré par ces générateurs (I1

existe donc un isomorphisme A — € gui envoie les membres de
gauche ,sur les membres de droite correspondants 'Lm ezt alors le

praoduit libre amalgamée CK # < a,b >}A:¢< b.c 2

Aln=i =i w = 1 alors K est plonge dans Lm par 1"ineclusion
=ur le= générateurs , o

Femarquons gue si 1l'oan considére le groupe L n'ayvant pour
relations que (13 et €42 ,alaors le méme raisonnement montre gue

K ezt plonge dans L Caves w quelconquel ,par l'inclusion sur les

générabeur=s .

Ci12> Appelons Hm yla eléture normale de o dans Lw.
(w,b] = w'Cb w b3 ,et donc [w.b] e N, -Alors avec le relateur
€3 b = ¢’alw,bl a’%? ,et done b e N, -Avec le relateur C12
e =beca'bach® ,et done ¢ = N, -De méme on peut voir

al=sément avec la relation (22 gque a = Nm .Les relations de la

Forme €43 peuvent alors Stre utilisdes ,pour exprimer 12 CL =
L
1.2..2 ,en fonction de a .b ,et ¢ ,et done x = Nm R O~ e R
4
.Done N =L . o
ta o

Ciii> Appelons L . le sous-groupe de Lm »engendreé

B



par b et ca * .Avec la relation €13 , ¢ = b Cea b Cea ™" b,
donc = & L et pulsgue calel , ael .De plus la relation C43
nous permet od°exprimer ®. . pour i = 1,8,....,en foncticn de a.b,c
. done x = L pour {1 = 1,8,.. .Finallement on a donc L = Lw . |

Ciwve Il est clair gue si la présentation de K est

finie ,alors il v a un nombre fini de géndratesurs = et donc de
L

relations de la forme 13 ,C22 ,0322) ,043 .La présentation donnée

e Lm rest alors finie . [ ]

EenargquesRemarquons que les relations €23 et C3D n'onbt pas

ete utilisées dans la démonstration de €iiid | Laconclusion C€ii1il
ezt done toujours valide sous des hypothéses simplifides ,obtenues
en ne considérant pas les relations (22 ouletd (32 . De méme =i
1'on considére les mémes hypothéses ,avec un groupe L, et
uniquement les relations (12 et C4) ,alaors K est plongs
naturellement dans L {i.e. par l'inclusion sur les géndgrateurs
.C'est avec des hypothéses simplifidges gue nous utiliserons dans

ce paragraphe le lenms I1.3.9

Un groupe dénombrable ,i.e avant un nombre dénom-

=brable d'&léments ,admet un ensemble dénombrable de géngrateurs

THEOREME II. 2.2 :{Migman, Neunann, Neumann?
Tout groupe dénombrable G peut &étre plongé
dans un groupe H avant deux géndérateurs,. De plus si
5 admet M relaticons \H peut &tre choisi avec N

relations

Démonstration :Considérons un groupe dénombrable G ,et
construiszons comme dans le lemme précédent ,un groupe L avec
unigquement les relations €173 et 42 | Avec le lemme I1.3.9 .=t les
remarques précédentes & est plonge dans L .et L admet  deux
agénérateurs b et cat .

D= plus supposons qué G ait N relations .La relation <13
permet d*exprimer < en fonction de b et ca™ et donc on peut avec
des changements de Tietze .la supprimer .

=4 =tF+i}

On o oa avec la relation Ciwve c2,= Coca 2 ] Cca_"}3+i' b_"
v

=18

; -1 ;
on peut done reécrire les relateurs de G sur b et ca 2t ensuite

S5



supprimer la relation Civl) .Le groupe L peul donc s'écrire avec

deux génerateurs et N relations . |

Corellaire II.3.1.1 :I1 existe un groupe f.p. ,avant deux généra-—
—teurs ,ayant un probléme du mot récursiwvement

insoluble

Démonstration - Le Ltheoréeme de Movikov &tablit l'existence
d'un groupe finiment présentd avant un probléme du mot insoluble
Aver le théorems de H.N. M. ,.ce groupe peut &Stre plongéd dans  un
groupse finiment presente  ayant deus géndérateurs Puisque le

probléme du mot est héréditaire .le résultat est &tahbli

Corollaire II.Z3.2.1 : Tout groupe recursivement présentd  peut se
plonger dans un groupe f.p. ,ayant deux
gensrateurs |

Ddmonstration Enit un groupe récursivemsnt présentd ,alors

avec le théoréme de Higman ,eon peut le plonger dans un groupe £.p.

CAvee le théoréeme de H.M. M. ,ce groupe f.p. peut étre plongéd dans

un groupe f.p. admettant deux générateurs | =
I1.4 FROFRIETE DE MARKOY ET THEOREME DE ADJAN=-EABIN
Definition @ Eoit P oune  propriété sur les groupes  findment

préesentés . Nous disons que P est une propriété de Markev si il
existe Z groupes finiment présentés .G et G tels que
£id $+ vérifie la propriéte P
Ciid &8i G_ est plongé dans un groupe H ., alors H ne
verirfie pas la propriéte P

Eemarque: Il est clair que G_ ne vérifie pas la proprigte P

ypuisqutil se plonge dans lui -méme .

Exemples: Etre fini est une propriéte de Markov .On  peut
prendre G, =< a a> =1 > et G =+ b > .Tout groupe contenant

G_Ci.e. le groupe cyclique infini) comme sous-groupe est infini

Etre hvperboligue est une propriéetéd de Markow il
suffit de prendre G =< a > ,et & = £ x € .En effet tout groupe

1a]



libre de rang fini est hyperbeolique ,et =i e est hyvperbolique
alors G ne contient pas £ x £ comme sSous groupe (o, f. cours de

DLE. & 9495 de H. Shortl.

Deéfinitions ¢ On dit d'une propriégte P sur les groupes Ciniment
présentés qu'elle est  héréditaire =i ylorsque G & P el H est
plonge dans & , He P Cot H et P sont 7.p. 2

On dit d'une proprigté quielle est non triviale si

F = &8 et si elle n"est pas vérifide par tous les groupes finiment

présentés

Lemms ITI.4.1 3 Ei P est une propriélé sur les groupes finiment
présentds  héréditaire et non Lriviale ,aleorz P est
une proprietiée de Markow

Démonstration : Pulsgue F est non triviale 11 ewiste un  groupe

f.p. vérifiant P ; appelons le G, .De meme 11 existe un groupe G_
f.p. ne varifiant pas F

Supposons que G solt plengd dans ' o M est un groupe . p.
e P car =i I'e P ,puisque F est héréditaire ,alors G_ < P

F ezt donc une propriété de Markowv . ]

Ce résultat nous donne un moyen simple de trouver “Yheaucoup®
de propriétés de MAEREOY | FPar exemple
-Etre triwvial
—Etre libre
—-Etre abélien
—-Etre fini
=Etre sans torsion
=Avair un centre triwvial
—Etre cyclique infini Crespectivement finid
—Eftre nilpotent
~Etre solvahle
—EtLre auvtomatigus

—fdvoir un probléme du mot récursivement soluble

Le buot de cette partie st de demontrer les théoremes

sulivants

Theoréms IT.4.1 : AL jaon—Rabin>
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Soit P une propriété de Markowv sur les groupes
finiment présentés Il existe une classe réecursive
de présentations finies de groups {l'Im A woe= U,
indexdgss =ur un groupe U o0 U a un probléme du mat
récursivement inscluble telle que gpcﬂwj = P ==si

W= 1
o

Definition : On dit d’une propriéteé P sur les groupes finiment
prézsenteés ,qu’elle sst récursivement reconnaissable .si l'ensemble
des preézentations finies {0 7~ gpllld = P} e=st récursif | Dans le

cas contraire .on dit que P est récursivement inreconnaissable .

Théorems II1.4.2 = CAd jan-Eabind
Toute propriété de Markev sur les groupes . p.

e=t récursivement lnreconnaiszsable.

Théoreme II1.4.3 3 CAd jan—EBabin
Le probléme de 1 'isomorphisme pour les groupes

finiment présentés est récursivement insoluble

Les théorémes I1.4.2 et I1.4.2 =zont corellaires du  theoréeme
IT.4.1 _.Mous allons donner une preuve du théoréme ITI_ 4.1 ,en
utilisant le lemms II. 32,9 .

Démonstration du thdoréms IT. 4, ¢
Scient une propriéte de Markov P et les groupes G el G+

correspondant . On considére un groupe U finiment prézentd avant un
probléme du mot insoluble

Soit K = U * G ,puisque U a un probléme du mot insoluble ,il
&0 ezt de méme de K .U et G sont naturellement plongés dans K
CEBoit o un met de U et son représentant o dans K OOn construit
alars Lw yvoeomme dans le lemme 11,329 | Remarguons qu’étant donng
Lires présentation finie ,on peutl reconnaitre si <'est une
prézentations de la forme I1.2.9 {.e2. 1l ensemble des
prézentations ainsi construites est récursif .On forme alors
Lm * G .dont une présentation finie ﬂm s'aobtient naturellement
par les présentations finies de Lm et de Gt Cet ainsi l'ensemble
de telle presentatlions est récurs=sif 3,

Si w # 1 dans H ,alors avec le lemme II1.3.9 ,G est plongs

dans I“ﬁ #* G+ y2t alors 11¢ * Etne verifie pas F . Par contre si
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w = 1 dans U ,alars Lm =1 .et donec Lm * o = G+ vet véerifie  done
F .Ainsl on peut construire une classe reéecursive de présentations

{I'lw < woe Hx ,tel que gp(ﬂm? = P ss5i w = 1 dan=s U , ]

Démonstration du thdoremes [1.4.2 :

Sclt P oune proprietde de Markov | Supposons que P zolt
récursi vemaent. reconnalssable i.e. {01 ~ gpllld) = P est récursir . On
forme ,comme dans le théoréms I1.4.1 ,une famille recursive de
prézentations finles {ﬁm A owmoe I Jtelle gue ngHm) = P =5i w s 1
LAlors leur  intersection I = {ﬁw S woe U et ngﬂmP = F» sst
récursive | Ain=zi on peut décider pour tout meot @ sur U ,si w i 1
L2n construisant sur w la présentation I'[m du lemme IT.32.9 Cce gqui
ezt effectivement réalisablel et en decidant =i ﬂm = I . Cecl
contredit le fait gque U ait un probléms du mot récursivemsent

insoluble . u

Deémonstration du thdorédme 11,43 ;

Suppozsons gue {00,172 gpllld 2 gplll’' >} est récursif Cou [1 et
M =zont dez présentaticons finies de groupe .l'ensemble L{[1,¢a-a>2>
yest récursif pulsque <[> est récursif et alors ,en formant
l'intersection <01 ~ gpllld = 1i¥ est récursil ,ce gqul contredit le
théoréme Il.4.2 ,puisque &Lire trivial est une propriété de Markow

pour les groupes f.p. . L]

Alnsi méme pour des propriétés aussi simple qutétre trivial
.12 on ne peul reconnaitre las présentations finies de groups
wvéarifiant ces  proprietes .¥W. W. Boone deémontre dans [5] un

théoreme plus fort

Théoréms IT. 4.4 : O Booned
Soit U un groupe f.p. ayant un probleéms du  mot
de degre D Il existe une classe récursive de
présentations finies {ﬂm Swoe U telle que ﬂm =1

=51 w = 1
u

Avee le théordme I1. 4.2 ,on ne peut pas déci der pour urne
presentation finie donnés ,si le probléme du mot ¥ est résolubl e
. FeEmarguonsz que dans le cas des propridétés étre trivial ,étre find

sebre abélien ,étre libre ,on peut ndamoins enumerer toutes les
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présentations finies les verifiant En erfet on connait des
préesentations canoniques des groupes verifiant ces propriétés =1
on peut donc utiliser 1'algorithme du corcllaire I.2.1.1 ,pour

enumerer toutes les présentations finies de tels groupes Ou'en

est 1l pour les groupes [.p. ayvant un probléme du mot soluble 7

Théoreme 11.4.5 1 (EBoone, BogersD
Pour les groupes finiment présentgs | la
propriété d'avolir un problemse du mot soluble est
Eg—compléte .En particulier ,on ne peut pas &numérer
tous les groupes Lp. avant un praobléme du  mot

récursivensnt soluble .

Four une démaonstration de ce rézultat s Wolir [L7] . Pour la

notion de E:~ccmplet yvoir [34]

7O



CHAPITRE HI

PROBLEMES DE DEHN POUR DES GROUPES
ELEMENTAIRES

Dans le chapitre précédent nous avons ehabli l'existences de
groupas . .p. ayant des problémes de Dehn insolubles .mals nous
n'avons explicitéd aucune présentation d'un tel groupe | Dans ce
chapitre nous nous intéressons 4 ces probleéemes dans des groupes
&l dmental res N definis par des propridtés algébriaques
alémentaires ,ou construits 4 partier d'un groupe libre par une
chaine de constructions &lémentaires . Méme =i nous démontrons des
rezsultats de solubilite ,le bul principal de ce chapitre ,est

drétablir des problémes d'insclubilités dans de tels groupes

I.1 RESOLUTION DES PROBLEMES DE DEHWN POUR LES GROUPES LIBRE=

Mous avons d£ja wu que le probleéeme du mob est soluble pour
les groupes libres .par application de réductions libres .De plus
le probléme de 1 'isomorphisme est =soluble puisque tout groupe
lLibre admet. une présentation canonigquse <FCXI> ot [X] = rang F .On
peut  donc  etant donngss 2 présentations de groupes  libres
Lanumérer toutes leurs présentations ,par changements de Tietze
yjusqu’a ce que l'on obtlenne leur présentations canonigues et
alor=s FCX2 =2 FLYD =si X = |Y]

Dan=s cette partie nous démontrons que les aulres problémes de
Dehn .sont résolubles pour les groupses libres Cde rang quelcongueld

ITT.1.1 Frobleme de la conjugaison

Définition : Un mot sur ¥ .est diit cycliguement réduit ,=2i i1 est
réduit ,et =i il n*est pas de la forme 3 'w X ,avec x e X U X .
Femargquens que =i un mol est cveliguement reduit ,il1 en est

de méme de tous =es conjugues cycligues

Lemme IIT.1.1: Soit w un mot cycliquement réduit sur un alphabet =
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U omot rédulit w o sur Z oest un conjugue de w dans
FCE2 ssi ,un conjugué cyclique de @ est un conjugué

cycligque ,ceyvcliquemsnt reduit de o'

Demonstiration : (=22 Supposons que &' = h"*s h dans F(S> ,ou
h est un mot rédult sur = . Alors puisgue w et h sont réduits les
seules réductions possibles dans h 'w h ,sont A la liaisen entre

Hd et w ,ou entre w et h .=Zo0it 11 existe a et b mots rédults

Cevent., wvidesz Jsur 5 tels gue h =2 h' = b h” ; et w = a W, bt
.Zans perte de generalité ,on peut suppoeser gue b soit un
gsous—mot initial de a Et alors w = b w " et done pui=que w
est, cyvoliquement reduit ., b est le mot wvide . Une réduction dans
h e h «ne peut donc intervenir (sans perte de geéenéraliléd
LUt ent.re h' et w ,scit h = ah' ,0=a2a w Let W, ne contient pas
un segment terminal de a_l.camme sous—mot terminall
Donc h'e h = ¢a h'37%a u:-uﬂa. h'2 = h'-imﬂa h* = @' (prop I.1.12.
Or w a est eyveliquemsent réeduit el done la réduction cyelique d'un

conjugue cyelique de w' ,est un conjugud cvellgque de w . o

Cée=2 Considérons w = A B ,et supposons gue B A sSoit la
raduction cycligue d'un conjugue cyelique de w' L Alors pulsgue w
ezt cyeligquement réduit B A est cyeliguement reéduit Cprop wwl,et

puisque w' est rédult on a un des cas suivanis

1% cas w' = 3{_1E A X ;o X ezt un mot Céventusllemsent
vided sur € .Alors ' = X 'B CA BY B = ¢B'NO ‘e cBTYO
2™ cag E A ezt un conjugud cycligque de @' | Zoit Cpar

exenple) ,BE=BE et o =B AEB .et donc w = B ABBBR?
12 Z 1 2 iz 2
=B wB*'
g -3
Tout autre cas serait contradictoire avec le fait que w' soit

réduit =

LEMME IIT.1.2: w est conjugud de w' ool la réduction cyclique de

w est conjudud de w’

Demonstration : Soit w la réduction cyeclique de w ,i.e w = X waK
vold X ezt un mot sur £ et o est ocveliquement réduit

Ce=#> Soit o =h'wh=h"%""eXh=< ™ Xh o
Ce=> Soit ' = hwh = h7X X' X X'h = xR e XT'h =
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PEOPOSITION ITI.1.1 : Le probléme de la conjugaisen pour les

groupes libres est récursivement réscluble

Démonstration : Considérons un groupe libre ,donné par =a
prasentation canonigue C(pas de relateursl | Solient deux mots w et
w’ exprimé= sur les géngrateurs .0On réduit cycliquement w ,et 1 on
détermine tous les conjuguss cycligques de w ,et de la réduction
cyeligue de @ (ils sont en nombre finid.On peut alors réduire
cyeliguement ceux de w' ,et aves les lemmes ITIT.1.1 et III. 1.2 .on

peut décider =i w et w sont conjugués | ]

ITI.i.2 Probleme du mot généralisé

Le probléms du mot généralisé dans un groupe libre ,se résoud

grace 4 la notion de base de Mislsen

Motation : Solt FCX2 un groupe libre et W = {wf...wﬁ} L
ensemble fini de mots rédults sur ¥ gqul engendre un sous-groups G
de FOR2 | Tout £lément de G ,peut =& donner comme un mobt reduit sur
W o,w .On note wlXd le mot w vu comme un mot sur X Il est clair
gue w et wll) représentent le méme <lément du groupe | 0On note
lgrxiwb = larCwiXd> |,

Drapres le théoréms de Nielsen—Schreier .G est un groups
libre .HNéamoinz G n'est pas forcément engendre libremsnt par W

(considérer le sous-groupe de F, .engendré par {xf}ilxgh>%}}

Detfinition : Zoit W Un enzemble de mots réduits sur ¥ .gul
engendre un sSous—groups G de FOXD . On d4dit que W est une base de
Mielsen de G ,=i les conditions suivantes sont verifidées

€13 Zi w oest un mob réduit sur WO, w = thf.,Wfﬁ” »
alors la réaduction de wiX2) Cdans X2 laisse au moins une lettre de
chaque WL ayant. une occurence dans w inchangée Ci.e. ,on n'a pas

JWECHT WEIEHY Wocxy = oy S
1 ] k F

& . & £,
: i Wi k o.ou Wi W Wfk ezt un sSous-mot
' i

de w et W;ii {respL W;gkj est un sous-mot inltial Crespt
terminal) de wficm Cresp’ de Wfkﬁ}{:}:i
cED lgrxcm} == lgerWEJ spour tout 1 tel gque W oait une
L

ccocurencse dans W
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Eemargue Si W ezt une base de MNielsen de G ,alors & ect

librement engendre par W _En effet pour tout mot non vide ,réduit

wlW2 .la réduction de wlX} est non wvide grace a4 (12 ,et donc

- # o1

Propozition III.1.2 : Ecient F = FOXI un groupe libre ,et W une
famille finie de mots réduits non wvides sur ¥ ,gqui
engendrent un sous-groupe & de F L Alors on peut

construire une base de Hielsen de G .

Démonstration :Etant donné un ensemble fini W de mots sur X ,on
peut effectivement le symétriser (i.2 considérer le plus petit
ensemble W contenant W tel que si w < W ,alore @ ® e W o w' est
le mot inverse de w sur X J.Clairement W et W engendrent le méme
sous—groupe de FORI ,et on peutl done considérer dans la suite un
ensemble W ,symétrise | Tous les mots seront vus comme des mobs sur

X
La deéemonstration utilise la potion de transfermations de

Mielzen .Nouz allons démontrer ,gue pour todte famille W varifiant
les hypothéses el peaut construire Lre suite finie der
transformations de Mielsen .changeant W ,en une baze de Nielsen de
=

On appelle Produit propre CPP2 U; de U Cpar U2 ,le mot

L i

réeduilt U = UU ,ou W =_ UU s o0 U ,U W ,et U =2 U et

_ L F L) I F Jow L i ] L i
6 - i
L j

On appelle produit propre de longusur molindre CPPLMD  ,un
prodult propre U: de U ,tel gue ]_gr-xCUTL‘.‘r < lgr\:CU_}

L ., 1

Une transformation de Mielsen réduisant les longueurs CTHELD

de W est une transformation de W o= {U;., dplling b .Uk,. ; ,Uﬁ} =Ts!
L
LU, .U 0, L U3 o U est un PPLM de U par U et ou
i 4t k G i i i
Ul‘-: = Ui et UL = U; Il est clair gu'une telle transformation

change une famille symétrigque finie ,geéenératrice de G ,en une
famille symétrigue ,finie génératrice de G ,pui=sgue EL: f!; fIJ_
Femargquons qu'un PFLM- peut é&tre un mot figurant déja dans
l'ensemble ,et alors le nombre d'éléments peut étre diminue de =2
.De plus chague THEL ,diminue Cstric) la longueur de de 2 de ses
#léments . Donc puizsque W est finl et gue tout £lément de W est de
longueur minoré ,toute suite de THNREL appligques 4 W est finie

Etant donné W ,on peut effectivement construlre une suite de
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THEL ,='appligquant & W .et aboutissant a W (i .e. W oo » W
you chadgque fléche symbolise une THRLD ,tel gque W n'admettie pas de
FFLHM . Pour cela on fnumsere tous les FFLM de W Cen formant les
produits propres de géngrateurs ,puis en les reéedulisant .on peut
diécider i il s'agit d'un FPLM2 ,il= sont en nombre fini (puisqus
W est finid .Etant donné un PPLM ,on peut effectuer une THEL , et
on réitére zlors ce procede & llensemble obtenu | FPuizgque toutes
suite de THREL est fini .on aboutit 4 un ensemble symétrique ,fini
W L,engendrant & ,tel gque pour tout FP V'_‘L . de vtdang W o,
lgr'xC"J'_’l]E lngC"-.-ri} vet done tout PP de 2 &léments de W =simplifie
auy plus la moitié de chagque générateurs 21 W 2 W alors le
cardinal de W est au plus le cardinal de W ,et la longusur des
mots de W a &té strictement dipdnuée ,par rapport a la longueur
des mot de W

Considérons maintenant un tel ensemble W Il peut ¥ avoir un
mot. de longueur paire de W 'U-._ ayant samoitié de droite =t sa
moitid de gauche =& simplifiant par FP .Seoit vi,uj,ut = W ,tels

s -z = 3 ; — -1
U V.L: G D avec lgerG] = lng{D} =5 lgrxcvi} : “u’j_ ‘-u-’j c}

;. V= D_"V{ Con dit gque V. est simplifiabled .Puisque les

simplifications réduisent au plus la meitié dez agénérateurs
= =

,lgrxi‘-.-’j} = lgr‘xﬂ“u"h} =14 J.gr‘HC"\-"I-Z' -t lgr*H(VL:I Dans ce cas ,on

appelle Transformation de Nielsen de méme longueur CTHMLY ,la

transformation de W .consistant & remplacer tous les éléments de
-1

la formes ‘J'J_E V'j &) spar les mots réduits de la forme wj = ‘v’j Ux
=F‘-~-’jl D yet les U;i par les W;i .Il est clair gue la famille
abtenue ezt une famille symétrique ,finl ,et engendrant & .De plus
lgrx':\'n’j:: = lgr‘xc'\f’j} Cen fait sz ‘.-'“J_ Ei .En effet =i 1l'on a
Wj = Vi, D;l D D, ,aveec D = DD .et D est non vide .alors \JJ_

simplifie plus de la moitid de Vl__ .

Considérons wune famille W |, comme précedemment . On peut lul
appliquer une suite finie de TNML aboutissant & une famille finie
symetrique génératrice de G ,n'ayvant pas d'elément simplifiable
O procéde de la fagcon suivante
Frenons W = {Vl.. . .Vh} all 1'on a ordonng les £léments dans 1'ordre
de leur longueur . Supposons qu'il existe | = 41,...0F tel gue pour
tout £lément ‘v’J avec lgrxcvj] < ].grxf't.-’LD »n'est pas simplifiable
. Supposons  gue 'H"_' solt =simplifiable .Alors on appligque une THML

coeomme  precedemment | Les nouveaux £léments sont de méme longueur
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L2t prennent done la méme place | Femarquons gue <2 sont des
elements au moins de meme longueudr oue Vi Cette transformation ne
change pas des £léments de longueur au plus la longueur de VL » THOTY

simplifiables ,en des &léments simplifiables .En effel supposons

Qe V& = L E ,lngCVft = 1gerVfl ,lgerL) = lngEE] = lngCD}
L Dupposons  gus Wk = v; D L rende Vj simplifiable .Alors pulsque
lngCV;J = 1ngfD} Jonoa un des  cas sulwvanbts

1% cas 1:1 est un sous-mot terminal de D ,et alors V. est
aussi simplifiable en utilisant U‘. ’
Eym'cas ; R est un sous mot initial de v; et alors .t

ezt aussi simplifiable en utilisant Uk
Ainsi =i ?in'est pas simplifiable avant la TNML et =i la longueur
de Vj est au plus Vt ,VJ ntest pas =implifiable aprés Cet est
inchangsl,
Alnsi on peut alors effectusr des THML successives & tous les
&l éments de méme longusur gue Ui vet refaire l'opération avec 1 +
i .ete ... .Puisque le cas 1 =1 ezt vral ,on peut alors effectuer
une suite de THML dans 1'ordre des &léments de W . Puisgus W
e=t fini avec <o qul précéde ,la suite de THML est fini . On peut
done ,en testant successivemsnt pour tout élément =i 11 est
simplifiable ,construire une suite finie de THML .aboutis=sant & un
ensemble symétrique fini ,engeandrant & ,n'ayvant pas d'éléments
simplifiable .C{par contre on peut avolir fail apparalitre des PPMLD.
Revenons &4 W .On lui appligque une suite de TMEL tant gue
c'est possible ,puis une sulte de THML ,tant que c'est pozsible
2l ainsi de suite .Une telle suite est finie En effet ,chaque
THEL diminpuse les longueurs .les THML laissent les longueurs
inchangées et le nombre d'éléments non vide est décrolssant
JAlnsi on aboutit au bout d'un temps finl ,en un ensemble s/
ssymétrique fini ,endgendrant ¢ .0On considers W 1'ensemble obtenu
=n retirant tous les inverses de W . Nous allens démontrer gque W
est une base de Mielzsen pour &

Soit o un mot réduit sur W . On peut volr o comme un mot

[l

positif sur W ,w Alors au plus la meoitiéd  de

vyttt wi.{k:
chagque £lément de W se rédult et ,aucun n'est simplifiable ,donc
on vérifie <123 pour W

On démontre 23 par induction sur la longueur de o Lk

Zi k = 1 ,la condition 2} et la moitlie terminale du dernier

TE




relateur n'e=st pas simplifide
21 3D est vérifide pour un mot w de lengueur k = 1 et gue la
moitié terminale de dernier relateur de w n'est pas simplifiée

-
y,on forme le mot réduit dans W L= m W_{k @ LAlors la réduction
ik

zsimplifie au plus la moitié de min <lgr‘x{'1ﬁh{k,],lgr‘xcwuk*”} . EL

. = -+
done lngCm J 2 lgerw} lgrxcwmkuj

- min {lgpxcwumj'lgrxcwux*ﬁ

ce qui etablit clairement (23 .De plus la moitié fterminale de

cuei O est pas =implifiée . ]
Corcllaire ITTI.1.1 : Le probléme du mot géneralisé est réscluble
dans la classe des groupes libres
Demonstration : Considérons un ensemble fini W de mots réduits
sur X W engendre un sous-groupe G de FCOX) . On applique la

proposilion III.1.2 pour construire une base de Nielsen W de G
Considérons un mot w rédult sur X .21 w e G ,alors w est la
reduction d'un mot U sur W,,et avee la condition €12 .lgrﬁcuﬁ =
lgerm} .De plus avec la conditien C2) ,chaque el sment de W oa
pour longueur dans X .au plusla longueur de @  On peut donc
constituer tous les mots de W ,de lengueur dans G ,au plus
lgerqﬁ .s'écrivant sur des mots de W de loengueur au plus ,lngCm]
ypuis en les rédulsant librement ,on peut décider si w & G ,et =i

c'est le cas ,l'écrire comme un mot sur W

ITT. = FPROELEME= DE DEHM ET CONSTRUCTIONS ALGEBREIQUES

Le but de ce paragraphe ezt d'étudier 1'effet des const-
-ructions algébrigues 2lémentaires sur des groupes C.p .sur les

problémss de Dehn locaux . Les constructions utilisdes sonbl

Produit libre

Froduit direct

Froduit libre amalgamé sur des sous—-groupss e,

split extension

il



= HHM extension =t extenzion de Britton

Ern particulier .nous &tablirons des resultats sur des groupes
construits de fagon £lémentaire ,=ur des groupes Llibres (Les
groupes libres sont intéressants ,car tous les problémes de Dehn
zsont. résclubles pour les groupes libresz .De plus ils ont un réle
rondamental en théorie des groupes .

Femarquons .que si deux groupes sont finiment présentés \le
aroupe construit dessus par les constructions précedentes sonb
f.p. .Pour les produits  libres sproduits libres  amalgamés
yextensions de Britton ,et produit direct ,ce rézultat se vérifie
immédiatement ,en regardant la présenbation canonique | Four les
splits extensicns ,le résultat est clair ,puisque &tre f.p. est
une palv-propriétd . Remarquons de plus gue btoute HMW extension est
une extension de Britton .et que teout produit direct de & et H
vaest une split extension de G par H Cou de H par G,

Mous appelerons construction de niveau 1 ,un produit libre
yproduit direct ,produit libre amalgame ,de deux groupes libres
cune split extension d'um groupe libre par un groupe libre ;une
HHN ou extension de Britton d'un groupe libre .Nous appelerons
construction de niveau 2 ,un produil libre ,direct ,ou libre
amal gamé  ,d"un Crespﬁ produit libre ,direct ,libre amalgamé de
niveau 1 ,une split extension par un groupe libre ,d'umne split
extension de niveau 1 ;une HMN ou extension de Britton d'une
extension de Britton de niveau 1 .Similairement nous parlerons de
construcstion de niveau M ,une construction analoguse sur un groups
de niveauy M - 1 .Tous les résultats de <& chapitre =sur les

constructions de niveau n sont regroupés dans le tableau 1

ITT.=2.1 Produit libre

Dans towt ce paragraphe ,on considére deux groupes ., p.
G =< SR> &L H=< S R > .On se donne & % H par sa
prézentation canonique é # H=4{ S UE »»RUR> o ESEnZ =4
2t done B M R = @ D'apreée=s le Lhéoréme d'éceriture normale ,tout
@lément g de G = H peut s'édcrire de fagon unique comme une
zéquUences gf.,.,gn yet Wi = 1...n = 1 2=H = 1 ,et =i g, = =
alors g = H :=i g = H +9,,,€ &, el g, = > ou H SiLel que g =

[ §
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gi.,,gﬁ .On définit alors la longueur d'un &lément g par lgrigl=n
Femarguons que le produit libre de deux groupes libres ,est
encore un groupse libre . Ainsi pour tLtoub produit libre de niveau n

yin = MY tous les problémes de Dehn sonb solubles

Lemme ITI_Z2.1 : 51 1'oen a une solution au probléeme du mot de &
et H ,alor=s on a une procédure permettant d'exprimer tout

mot de & # H .=ous sa forme normale

Démonstrat ion : Frencn=s un mot w de G + H  Alors Ll s'écrit ws
Ci_._Ch ou C; ezt un mel sur = .Cz ezt un mot sur £° BLE ooy .
{Lle caz dual est =imilaire et ne =era pas traité 2.0 pulsque &G
Cregp} H) ze plenge naturellement dans & + H Ci.e, par l'inclusion
sur le=s géngrateursl ,=i C s'dcrit sur = Cresp‘ 3y ,C e G Crespt
H) ,o0 C représente 1'élément de G = H Jrepréesente par le mot O

On a alors une dcriture de w sous Fforme normale ssi ¥V 1, Ci# 1 -
c'est A dire ssi C1 = 1 ,CZ o2 1 ,etec... .Il est donc clair que
=i % et H ont un probléme du mot soluble ,on peut  elfectivement
donner une écriture sous forme normale de Ltout mol exprimé sur la

présentation de G # H . |
Propozition IIT.2.1 : T+ H a un probléme du mot soluble ssi
5 et H ont un probléme du mot soluble

Demonstration @ Soient deux moLts wooeh w de G w H

.D'apre=s le lemms IIT.2.1 ,on peul donner une forme normale de  w

et w' _Pulisqgue 1l 'écriture sous forme normale est unigue sl w et
w' =zont donnés par leur forme normale respective .gl....,g et
in]
h;""h s o= w dans & % H s=1i n = m ,et g= h ¥ L = 1..n
L] 1 1

LJAln=l puisque les =h =t hi zont donnés par des mots de G ou de H
y=i 1L'on peut résoudre le probléme du mot dans G et H ,on peut
réesoudre le probléme du mol dans G # H

Récliprogquement & — & =* H ,et H —= G = H ,ainsi
WPLED = WFR(G = HY et %@EH} = YrlG = Hy | =

Pour le produit libre de deux groupss ayvant un probléems de
conjugaison soluble .on a une solution au problémse de conjugalson
ysimilaire 4 celle des groupes libres |

Définition @ considéerons un @lément g9 de G + H .avant pour forme



normal e 9,009 -7 ezt dit cycligquement réduit =i g, et = zont
dans deux groupes (G ou HY distinets ou =1 lgrig2 = 1 .Un conjugué

»

cyclique de o ezt un &lément | 2 g .. 9.9, Cen

Led ™ i

particulier c'est un conjugus de gl | Remargueons gue =i g est
cyel igquensnt rédul t 9,
o’ .ebt g est cveligquement réduit |

vr g Q5. .0g, st une forme normale de

2l g ntest pas cycliquement réduit ,on appelle rédductian
cycligque de g ,1'élément g’ cycliquement reéduit ,obtenu & partir
de g par une suite de trapsformations de la forme

g — 9 sl e ezt une forme normale de g g n'est pas

cycliquement réduit et g = g;Lg a,

Fuisque é&tre conjugue est une relation transitive .11 est clair
gque deux mols  sont conjugudés ssi leur  réduction oyveligque

vsont con jugudes

Proposition III.Z2.2 Zolent deux @ldment cycligquement réduits

g et g° LIls sont conjugues dans G * H s=i

Cix =i lagrCgd = 1 ,alors g’ est un conjugue cycligue

de g

Ciid =1 lgrCgd =1 ,alors lgrig’? =1 ,et g et g’ =ont
t

detux éléments conjugues dans & (resp dans H2

Démonsiration : (= (il Supposons 1grigd = 1 .Soit h tel gue

g*= h'g h . Prenons g9, et hl..,,hm les formes normales
. 4 -4 -1

respectives de g et h . i hm...h1 d,- -9, hi..,hm

. Puisque 3, et = =ont dans deux sous-—groupes distincts ,solt g,
2ol t g est. danz le méme sous-groups gue h: Considérons le
premier wcas ., le deuxiéme &Stant zimilaire . Alers pulsque g° est
cycliquament réduit .h—l....Ch-ﬁ;ﬁ.,..g wib aasiasby n'es=t pas une
:n.'l 1 1 A} i m
forme normale de g’ Chm et h] sont dans le méme sous-groupe 3
Tr
et donc Pu= =) .On peut alers ubtiliser le méne railsonnement
Jusguta arriver a un des 3 cas sulvants

1% cas =i m< n ,alors g = hL K Lo=1...m et done :

g’ =g g h...h =g Ty o W o SR

el i ™ v n oC4 ™

et done g est un comjugud cycligue de g

= cas sl m = n ,alors g.= hi ¥Yi=1...n ,el donc h = g
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et g’ =g
BT =i n 4 m ,alors hL= =N ¥ i =1...n ,et donc

g” =h ' ..h* h...h

m ritd i m
| -1
hm ; 'hhﬂ gl g hnﬂ hrn

= h' g b

avec B avant pour forme normale hﬂq""hm =13 danec

lgrih'> ¢ lgrCh?.On peut alors réutiliser les argumsnts de la
démonstration avec h' en place de h .EL puisque lgrih’> < lgr{h?
yon finira par arriver dans un des cas 1 ou & . o
h g h

h*..h'g h...h

mo 4. TTETL Fr

Cobd il g a pour forme normal e g‘ vt g’

Or g’ est ecveliguement rédult et dono (par exempled g,= h1 LDlon
g = ht..hi*h...hn = h'*. . hil'gh...h .On  peut  done
™ 2z 1 i i z T12 m
successivemsnt utiliser le méme argument 2t montrer Jque hL= g, ou
h, = gEl ¥ L =1...m .Donec h et g ,et donc g’ sont tous deux dans
L7

G Crespt danz H2 ,et g &t g' sont dons conjugues dans G Cr‘espIL

dans HJ .et lgrlg'2 =1 . m]
Ce=2 les cas €10 oL (11D sont triviaux =
Fropo=zition III.2.3 : G o« H a un probléemse de conjugalson
zaluble ss1 G et H ont un probléms de conjugaison

soluble
Démonstration Ce051 = et H ont un  problémse de  la

conjugaisen alers 1ls ont un  probléme du mot solubkle | Pour deux
mots @ et w de & = H on peut done déterminer une s2criture sous
farme normale Clemme IITI.2.13 . De plus on peut effectisvement

réduire eyveligquement ces formes normales par le procédd sulwvant

Rl < 3 est une forme normale non cyeliguement réduite (ce
i

gue 1l'on peut aisement décider) ,on forme g,+--+9.9, .Alors si

g 9" 1 ,e'est cyeligquement réduit . sinon on forme g -9 .9,

™ 5

set 1'on réitére le procéds | Puisque G et H ont un probléme du mot
soluble ,oce procédéd est effectif (Alors avec la propositien

,

IIT.2.2 .21 les rformes normales de w et w sont ecyveliquement
réduites de longueur > 1 ., w et W sont conjugués ==i un conjugué

cycligue de w' est égal a4 w Puisgque 1'on  peut  se donner bous
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le=z conjugués cycligques de w' ,eb gque le probléme du mot de G = H
est soluble ,on peut décider si w et W sont conjugues
Si la lgr de w est 1 ,avec la proposition III 2.2 ;on peul

utiliser la solution au probléme de la conjugaison dans G ou H

C=d) prenons un &lément de G Cle cas de H est similaire

LI1 est de longusur 1 ,eb done d7aprés la proposition ITIDLE.2 ,un
Elément lul est conjugué dans G ssi il 1ui est conjugus dans & = H
m

I11.2.2 Produit direct

On considére deux groupes finiment présentés G = ¢ 2 2 B 2 et
H = ¢ =ZE'/B'> .0n se donne alors ¢ = H par la presentation
canopigqus S xH=<«5suwuE S~RUR , [ghl ¥g=0G¢ ,¥hH:
Coll S M E =6 23  Alors pour tout mot sSur cette présentation
W = gﬁu...gnhn Lou les g, = E et les rhe H .On peut [ écrire
sous la forme canonigue Cgl..gn.hi..hﬁ} Cles eléments de G et de

H caommutent

PROPOSITION III.2.4 : Scient deux groupes Minimenit présentés F et
z , & x Ha un probléme du moL Crespt de conjugalson?
zsoluble ssi & =t H ont un probléme do mot CrespL

de conjugalson? soluble

Demensiralion Cag,.h2 =Cg',k"2 dans & x H = g Ty g’ et
h % h".Donc si L'on 2 une solution z2u probléme du mot dans G =t
H .on peut résoudre le problémse du mot de & x H
Croa de plus & < G = H et H —= & x H donc WPEY = PG x HI
et WPCHD = WHPCE w HI |

Deux &léments de G =« H ,lg,.h) et {g',h'2 =sont conjuguss ool

-1 —1 -1
= | Cgi.hi} tel que Cgi.hi.) {g,hjfgi.hij = Cgi o gl.hth hiiﬁ
= Cg’ ,h"3

,

Done =21 g et g’ sont conjuguss dans & .et h et h' sont conjugues
dans H .Dorc =i 1'on peut résoudre le probléme de conjugalson dans
Z et dans H ,on peut le résoudre dans G = H

Récipragquanant deux £léments Cg,l2 =t (g7.12 sont conjuguss

dans G % H ssi 3 Cg11h13 tel que Eg?g gi.h;‘hi:' = ngig gi.ll}
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= tg',12

done ssi g et g* .pris comme élements de G CE = 6 x €123 ,sont
conjugués dans G . Ainsl BFIE) = BEPIG x HY ,et de fagen similaire
on montre que BPCHIY = BPCE =« HD ]

Corollaire III.Z2.1 : Tout prodult direct de niveau n Cn < [N a un

probléme du mot =t de conjugaison soluble

Démonstiration : Par récurrence .La proposition IIT.Z2.1 nous donne
1'étape de récurrence .De plus Loujours grace & la proposition
IIT. 2.1 et puisque les probléemes du mot et de la conjugalson sont

=nlubles pour les groupes libres ,on a l'étape initiale . u

Théoreme ITT.2.1 1 CMiheallovad
Zoit [T un groupe de présentation ffinie . Soit
H=I un sous—-groups finiment présenté ,gquotient de T,
tel gque H a un probléme do mot de degre DO | Alaors 3 LH
sous—groupe de I =« [T ,f.e. .tel gue g@?ﬁLH;F = M oa
pour degrée D

Démonstrat ion Soit r = « S S -~ P > Urye
présentation de [ . Alors H . gquotient de [T ,peut se donner par
la prészentation H = <« R ~ Py ool o omo.
Considérons le sous—-grodpe LH de N T engendré par les
elémsnts o= CsL:sL} i edl....nX
et 3, = Clird  j e {l...,1

Le résultat découle du lemme sulwvant

Lemme ITII.2.2 ¥ox,v e[ (x;yvd = LH = X = ¥

Daémenstralion @ On considére la projection canonigue o @ [T —s H
el 1 "épimorphlsme w: I x [0 = HxH ,dé&fini par ¥ a.b eI ,
w (la;bd3 = (nlald:nChlDd

Alors w{rf) = C1:17F W oi o= <1....,1> ., et @irih ezt un
elément diagonal de H =« H , ¥V 1 & {1,..,n . D'eu ¥ x,v e T
JCxiyd = LH = T vD 25t un £lément diagonal de H = H , 1.e = P

Supposons maintenant Qque x = ¥y .Alers v >fl=H 1 i.e
y %' est librement é&gal A T pd'rvm p .Alors Cl;v. % e L,
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o Cxixd = LH done  Ox:yl) = LH -

Definition @ Soient & ,un groupe I, p, ,et H  un groupe
récursivemsnt presentd |, et un plongement [1 ,de H dans G .[1 est
appeld plongement récursif ,si le probléme du mot geénéralisée de H

dans & est soluble

Eemargue - Alors si FWFPCH.G) a pour degré D ,et =i on a un
plongement. recursif de A dans H ,alors SWARLA.GED a pour degré D

Corocllairvre IIT.Z2.2 : Soit F'n +le groupe libre de rang n C(n 2 22
an Fn a un sous—groups L tel gue ﬁWﬁfL;th Fnj a pour
degré D (En particulier ,le probléms du mot généralisd

e an Fn sest rédcursivement insolvable

Démonsiration Drapres le corollaire J1.3.1.1 ,et le theoréme
de Mihailova ,la preoposition est vrale pour n = =2

Considérons le sous Jgroupe de FZ engendré par o« .,!'?-"oe 7

oo Ty /MY Draprés le théoréme de MNielsen-Schreier ,c’est
un groupe libre .De plus 11 ezt engendré librement par ces
générateurs ,pulsgu’un  prodult de  pulissances de générateurs
Jlaisze lez sous-—mobts médians des géngrateurs ,lnchangs . On

considére le plongement de F dans F, sur ces genérateurs Il
s'étend en un epimorphisms de Fﬁx Fn dans sz Fz vgui est un

plongement. reécursifl

III. 2.3 HHH extensions et extensions de Britton
a) Probléme du mot et probleme du mot généralise

On utilisera les notations de 1.5
Femarquens que sl un groups G f.p,. a un probleéeme du mot génédralisd
saoluble ,alarsz &tant donné un sous-groupe f.e, A de G et un mol w
de O appartenant 4 A ,on peut donner une Scriture de w sur les
générateurs de A .En effet ,5i w € A ,on énumére tous les éléments
de A ,écrit comme mots sur G .ot pour chacun on déclide =i 1l est

&gal 4 w ce qui est possible pulsque WPIGE) £ FWFRIGED

FProposition IIT.&2.5 : Une extension de Britton d'un groupe ayvant

un probléme du mot gangralisé soluble a un probleéems du
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mot soluble

Démonstration Considérons G .extension de Britton d'un
groupse G = < 5  FE > ayant un probléme du mot généralisé soluble
avec pour lettres stables T (Considérons un mot o sur = 0 T . On
peut alors décider =i w = 1l sgrace & la procédure sulvante

177 e i Sl w est un mot sur 2, pulsque & est plongé

naturellement dans G Cthm I.5.1),w Ty 1 s=1i w Sk i O & a
un probléme du motl généralisé soluble et done un problémse du mot
soluble | Alnsi dans ce cas on peut décider ,gréce 3 un algorithme
pour G ,si w = 1 dans 1.’:“-3'l

- i
2" cas w ezt un mot sur T L Considérons I le sous groupe

de G engendré par T.Et donc w M 1 =22i w =1 dans [T .Or [ est
un groupe libre Clemme I.5.3% ,et donc ,puisque Ltout groupe libre
a un probleme du mot scluble .on peu décider =i w = 1 dans G

& T
3 cas W esh un mot sur £ U T ,ayvant des occcurences

c'&léments de =5 2t de T (Alors aves le théorédme I.5.1 =1 w = 1
dans G* .w contient un pinch i.e. un scus-mot de la forme p-'x =
Cou dual ement py X p:j »oll X ezt un mot sur £, gqul est d;%s le
sous—groups de G engendré par < Ay ¥ Cdualement { By > Cavec les
notations de I.5) et =z = Ky g

Pour décider =i w = 1 dans & ,on peut snumérer Lous les sous-—mots
de w de la forme p;L X P, yol X est un mot sur £ 2t =z o< Ky ycar
EE est donné par la présentation canonique de G LPuisque G a un
pimbléme du mot étendu soluble ,on peul décider =i = A ,eb dans
ce cas donner son ecriture sur les générateurs de Ay .S: clest le
cas .on pegl effectlvement utili=zer le thm I,5.1 pour extraire le
pinch .On obtient alorsz une dcriture de w contenant  moins
d'occurence d'éléments de T . On recommence alors la procéddure | Si

ce n'est pas le caz ,alors w &2 1 | ]
Avec le coreollaire IIT.1.1.1le corellaire suivant est immédiat

Corollaire III.2.3 : Une extension de Britton d'un groupe libre ,a

un probléeme du mot soluble

Froposition IIL.2.6 : Four tout groupe libre de rang n Cn 2 22 .F‘n

11l existe une HMN extension de F o,ayant un probléme
™
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du mol généraliss ,insoluble

Démonstiration : F'n:-r F'ﬁ donng par la présentation -

T ] B I ) -"} ! ® :. i " i = ST }

4 e o ,l'?1 .F?h oL {?j] 1. 1 n
est clairemsnt une HNN @ extension de chi.. " ,mﬁ] ayant  pour
lettres stables < ,ﬁ‘i,.. W3 x L0Or dlapres le corollaire III.Z2.2 .Fn
™

F a un probléme du mot geénéraliss ,insoluble . ]
L]

Propozition III.2.7 : =i un groupe G a un probléme du mot
généralisé récursivement insoluble .alors 1l existe
une HWNM extension de & ayant un probléme du mot

récursivemsnt insoluble

Deamonsiral ton Considérons un sous-groupe H de & ., e. par
4 R ,e:xn:-" el gue F¥WACH,G) =soit récursivement insoluble | On
construit alers G LHHN extension de & vavant pour lettre stable
4L » et pour relateurs de l'extension L_iui_ L = & .pour tout
i =1...nAlors ,pour un mot w de &G .d'apres le lemme de Britton
L' b w? =1 dans & ssi w e H .Et ainsi SWPCH.G) < ¥PCGE D . ™
Corollaire III.2.4 : Four tout n =2 £ ,1l1 existe une HNN extension

de niveau n avant un probléme du mot récursivement

insaoluble .

Demonstral Lon FPar recurrence ,Les propositions III. 2.8 ot
ITI.2.7 nous donnent l'existence d'une HHN extension de niveau =
avant un probléme du mot reéecursivement insoluble ce gui fournit

l1'&tape inltiale

Supposons gue E:.s:::it unea HHN extension de niveau n oayvant un
praoblémse du mot récursivement insoluble | Construisons E:+1 JHMM
extension avant pour bDbase E: et donce de npiveau n + 1 Alors
PUl SOue E: — E!:H. o2t gque le probléme duao mot est héréditaire

clI.=2.3 LE a un probléme du mob récurﬂive-mentl insoluble
C.oF.Dm

b Probléme de la conjugaison

Solent H = -{si.,_,snf’ri.,. T » aun groupe finiment présenté
™
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sayant un probleéms du mot  insoluble ;et F = {k’Sz“"En} vl

graoupe libre de rang n + 1 ,sur les générateurs k.sl.,.,sﬁ
Definlssons le groupe . p. .G par la donnes d'une

presentation

Géneraleurs k S S ,ti....tm 'dx""dn

Relations [ 6 L%k L= kR

Civd d:k d=3zs"% =

o 1 2414 Em 1 = b =n

=t o les B sont les mots sur S e apparailssant
1 ™

dans la présentation de H donnde précddemment

Lemme ITII.2.3 @ G oSt une HHN extension de F avant pour lettres

stablezs Lt ,...,t ,d ,...,.d >
i ™ i ™

Demonstration G a pour base F et pour letires stables {Lin.
. L .di....d > .Les sous groupes ode Britteon sont tous Fo.On wérifie
i1 bl

donc la condition de l'isomorphisme .2t on a done le résultat. ]

En utilisant le lemmne III. 2 2 =t le corollaire III.2.3 .on a

donc

Lemme ITI.Z2.4 ¢ & a un probléme du mobt récursivement soluble
MNOTATIOHNS Solent X un mot sur EPERIRE LOn note KCda} le mot

Ll
obtenu en remplacant dans ¥ toutes les cecurences de s, par dGII
L
Cao = 1...n2 .On note T le sous-groupes de & engendré par tlh..tm
et d1""dn .Remarquons que les mots sur S v S commuttent dans
™

F avec lez eéeldments de T ,ce grice aux relateurs (i1i2 et Ciiid de

la prézentation de &

Quel ques remargues <t calculs préliminalres seront uliles &

la suite .Toutes les égalites considérées ont lieu dans G .Soit 2Z

un mot sur s ,...53  Z = 5;1.,.5§P el Ti,...0p e £-1317 et
i Fi 11 1F
Ji.. . dp = L1,... .02
2% z = s_cw.,.s_"‘:"i k sfl...sqp
ip i Js 1P
= 0P At gft b Cavec Civd)
iE= Ji 11 ilp
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= d:{ri s]ip, ; .sgiz 532. ; .SEE di: Cavec C1iil2
= dff‘...d“fp k dCF‘..,d?“-T‘ Caprés réitérationd
i e ip 11
= BT B ZedT iyt
o ol
De méme 2 k Z'= Ztd ™' k¥ Zca™™
o fa'}
Et puisque les mots sur 51.- . .sn commutent aveo les &léments de T.

med. by 2 pEdal ST
b a4

De plus on a

= FrErdAThY L Ped iy
o s

L}
[~

Z 'k 2

Crelateur €133

soit t7¥k ¢ RV k™ =1
L L .
v R Lok =1
L 1
k E:l t, ]-':rli:,:_:1 = 1 aprés conjugaiscon cyclique
soit LT e g™
L L T
et donc t k tt =k
L L 1
Avec W = Zt.'d;:ﬁ L= :-:c:t:}" ol £ = * 1
L8

1

Wk W=

zcd 1
ol

zcd 1
o

Il

Zed M
fa |

Zed.
ol

Lemme III.Z2.5 :

CidCA W e D Wik YW=
i i L}

Ciid CX k ¥
i L ~d

Démonstrat ton

Soit oW

wd k3 =1
avec L = 1...m

libre

el o

groupe

POHLY £ A A
ol 1 ol

kZEf

Zoient X X .Y LY
R T

engaendre

i i

e P M Sl v i
ol i o

7F = 27 S meEt e
L o

L

1

Z t.:“: g i

LY

Zcd ™t
on

A I -l s e
1 [}

Z k Etd;i}'i R z

LB

-1
2—1

des mots sur 31,.,.2

™

e T2 &= 'KZJC,‘Y‘:H }{ZYZ'J

_!{ZkYZ}@CIY F i i

1 4 ~H 2 2

LD Condition nécessaire
T k. ...
1
1 w L3 =1 &
L

+3 ,L o0 b d L wd o — H i de&tind par
™ i ™ i T
w da? =1 - i C Saj = =5
l...nm .w z"&tend naturellement sur le
par k,s ...=2 .t ,...b d .. .d en  un
1 n 1 i 1 r



homomor phisme sur jectif (Les relateurs de ¢ Cpris comme £1lémsnts
du groupe libre) sont dans le noyvau de ¢ On peut done passer

au gquotient ,et l1l'on a =z —s H hemomor phi sme

e :
> 'P/ kaerlpl
sur jectif .L'image de W }Cilc Yi’ﬁ" par cet homomorphisme =st KiYi

yl1'image de X k ¥ estk XY ,onma done XY = X ¥ . o
] 2 2 2 114 H =z 2

Ci2 Condition suffisante
I

XY = XY Lalors XY = C [Z g2l oy e dans le
11 H 2 2 2 2 sy L Pl L i1
groupe libre , cto p 41, . k2—s {1, ,m> et =2 41, k3 — {-1.,13
On note 8=2Z2Cd ™D ™ 2cd™ ™ ot W=86...6 .On a alers
T 1 [} P LB (=1 ke i
L | * =1 =1
W E XY ¥ =8"...8 E XY & ...8
11 1 b= 1 1 ke 1
= et . etk e & XY
R e Jarntesaly gty
=1 =ik =1
= .
& -191 L. B Zk Eptk:- E Ei KIYI
=1 o | it =1
o 9: e .gk—l k gk—x' # '91 Zic Ep{k} Zk HIY.I.
= Lk XY
a 2
== Jalt * e
En posant W = X Cd it St A . B
] 2 T

Wik YWw=xcd T Wt xcd™™ xk Y Xcaht?
i 1 2 £ i L i i i o

w" % ca™®s
2 Fa '}

= ¥xeca 3T Wt gk xed™h ok xedT M WY yedThs
i o i 1 £t i 0 i 2 fan §

5]
= Xxed HTP Wy x Tk xY W oxcadhH
(%] 2 e ] i 1 i 1 2 [s
= XeadH Ty vy et wcatts
2 £ 1 1 2 (= §
= Xed H T E XY Xcd b
i3 2 e | 2 2 2 |
= Xod Dk xed D Xy
2 o 2 o 2 2
= X k X'xy
2 2 2 2
= X kY
i F4 2
Et. on a done trouve W = T conmme dé=sird | o
il Condition suffisante
X ¥ XY d.e T X mob sur = ....,2 avec ¥ XKYX = X ¥
1 i ~H 2 2 g —:11 ™ i 1 H 2 2
D'aprés (12 I W e T tel que W X X kK ¥YX W= kY
1 i 3 2 2
CX W ' K YX W= Xk&Y
i i (] 2 2
salt ¥ k¥ Xk Y m]

29



it Condition nécessalre

Nk Y Xk Y i.e 368 G tel que 8 'Kk Y& = Xk Y
i i =~ 4 2 i i & ] 2 H

-1
On note ¢ = I-Is’kar T Alaors o E_.. = xsk YiE e C xzk Yz]
COD XY PO = XY
et donc o X XX =
L 4 ™~H 2 2

Puisque tout &lément. X de H peut s écrire Kifl.le 1 emme
ITT. 2.5 Cii>» a pour conséguence CP CHY = CP C&E .Or H a un
probleme du mot récursivement . insoluble ,et donc un probléme de

conjudal son récursivement insolubkle  On a donc le résultat suiwvant

Lemme IIT.2.6 : & a wun probléme de conjugalson récursivemsant

insoluble
Les résul tats suivanis sont alers immédiats

Proposition III.2.8: Il existe une HNN extension 4d'un groupe
libre avant un probléme de conjugalison récursivement

insoluble
Et avec le corollaire III. 2.2

Corollaire II1.2.% : Il existe un groupe avant un probléme du mot
soluble et un probléme de la conjugalson récursivement

inscluble

ITT.2. 4 Froduit libre amalgame

On se donne deux groupes [, p. G:E 4 Si/ E‘_:* at (';‘-2 = g 32»’ E;
LAl sous-—groupes 1somorphes e, H;E G: ef HzE Gz L a2insi aue
[ A Ht—p H2 par 1l'image des génsrateurs de Hi.(:'n considére alors
le produit libre amalgame de G£ et Gz y SLF H‘_l et H2 spar T o:donng
par la présentation canonlgue
= 4 S:U Sz / RIL.I Ez 'qﬂ:%ij = a 1= I ,ou La, i & I} est une
famille génératrice finie de H1

Pour tout &lément g <= G il exizte une unigque sSéquence
R ,gn,h sappellées forme normale telle gque o si g, € G*\Hi alars
. = szHz Cet, inversement? ¥ i = 1...n g =1 ,et g, € -.“_-‘--1 o

1+l

=
o
Gz . h = H1= H2 vet g = gl..,gﬁh

=1



Proposition III.2.9 : Zi 6 ezt le produit libre de '51 at Gz

samalgame sur des sous—groupes e, ’H:.E Gi el HzE Gz
stLels  gue gWJ“CHI,GLJ et GWF{I—]Z.GED =ant.  solubles
et gque (51 et Gz ont un probléme du mot soluble  Lalors

yle probléme du mot de G est soluble

Démonstration : Con=idérons la presentation de G citee
el —dessus .On peut  aleors déterminer  1'image  par t,u_l des
generateurs de H2 c=implement en &numérant les images des mots de
H" Cpar longueur croissante ,par exemple) ,et en décidant =i
elleg sont égales dans I-I2 A un générateur

Frenons un mot w de G s'écrivant cli' : .CnDﬁ L0 les C-‘. sont
des mots sur Si des D-'. zont des mots sur 52 i = 1...nd ,tous non

vides CTout autre cas est analoguel D'aprés le théordme d'unicits

de 1'é#criture normale ,w s'édcrit de fagon unigque sous la  forms
afi...a 7 h ;o Wi o =1... N, a est un mot sur = /7 un mot sur
4 MM i L i
b E: = at M 1 ® Foeos 0w »
Sz T G: H" .Fl = Ez HZ = ﬁ‘i o ||"3‘2 & ;?N sont. non
triviaux .et h = H = H2 .EBous les hypothéses de la proposition
iy
« G peut effectivement deéterminer une Lelle Soriture pour
. Prenons w = CLDL. .G D comme  précedemment . On peut tester pour
™ T

tout mot O Crespt D3 ,=1 C e Hl Crespt HZ}.Si clest le cas
1 1 L%

on peut &crire O sur les générateurs de Hi et alors  transformer

l'deriture de w en C1D1' SN S o I | Sou o = Dt—iLH' Ci} ]

e r-1 i1
L2t O = O
L

Q ete ... Cel dualement avec Hz 2 la place de H1 B Y
[

la place de 42 . Et on reitére le méme procédd |, jusqu'a ce qus cela

ne =oit plus possible . On a alors une fceriture sous forme normale

de w 51 w s'4erit h = [—]1 Cou I-IEJ,r:m peul. décider =i wo o= 1
.Binon d'aprés 1'unicité de 1'écriture sous forme normale ,w & 1 .

=
ERemargues Il apparalt dans cette démonstration gue sous ces

hypothéses on a une procédurs pour Scrire tout mot sous sa forme

normal &

Proposition ITT.3.10 : Il existe un produit libre de groupes
libres ramal gamé sur des sous-—groupes ' ni ment

engendres ,avant un probkléame de la conjugalson .{PESDL

=h



du mot généralissd récursivement insoluble

Demonstroation - Eeprenons les notations du  théoréme I1.95.1
.Dans la démonstration de ce théoréme apparait le groupe E.qui
ezt produit libre amalgamé sur des sous—groupes [iniment engendrés
yde F o= ¢ a v = Vo> = FE et & =< bv eV * E IL est clair
que s1 E est libre F et & sont libres.De plus avec les
changements de Tietze :

EFE=<S.,a ,b ,veV-D.,a A a =b B bt ,iely

W W Wikl L =il ik L =il

-1
s = * = v A >
=B = .bv P, V€ v oo D 2= avbv P AP Bi i eI

wily sty

x<2,a, ,p, . veV /D ,p;:ﬂ.ﬂsi p.=B ,iel>

xE" «¢a ,veVv>
Et done BFIE D = 8PCE) Cprop III.2.3) ,et EWPAE D < $WPCE) Cear
le plongement est récursif). Or cet argument est vrai pour toute
extension de Brititen (Donc puisgu’il existe une HHN extension de
niveau 1 yayvant un  probleme du conjugaison Eresp} cdu mot
géneérali=sad récursivement insoluble (il existe un produit libre
finiment amalgamé .de niveau 1 ,avant un probléme de conjugalson

{r:zs-sp-L du mot généralissd récursivemsnt insoluble | =

Lemme III.Z2.7 3 =i G a un problémse du o mot  géngraliseé
récursivement insoluble .alors 1] existe un prodult
libre amalgamse de deux copies de G ,sur  des
zous—groupe finiment engendrés, ayvant un probléms du

mot réecurslvement insoluble

Démeonstrat ion : Soit un souz-groupe H .2 de & tel que
EWPCH,Z) solit récursivement insoluble | FPrenons HY et G coples de

Het & ,et formons K = & # 6. Alors avec le theéoreme d'ecriture

normale ,pour un mot h £ H ,et pour tout mot w de & . h w'h' =1
dans K ssi w & H Cavec w et h' coples de w et h2 LAlnsi on a
EBWFIH, G = WHKY . t ]

Proposition III.Z2.11 : Four tout n = 2 ,1il existe un produoit
libre amalgamne de niveau n»n ,ayant un probléme duo mot

insoluble

Démonsiratl lon Far récurrence . La propositien III.2.10 .et le

o=



lemme III. 2.7 nous donnent 1'étape initiale L 'étaps de récurrence

alle ,provient du fait que =i K est un produit libre amalgamé de G

G = K ,=t que le probleémse du mot est héréditaire . ]
I11.=2.5 Eplit extension
Froposition III.Z2.12 : Toute =plit extenzion de niveau n (n =

m*> ,a un probléme du mot s=eoluble

Demonstration Résultat trivial ,avec le fait que le probléms
du mot est une poly-propriéghle . =
Proposition III.Z2.13 : Four tout n L1l existe une split

extension de niveauy n avant un  probléme 4du mot

genaral ise récursivemsnt insoluble

Démonstration Trivial puisgu'un prodult direct de niwveau n
2t une split extension de niveau n . m
Froposition III.=2.14 ; Pour Leoeut nn 1]l existe une split

extension de niwveau nn .,avant un prebléme de la

conjugal son recursivemnsnl insoluble

Démonstralion On le démontre pour n = 1 | Alors ftant donnge
une telle split-sxtension &4 . A = Z™! est une split extension de
niveau n .avant un probleéme de la conjugaizon inscluble

Considérons le groupe @ de III.2.3.b) (Nous allons démontrer
quil s'agit d'une split extension d'un groupe libre par um autre
.Le rézultat sera alors £tabli

Considérons les sous-groupes de & L F = <k,51....sn>c et
T = <Lf"‘Lm‘df"'dﬁ>a LA vu des relateurs de G .11 est clair
que pour tout g = G .g = 9,9, [k | 4, € F et g, € T .Alnz=id & = F T
De plus il est clair que F est distingue dans ¢ ,et F est libre.
% est une HNN extension de F avant pour letires stables les
générateurs de T .et done Clemmse I.9.32 T est libre .I1 nous
surfit denc de démontrer gue F o T = €1

Soit g, € F g, € T tels que 9,55 9 Alors glg;l = 1 ,et donec

2
draprés le théo, I.5.1 .il contient un pinch .Or Loutes les

e



-1 .
coccdrences de lebtbires stables sont dans gz vet done il est clair

Jiter g;izF 1 .et donz g = g, =1 ]
Constr  |RhN exfengion Aroduit Produit split
niveauuc‘ha“ e xbension deBrition mh;ﬁgimcf direcl exbension
niveav 3 : : . .
(et pws} . . '
niveav 2 ~Wp —we . ]
hivesy d + WP -CP | +WP —Cf |+ WP axCP [+wiP -Cp
‘ —Gwe -ewWp ~GWP -GW P

(fablegv 24)

o +WP signifie que le probléme du mot est solubkle WP sigifie
gqutil existe un groups avant un probléme du mot insoluble (De méms
avecs OF et GWPED

I111.3 FROBLEMES DE SOLUBILITE DANS DES CLASSES ALGEBRIQUES
Le but de co paragraphe est d'établir des résultats
dinsolubilits Cet  accessoirement de solubilited ydans des

classes de groupes définis par des propriégtés simples | Nous avons

deja wvu gue dans le= groupes libres tous lez problemes sont

solubles Il en ==t de méme dans des classesz algeéebrigues Lrés

=implez telle=z que lesz groupes fini=s ,les groupes ab&liens ,les

groupes nilpotents . Ainst Considérons un groupe & fini (T1l existe

una liste exhaustives ,finie COERII= da se=z é&léments C(deux a deux
™

distinct=sl ,e2t une table finie de multiplicaticon ,i.e. toutezs les

relations de la forms g g =49, ., . prour tout. 1,1 = {1,...,n2
L ] Lel
s AVEac ghj = {gl,. . .gh}
Il e=t aizé de vérifier que la présenlLatlion
‘f ® @ » / + = ¥ F = i — : gt A ]
g 9. d, ‘SJ {-Ihl s = X1 ny 2
ezt wune présentation canonigue de & (Alers le prebléme de

l'i=zomorphi=me pour les groupes finlis e=sL résoluble ,en emplovant
le=s changements de Tietze .De plus toul mot sur cette prézentation
SolUs

ef fectlivemsnt s"&crire

de Dehn sont

peut canoniguemsnt ei

Yt T,

la forme g = {gf...gﬂ} .Tous les problémes alors

resolubl es
Le théoremse de Kronscker &tablit gue tout groupe abélien e,

isomorphe A un unique groupe de la forme 290 % & x...% &

egh
kiddd

KiTad

L]
&



o g LkC12 ,.. . kind e N ,et ki) divise ki + 13 pour tout i =1,.
.+ = 1 _Tout groupe abélien f.e. admet donc la présentation
finpie canonlgue

by
- -~ - . = [ ' * ey -~ oo o=w
< A ve aq*h aq*i i 1 n o, [a.J aL] F ik 1 q + n >

Le probléme de 1l'isomorphisme est donce soluble pour les groupes
ab&liens .De plus avec la proposition ITI. 2.4 ,tout groupe abélien
s‘exprimﬂﬂt comme produit direct de groupes cycliques ,le probl éme
du mot et le probléme de la conjugaison sont solubles | Le

probl éme do mot géneraliss est aussi zolukle |

ITT. 2.1 Groupes résiducllement finis ,nilpotents ,libres .

Tout groupe .p.résidusllement nilpotent est résiduellement
rini ,tout groupe f.p. résiduellement libre est résiduellement
nilpotent et donc résiduellement find sLout groupe g . nilpotent
est f.p. et résidusllement nil potent =t donc résidoel lement fini
On peut résoudre le probleéms du moet dans un groupe f.p. , &
résidusllement fini ,par la procédure suivante
Considérons un groupe G ,f.p. résiduellement fini ,et un mob w sur
la présentation finie de G .On effectue alors deux Snumérations
simultandes .On énumére tous les &léments triviaux de G yainsi
que 1'image de w par tout morphisme de G dans un groupe fini . La
procédure ef fectuant la premi ére Enumér ation consiste -1
énumérer les mots s'dcrivant comme produits de conjugusds  de
relateurs Cpar exemples par longueur croissantel ,puis de les
réduire librement .Pour la deuxiéms é¢numération ,on commence par
enumér er Loutes les presentations canoniques de groupes finis (les
relateurs fournissant explicitement une table de multiplication?
LCe facon simultandes Lon peut pour un groupe fini A, déterminer
tous les homomor philsmes de Z dans A Il suffit de considérer
toutes les applications de l'ensemble des générateurs de & ,dans
A .Ces applications s’étendent en un unique homomorphisme du
groups libre sous—jacent 4 & .dans A . Ces homorphismes passent au
gquotient & ,si 1'image des relateurs de & ,est briviale ,ce que
1'on peut déterminer ,en wutilisant 1'algorithme pour le probkléms

du mot dans A .On peut alors pour tout homomorphiszme de G dans A

oS



yczalouler 1'image de w ,et décider =i elle est triviale dans A
Siow 2 1 ,alors w sera &numeré par la premiére enumeration

S ow #G 1 Puizque G est reészidusllement fini ,1]1 existe un
sous—groupe normal N ne contenant pas w tel que G/N ezt fini ,et
done 1l existe un homomorphisme de ¢ dans un groupe finl ,dont
1l'image de w est non triviale

Alnsi en effectuant cette procéddurese pour dn élément @ ,on peut
déci der si w =_1 .en attendant gue w soll Snumerd par la premiére
procédurs ,ou gque 1'on ait fnumérer un homomorphi=me de G dans un

groupe finl .dont l'image de « est non triviale

Proposition III.3.2 : Il existe un groupe résidusllement ini
f'.p. ayvant un probleéeme de la conjugaiszon récursivement

inEsluble

Damonstration Pour démontrer oce résultat consideéerons le

groupe & de IIT.Z2.3.b2 .D'aprés la proposition IIILZ2.14 .G est une

=plit extenzion de deux groupes libres f.p. . Fuisque un groupe
libre f.e, ,esl rédzsiduellement find le régultat est immeaediat avec
le resulitat sulwvant . [
Lemme III.3.1 3 Clemmse o extensiond

=i 1 — K » 3 — O +» 1 ,est une suite

exacte de groupes .si K et QO sont résidusllement
fimis ,et si K est f.g. .alors =i l'on a une des

condi tions sul vantes

Cl2 K a un centre triwvial

L2 & est une split extension de K par Q

alers G ezt récidusllement finld
Four une démonstration de ce resultat wvolr [26])

Proposition III.3.32 : Il existe un groupe résiduellement libre
ayant wun probléme du mot généralisé récursivement

insoluble

Eemargue: Et donec le praobléme de la conjugaison est aussi
réecursivement insoluble danzs la classe des groupes résiduel lemsnt

nilpotents Cresp résiduellement finis)

&l



Démonstrat lon Considérons sz Fz Jproduit direct de deux
groupes libres de rang 2 .Considérons un &lément non triwvial
g = Cgl,gzj = sz F2 LAlors solt 9, soit gzest naen brivial
Cprenons par exemnple g;ﬁ salors {12x F2 est un sSous-groupe normal
de sz F2 ne contenant pas g .et sz FE_~

2 1% F;
Aves le corellaire [IIL2. 28 ,on a le réasultat ]

F2 est libre

ITT.3.2 ' résultats d'insolvabilité dans des sous-groupes

de groupes élémentaires .

FProposition II1.3.4 : Soit F un groupe libre de rang au moins 2
Il existe un scus—groupe .o, L ,de F = F tel gue L 2

un prabléme de la conjugalson récursivement insoluble.

Deémonstrat ton Pul sque an Fﬂ » 1 F‘ﬂ est un groupe libre de
rang au moeins £ ,=se plonge dans Fax F‘3 11 surfit de démontrer la
proposition pour n = 3

Considérans H = < 51’53 - rl..,,rm> UN groupe £.p. avec 2
géndrateurs ,avant un probléme du mot insecluble < H vS, -~ 55> est
une présentation de H | Considérons F3= L4 51.52,53/ > . H ==L  un
quotient de Fa .2t on forme alors le sous—groupe de Fax F3 L ,de
la méme fagon gue dans la démonstration du theoremse III.2.1 et
alors ,aves le théoréme III1.Z2.1 L est f.e. .=t ﬁWFtL,ng FB} st
recursivensnt insoluble
ZEoit ow un mot de F3 Alors dtaprés le lemme I11.2.2 ,ng.mﬂés wl

~-4

ezt un élément de L pulsgues B 1 Ty WUEL On a2 besoln du

lemme suiwvant

Lemme IIT. 2.2 : tsz,sab est conjugus A ﬂss,ufisa w} dans L
221w o= 1
H
Deémons i rat Lo Suppozons  gue W 57 1 . Alors d'apres le lemme

ITT.2.28 ,C1,w) & L .Et donc Css,sg) =t Cssﬂiqsg w? =zant conjuguds

dans L )

Réciproguemnent supposons Ju’il exmiste (X, Y2 = L tel que
X s % ¥ 'ws w ¥D = (s_,s> dans L .et donc dans F.x F_ .Et
alors , X s, = Sa}{ et ¥ Tw S, T 35, Y T .0r dans un groupe

ilibre ,les =seulz £lément=s commutant avec 53 .=ont les mols sur sy

\ b
Ainsi ¥ = s¥ et w ¥ = = dans F_ .Et pulsque = = 1 ¥ = 1 ,et
3 3 a 3 H H



o Y = 1 .0r draprés le lemme III.Z.2 X = Y et donc w = 1 o

Nous pouvons alors reprendre la déeponstration . Avec le lemme

ITI. 3. 2 ,%PCHY = EFCLD ,et done puisque H a un probléme du mot

inscoluble ,il en est de méme de L . ]
Roemargus Avec le tLthéorems de Higman ,le sous-groupe L ,est

récursivenent présente De plus F o x F a un probleéeme de la
conjugaison soluble .Donc le probléme de la conjugaison n'est pas
tune propriéte héréditaire dans la classe des présentations

recursive de groupe

Lemms III.3.3 : Sgit F un groupe libre de rang m 2 2 .Alars
F = F est récursivement plongd dans SLin,.&3 ,ainsi

que dans GLin,&) pour tout n = 4

Démonstiratton On montre d’abord que le groupe libre de rang
= 'Fz st plongs récursivement dans SLI2.£) | Considérons le

sous—groupe T de =LC2,E) engendré par les matrices

1 = nh 0
8 1 = 1

Sancv a montre [368] gque T est librement engendrd par ces matrices
vet que de plus ,pour une 2 x 2 matrice arbitraire (4 coefficients

dans £ : = b
M =
= el

M e T s=i les conditions sulwvantes sont satisfaites

€13 ad = be =1

£22 a 2t d sont congruent 4 1 ,modulo 4

C32) b et o =sont pairs

Puizque T est libre de rang 2 .F2 ze plonge dans SLC2.22 sur T .EL
puisque les conditions preécédentes sont offectivement calculables
pour une matrice M oarbitraire .F‘2 z=e plonge récursivement dans
SLOE, £

Or T = T s plonge récursivement dans SLO4,&2 par 1'application

U 8]
CUVD ——

o W
et. SL{4,Z> se plonge récursivement dans SL{n.£2 (n = 43 par

=he



l'application
X QO
N —
o 1
Et donc J'-"z:-q F'2 se plonge récursivement dans Sin,Z2 .De plus si F
ezt le groupe libre de rang m =2 2 ,F % F se plonge récursivemsnt
dans sz 1-'-'2 yvel donc dans SLCn,E) . De plus =SLin, Z) est le
sous-groups de GLin.&? ,des matrices avant pour déterminant 1
LPuisgue le déterminant d'une matrice est calculable \ZLin,. &) se
plonge récursivement dans GLIN,&) et done il en est de méme de F o«
F Cn 2z 42 . ]
Aver le corollaire IIT.Z2.2 ,la proposition III.Z2. 4 .et le

lemme III. 2.3 la proposition suivante e=st immédiate

Proposition IIT.3.6 @ Pour n = 4 ,SL¢n,2Z) Cresp' GLCn.2Y) a un
sous—groupe L finiment engendrs tel gque (12 L a2 un
probléme de la conjugali=zon récursivemsnt insoluble
Ciidle probléme du mot genéralisé de L dans SLin.&J

Cre$pL GLin, £33 esi récur=ivement insoluble

og



CHAPITRE IV

ETUDE GEOMETRIQUE DES PROBLEMES DE

DEHN

Darns e chapitre nous résolvons le probleéeme du mol pour de
larges classes de groupes par une méthode géométrigue . La méthode
geometrigque en théorie des groupes a &té initide par Cehn s qui
réscoud le prebleme du mobl pour le=s groupes de surfaces compactes
crientables ,fermées de genre g = 2 ,en considérant le revetement
upiversel de la surface ,gu”il obtient par un pavage du plan
hyperbolique par des 4 g-gdnes .Par des considérations purement
geometrigues il établit un algorithme pour le probléme du mot
connu aujourd'huli sous le nom d'algorithme de Dehn . Greendlinger
cdengralise sa methode combinatoirement ,pour des groupes a4 petite
simplification . Crest, Yan  Kanmpen et surtout  Lyndon .qul
2tablizszent la wversion géomstrique de la théorie des petites
simplifications

Hous nous interesserons  ,aux méthodes de résolution du
probléme du mot .en géométrie des groupes : algorithme de Dehn ,et
inégalités (sopérimétrigues .Dans un premier Lemps nous eltablirons
de tel algorithmes ,pour des groupes 4 petite simplification . Nous
caractériserons ensuite lez groupes admettant un algerithme de
Dehn e sonl les groupes hypsrboligques

L'interét de cette methode est multiple ,premiérement les
deémonstrations sont courtes =t élégantes | Deuxismemsnt Il ¥ a
“"beaucoup'" de groupes hyperboligues ,et de groupe a petites

simplifications

Iv.TI INEGALITE ISOPERIMETREIQUE ET ALGORITHME= DE DEHM

100



Iv.1.1 Diagramme de Lyndon-Yan Kampen

Considérons un ensemble de mots E R est dit symétrique si
tous lez &léments de B sont cycliguement réduits ,et si lorsgu’un
=lément. est dans B tous ses conjugués cycliques sont dans E

Etant donng un ensemble fini de mobts B .on peut déterminer
son symétrisé R .c'est 4 dire le plus petit ensemble contenant
toutes le=s réductions cycligues des &léments de R .2t stable par
conjugalszon cycligue - o ¢ = o R » est une présentation 4 un

#

groupe & ,11 est clair gqu’il en est de méme de < = -~ E*}

Notation - Dans toute cetie partie »2tant donnges Lne

présentation ¢ 5 B » ,on note M la cléture normale de E

Définition i Soit < & B » une présentation de groupse ,un
el ément réeduit W, = N .0On appelle diagramms de Lyndon-Yan Kampen
. de w, osur £ 5 SR ¥ . CM, P Lot M est un 2-complexe fini pointsé
en u P est un lacet ferme bordant M ,débutant 2t terminant en U

f est une fonction de labkel ,tel gue

C12 LTespace topologigus sous—jacenht a M ,est homéomorphe a

un ferme simplement connexe du plan

£2) f associe 4 chague aréte orientés x de M ,un £lément de
S WS ek fCETI F G Jeb AR T S O, JERD Jpsur
™

tout Lacet xi...x de M
T

£33 le label d'un lacet fermé =simple bordant une Z-celluls

de M ,est un 2lemesnt de E*

Cd? F a pour lahel @

Etant donnés une présentation { £ 7 B > et w & N ,peut-on

construire un diagramme de Lyndon-Van Eampen .

-1
w = TTi u rou- = W y o r, € B,
On peut aleors considérer le Z-complexe M pointé par Ve vzt Une

fonction de label ,tel gue Lle label du lacet bordant M débutant
et finizsant on Vs est. W .ZiL on identifie toutes les ardhbes
débutant ou finizsant au méme point .portant le méme label ,alors
on obtient un deux complexs avant pour label au bord Cdebutant =n

Vbj 2w . Mais le Z-complexs peut ne pas rester planaire (cf [(12] p
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2342

Théorems IV.1.1 : Pour toulte présentation < 5 ~ R > ,et pour
toub w & M ,il existe un diagramme de Lyndon-Van

Kampen de w=sur ¢ S - R »

Iv.1.2 Inegalite isopérimétrigque

Definitions @ Zolt € 2 - E » une présentation de groupe .0On dit
que < = ~ E > satisfait une inegalité isopérimétrique ,si il

existe une fonction récursive D @ W — M ,tel gue i w = N alors

M

- 8

= 3 = =1 =

w = lfl P, r. B yOU T = B, .2t N = DClarfwdd
L =

D s'appelle fonction de Dehn .
On odit gu'un groupe zatisfait une inegalité
izopérimdbrigquse =i une de =ses présentations admel une inégalité

izoperimetrigque .

On dit gqu'un greupe s=atisfait une insgalite
iscpérimstrigus lindaire ﬂPEEpL gquadratique ,exponentielle? si i1
admet wune indgalites isopérimétrique .,avec D lindaire Cregpt

gquadratigus ,exponentiellel

Théoreme IV.1.2 @ Un groupe f.p. a2 un probléme du mot soluble

==l il admet une inégalité iscopérimétirique

Demonstration On =e donne une preésentation finie < 5 - R 2
de & .0On peut =zans perte de géndralitée =supposer gque E O oest

symelriss
=23 5i <« T R >» a un probléme du mot soluble on construit B

L
de la fagon suivante : pou n € N ,on considére tous les mots de

longueur n triviaux Cils sont en nombre finil . On peut pour chacun
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2n donner une fariture =sous forme de produits de conjugués
de relateurs Cen énumérant ces #crlitures el en decidant =i elle
représente 1'&lément conzidérdd . On définit alors Dnd .comme la
longueur maximale du nombre de relateurs dans une telle ecriture
pour tous les &Elémenls triviaux de longueuar o . Puisgue D est

constructible ,elle ezt récursive

Ce=) On note £ la longueur maximale Jd'un relateur (Etant
donné un élément trivial réeduit o ,on lul associe sSon diagramme de
Van Kampen .Alors chaque . dans son €criture comme produit de
conjuguss de relateurs ,est le label d'un lacet v de M . On
supprime dans u, les sous lacets fermes
On obbtient. alors un  lacet gui ne passe
pas 2 fols par la méme aréte . Le label de
lacet est ui Lot u.= u; dans ¢ CLtout lacet
Fermé& borde un disgque puisque M est sinplement connexs (I1 v oa
au plus lgrded + o Dlgrfwd) arétes dans M . et donc

lgrdu’l = 1grfwd + o DClgriw?d | Le membre de droite est récursif
L
N

= . : = me
ot w = TC 4 .. w et N £ D lgrCwdd

. L L L
L
Fuisque toutes les grandeurs sont bornges ,on peut décider si w

s'écrit ainsi .2t donc siow =4 1. =
Iv.1.3 Algorithmes de Dehn

Definition : Zoit £ 5 2 R » une prézentation finie de groupe .On
dit gue < = ~ R » admet un algorithme de Dehn si il existe un
ensemble fini A . B € A S N ,tel gue pour tout mot w & MN ,w

contient un sous-mot u o0 U v & A et lgrivd ¢ 1grCud

Un algorithme de Dehn .donne une solution au probléme du mot
Ceffective? En effet considérons un mobt w .S w = N ,alors an
peut  remplacer un Sous-mot de w ,par un sous—-mot de  longueur
moindre ,préfixe d'un éiément de A En réitérant ce procédd on

arrive au mot wvidde

Proposition IV.1.1 = L <4 5 s R > oadnet. un algorithme de dehn
valors & = {5 - B > ,=satisfait une indgaliteé
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isoperimétrigque lindaire

Demonstiration On prend pour prézentation de G , < = ~ 4 7
5 we N alors w = 3ol =Eu v o= A et lgrivd ¢ 1grdud,

=1 =1 -1
Alors w5 AN Cv r v 2 @2 vl i =L Y 7= @,

awves 1ngaa} < lgrdwd

On réltére ce procédé A w

1%" cas : a Cou 3 contient u' ol r'= u'v’ & A ,et lgriv'I<larfu’d

i =1 -1 -1
alors w =Fta.v' (P00 ol }az v Cv r v 3,

ST i
= CAS 1 W

n*est un scus-mot ni de a ni de & .
-1 -1 -1
alcrsw=FavﬁﬁEvrv3ﬁ

= ek vt vt e vt TR .r?i,i?_lCV vt i?

F
== A v vt ™Y B;Cv vt f2

od 3 = 36,

En reit&rant ce procédé ,on ebtient des mots de  longueur

décroissante Cstric™d et chague application du procédé fait

apparaitre un conjuagué de relateurs dans w | Finalement on arrive 3
un mot wvide ,et w s’écrit alors comme conjugués de relateurs

LPuisque l'an peut effectuer oo procéedé au plus lgrCw? fols ,w

= écrit
i =4

g TT u oroou Lot M4 lgrlwd | =
L=k

Definition = On dit quune présentation de groupe  vérifice un

algorithme de Dehn pour le problémse de la conjugaison ,si lorsgue
woeb w sont conjuguss sur cebtbe présentation .alors 11 existe h

stel que w'=h'wh ,et lgrChd £ K Clgrfwd + larCwm’ )

Il est clair que pour une présentation .o ,on a alors une

solution au probléms de conjugalson

Iv.2 GROUPES A PETITES SIMPLIFICATIONS
IV:2.1 Hypotheses de petites simplifications

On considére une présentation de groupe (ZES°R» , od B oest un
ensemble de mots cycliguement réduits sur 5 . On note R, le
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symetriseé de R £ alors les ¢&léments de R sont des mots

cycllgquement réduits sur 5 2

)

Or appelle pidéce (relative a EI) tout mot u préfixe de deux

&léments de B, .i.e. Jp.r e R ,tel quer =ur’ eb r =ur’
- 17 2 - 1 1 z 2

Soit AeE . On odit que B satisfait la condition C'Ca2 =i
lgrCud < A lgrird pour tout r € B, et tout prefixe u de r qui est

uns pléce
Bemarqguons dque <«'{A2 2 o' CA'D WA = &

Eoit peMN . R =ati=fait la condition CCpl . si aucun <lément
de E“ n‘est un produit de moins c=t' de p pliéces

Eegmarque : pour n = |:1"l“e =i R satisfait C'Cla] alors R satisfait

Cln + 12

En effet supposons que r = B s'écrive r = SR o les u sant
= 1
des pléces eb p < n + 1 . Alors puisque r satisfait C’CEJ
lgrdul < J'; lgrCr2 L(Et donc puisgue lgrCr> = § lgrlul s test
L L

contradictoire

Solit un entier q =2 2. R satisfail la condition T (gl si pour
tout. entier 1 ; 2 £ 1 € g , et pour tout l-uplet d'&léments de E*

TP sr a3 4 O A
i i
} -1 -1 -1 ,
=1 r = r AR 2= rour = r calors au moins un des mobs
i 2 L=1 L L i
rr

8 r r .ri est librement réduit

Eemarquaons qgue toutb ensemble E satisfatt TC3D

&
La condition CCpl est appelé condition métrigque

Iv.2.2 Interprétation géométrique .

Considérons une présentation de groups < £ ~ E > v UN mat
réeduit de N o= gdemCE} sel un diagramme de  Lyndon—Van Kampen
CM, fop2 de w, Sur 4 2 SR . 0n appelle sous—disque extremum D, de
M

identification d'un point . Pulsgue M est simplement connexs ., =oit

;o un sous-disque de M relié au reste de M par un segment ,ou par

M est un disque ,soift il contient au moins un sous-—disgue
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et emumn
On appelle consolidalion de D , l'opération consistant a &11iminer
les sommets de degre 2 , en consolidant les arédles concourants en
ce point i e, si Cm&;vzj =t Evz;vaj sont dez arétes orientées ,on
les remplace par Evlpﬁﬁ
Coecl définit une nouvelle fonction de label sur Do CD.fd} 1 qui
shvoie chaque aréte sdar un mol réduit sur s ,tel que
deCvi;Vﬁjﬁ = fCCvl;szJ;fCCVé;vg})
Clairement ,la structure simpliciale (ot donc 1'espace topol ogigus
sous-jacent? est inchangée

Un =sommet d4de D sera dit exteéeriear =i il est =ur 6D
Autrement il sera dit intérieur .Une aréte sera dite extérieure =i
au moins un de ses sommets ezt intérieur et autrement sera dite
interieurse (Une face B de D sera dite extérieure =i une des arétes
de #E est extérieure .ot sinon sera dite intérieure
On peut alors donner une interprétation de la notion de  pléce
Zoit D un sous-disgque de (M,.f/.pd .et considérons une aréte v qui
ezt =sur le bord de E-cellules Bl et Ez L2 le label d’un lacet
fermé de 681 débutant par l'arédte orientée v ,est différent du
label d'un lacet lerme de &Bz debutant en v ,alers  FfOvl) est une
pliece relative a E

O dit aguiun diagramme ezt réduit s£"il ne contient pas une
aréte orientése v de 631 I EBE » de telle fagon que le label de
lacets fermés de &E’ et 652 débutant an v aient mé&me label | Dans
un diagramme réduit toute l-cellule  dventuesllement consolidés 2

esl une piece |

Théoréms IV.2.1 : CLvndond
Soit 4 2 R 2 une présentation wﬂ un elément
reduit de N = gp“mCED ;alors 1l existe un diagramme

rédui b EMD.ID.FDD . AVeC F":j ayant pour label s
Pour une démonstration ,wvoir (211

Dans un diagramms redult ,» on peut donner une interprétation

geometriagque de conditions non-metriques Clpld =t ToOgl

Proposition IV.2.1 : Considérons (Hc'fu'Puj un diagramme redult
sur 4SCE»
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(12 gi E =zatisfait CCpl pour p 2 5 , alors chagque face
inteérieure d’un sous—di=sque de Hﬂ.a au moinz p  arétes
consol i déss

€22 51 R satisfait T(g) pour g 2 4 alors chague sommet
iptérieur d'un sous-disgue de Mﬁ » a pour degré po;ou

g = poup =2

Démonsiration + <12 Soit D un sous disque de Mn L On considére
CD,fD) la consolidation de D . On peut supposer que D a plus dune
face . Consldérons alors une face intérieur B de D | pulsque
CHG._{O,PD:} ezt réduil ,toutes les arétes de 8B =zont dez pidces
Puisque le label de B € R, .le résultat provient de la définition
de SCps

CED Soitl v o un s=ommet  intérieur de v et
S e a@ qui =oient dans 1l'ordre ,les ardtes orienteéss débutant
en v . Supposons gque o =2 2 el gque d = g L Pour tout 1 0= 1,..,d - 1

v =18 Equﬂnt respectivement la premigére et la derniére aréte

yd'un lacet fermé | bordant une face de Hﬂ D m&me ed et 2 Sont
.|

regspectivement 1l'aréte initiale 2t l'aréte terminale d'un lacet

bordant une face .On note roer ....rd les - labelzs de=s faces

F]

correspondantes | Alors aucun des produits r g =--sfr, ne se

réduit librement .Or puisque M est un diagramme réduit r r;i

ete ... .Cecl conbredit la condition TOgl =
Iv.2.3 Formules =t inégalités pour des disgues

Hotations : Soit T un E-complexs {fini dont 1'espace topologlgue
sous—jacent est un disque .on note di=) le degre d'un sommet  ,i.e.

le nombre drarétes orientédes débutant en = .0n note dCB)Y le degaré
d*une face B ,i.e. le nombre dfarédtes constituant B . elBY et 10ED
représentent respectivement ,le nombre d'arétes esxtérisures =t
intérieures de B .On note 3 le nombre de sommets de T LA le

nombre d*arétes ,et F le nombre de faces

Considérons un Z2-complexe fini T .dont 1'espace Ltopologigue
sous—jacent est wun disgue | La carastéristique d'Euler donne
1'agquation: 1> 1 =% - A + F

Les équations (22 et (3D =ont aisdes a4 étapblir par le décompte des
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areteg

€15

o
I

S - A+ F

E: disl

=]

Z dCB) <+ 0D

B

| @ 2a

LIC B

n
Ix
1

Frenons Cp.q2 .qul soit un des couples C6,3) ;. 4,42 ; aou (3,6)

Dans les 3 cas .on a p = BlCp/fgd + 13 .En utilisant le cowvecteur
Cp ; = pfg ;— 1) et le systéme (% ,on cbtient 1'équation
B 2 E A-RPA=SpE-~pA+pF - E E: dish — E{:dCEJ - dCD>
o B
= p=Cp 5 = E 22 dC=32 + <p F - E: dCBID = dOD0D
s B
&= B = E Z Copee ALY +30p = Z diB2) — dCDD C4D
a8 B
Si (p.qg) = (6.3 on utilise 4ACDD = EHECB} = E: 1 + ...+I§: k +
; ai{Bi=1 s(Bi=k
ainzi que F = E: 1 + E: 1 + .. .:et dUBY = (B} + 1CB) ,sur les
a(BEI=0 alHi=1

2 derniers termes de C42 .On obtient l'&galite (5D

B =2 E: L3 — dis3) + EE:CE - 1CB2D + E: C4 = iCED

& ={BI=0 stBI=g Z CE - 2k = L1CB2D

etBi=k
b1
2l fp.g) = C4.47 ,on décanpos= la premiére sommse 9n une Somme Sur
B =

les sommels intérieur= Cindiecde par sintl) et une sSomme sur les
sommets exlérisurs Cindicée par sext) et on utlilise aleors le fait

gue oDl = E: 1 . On décompose la deuxidme de fagon analogus auo

aaxt
caz £6.3) Ca part gue l'on ntutlilise pas dOD) dans cette

décomposition 2 . On obtient 1'égquation (62

4 = EE}4 - di=32 + E: £3 - dis2d + E: c4 = iCBID

BELnt aoxl aiBr=0

los



+ Z 3 — 1CBY2 + ZCJ{ -k = 1CB3>

aiBi=1 aiBi=k

kil
S Cp.g) = 3.8 .en utilise - g dCD2 dans la somme indicées sur
les sommets extérieurs et dCDD dans le dernier terme | On

obtient l'aquation C72

3 = %ZCE = dC5dd + 1@ Z €3 — dis22 +* Z £3 — 1B

sLnt aonl {B}=0
5 ) Lk
Z *:E 1CE2 + Z cE - E LCBaD
a{Br=1 iBY=k
k>
Théorams IV.2.2 : O Lyndon>

Soit Cp.gl une  des paires (6,32 ; C4,.42
C3,682 .Boit T la conselidation d'un Z-simplexe fini D
cdont 1'espace topologlique sous-jacent est un disque | =i
tout =sommet = ,a un degrée dis) = 2B .=si tout sommet
intérieur a wun degrs dis) =z g etk =i toute face
intérieure de T a un degré 4B =z p , alors on 2

l"ipndggalite suivante

pEZc§+E—lcann ™
a1 Bi=d
Demonstration : On utilise les égalités précedemment <tablies

y0U3) LOBY et €72 | Puisgque pour tout sommet inteérieur = , dis) = g
le premier terme de (B2 et (73 est négatifl . Puisque tout sommet a
un degré disl = 3 ,le premier terme de (5) et le deuxidme terme de
CEY et O7) sont négatifs  Pulsgque toute lace intérieure de T a au
moing p ardtes .le deuxiéme terme de (S ,eb le trolisiéme Lerms de
L8 et (72 sent négatifs _Fulsque des arétes extérisures d'uns
face ne sont jamais adjacentes (T est conzolidéd alors pour une
face extérisure di.e. 2(B>2 > 02 idB) = «(B) ,=2t alors le
dernier terme de (5} I6) et (72 est négatif .Ainsi on a les

inagal ités

=1 {p,g) = C6,2 , B = Z 4 - 1CBID

={Bi=1
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=i Cp.gd = 04,42 s 4 0= }: £33 = 1CB3D
si{Bi=4
5 i
si Cp.@) = €3,680 : 3 = }: ¢z - iCBY
siBr=4

Et alors =i {(p,q2 est un des couples (G.3) ; (4,42
l'inégalité

: C3.8) .on oa

p = 2: cg + 2 - 1CBY =
siBi=1
Eemargue Cette propriétd est geomdtr i que =13 c'est

geometriquemsnt. que Lyndon 1'a démontrée . Les couples (6,33 ,04,40
3,862 correspondent  aux trols pavements reéguliers du plans
yFespectivement par desz hexagones ,des carres ,des triangles . La
relation établie ,représente alors une relation de courbure | Far
exemnple dans le cas (86,30 .elle représzente le résultab ,gue dans

le pavage régulier du plan par des hexagones [ chague hexagons

extérieur Cel(B) = 13 contribue a % {4 = (CB») de la courbure
totale
Iv.2.4 Algorithme de Dehn et indgaliteée isopérimetrique

lingaire pour des groupes a petites simplifications .

Théoreéems IV.2.1 : Soit € 2 o R * une présentation telle que E
satisfait C'CL/B) ,ou C'C1l /4> et TC4D ,ou C'C1/3) et TCBD
Alors =i w, ezt un mot reduit pon vide L,triwvial dans
25 R > .alors w contient un =ocus-mot u ,préfixe dun

Elément u v de E* JtLel que 1grdwd < lgrdul

Démonstralion : Considérons un diagramme réeduit OM, £, P2 avant
pour label sur son bord W Cd’aprées le théoreme IV.2.1 un tel
diagramme existe .Puisgue M est fini 2t simplement complexs .o'est
un disque ,ou alers il contient un sous—disque extremum D relié au
reste  du  diagramme par W Cnous  effectusrons sans perte de
genéralité la démonstration dans ce dernier cas? S D contient un

une unigque Z2-cellule ,alors le label du segment bordant D

ek L)



sdébutant en e est un <lement de R, et un sous-mot de G sest
done dans o2 cas la conclusion esb vraie

Si D contient plus d'une 2-cellule ,on consolide D | Alors
puisque C'Cl/n2 = Cln + 13 = C(nd avec le théoréme IV.2.2 .et la
proposition IV.2.1 .on a pour <p,.qd = (6,32 cu (4,42 ou (3,6

p = }:.Epfh + 2 — iCBEd)

a@tBi=1

Fuizque i{CB} = 1 pour toute f[facs exteérieure B de D ,on peut
varifier pour Cpgl donnd comms précédemmsnt gues chagque Lterme de la
somme ezt au plus p/2 .Et donc .au moins deux faces Er1 et Bz
Ce(Blﬁ = aC52) = 12 contribuent po=zitivement Cstrie’d 2 la somme

Il est aisé de verifier gue le label de 8D deébutant en e
yeontient le label de aalm b ou de ﬂEzﬁ a0 comme sSous-mob
Considérons par exemnple le 1" cas .ot notons u le label de
ﬂEfﬁ gh.et alors uy est le label d'un circuit constituant HBI Lol
uv est un élément de R (R, est clos par conjugaison cyclique .et
tous ses &léments sont cycliguement réduits> | Or pulsqgus B
contribue positivement & la somme ,iiEl} = p/q + 1 ,et donc v oest
un produit 4d'au plus pfﬁ + 1 pleces .Or puisque R satisfait
C*Cl/pd ,on a

lgrcvd < Cpfg + 12 % 1/p x lgrduvd

|

C1/p + 1/90 = lgrCuvd

— lgrCuvd
=

et done lgrdvi < lgrCul =

Corollaire IV¥.2.1.1 3 Des groupes .p. ,vérifiant C‘C%} » OLU
GG et TC4D Lou C'CZ) et TCBY ont un algerithme de
Dehn

EtL alors avec la preposition IV.1.1

Corollaire IV.2.1.1 : Des groupes f.p.,vérifiant ':":}éj Lo

C*Ci: et. TC4) ,ou C'i%) et TIED satisfont une

inggalite lsopérimétrigues

IV.3 GROUPESZ HYFERBOLIQUE=

Iv.32.1 Structure mélrigue dans un groupe f.e.
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Soit 8 un greoupe , et 5 un =ystéme finl de générateurs de &
On definit une metrigque du mot dans & sur 1'alphabet =2 ,de la
fagon suivante
Ti west un mot sur S C i.e. sur S U S ' on S ' est l'ensemble des
inverses des &léments de 2, dans G 2 ., w = d,...9_avec pour Lout
i=1...n .9 €S U S '.on définit la longueur de w comme &tant le
nombre n de lettires composants w .

On la note lgg(m}

Cn définit alors une distance sur G ¢ par rapport 4 53 de la
fracon sulvante
Zoit g e & dEC:L;gZJ = Inf € 1g Cw? | w est un mobl sur s
=1
. . w =5 9 >
Soient 9,59, < i dgCgi;gz.‘J ;= dgﬁl;gl 923

A vérifier : Ci> Séparation : dCg;g) = O & dnc:t;g:‘gz:: =0
= g?gz = 1 dans &

= g1=gzdansG o

-

L2 Symdirie r S w est un représentant de g, 9,
damns G ,alors w obtenu en remplagant = par = ¢ dans w s ¥ = =
g s ¥ 2o = + 1 . est un représentant de '.':g::'gz.':'“1 = 9;191 £ et
réciproquemsnt 2 ., et donc

_ |
dﬂtgl,gzlﬁ = dgEl,gi gzj

Il

—i
dC159,°g3

':i;: d.; glj m]

Ciied Tnégalits triongulairs : Soient gl;gz;ga = G

=i u:n1 ezt un représentant de g_:gz at W, ezt un représentant de

g:gg alors w = ww Cconcaténationd est un représentant de gzigﬂ
et 195 Cwld = }_gs Cu_si:: + lgs szj
et donc d_ Ci;g:"ggh < d Cl;g?gz} +d_ {1;9;1933
=alt dE Cgi;ggl = da C";:gz:: + dﬁ {:gz;ggj
[ |

La donnges d'un systéme génerateudr fflni 5 de G nous permet

done de définir une métrigue sur & 0n note (G;50 1 espace métrigue

i



associé
On peut reprocher i cetite définition de distance de dépendre du
choix du systéme de géndgrateurs . Nous wverrons que toutes les
propriétés métrique qui nous intéresserons ne dépendent pas de ce
choix .

Lorsque le contexte le permetira nous noterons lg CrespL. fa )

Bemarque - Lraction de G sur lui-méms , par translations a
gauche ='effectue par isoméirie i.e. ?g;gi;gz = &
- . & :
dCgg ;gg,? = dCg, g, L
En effet tout représentant de g, 9 99, est un reprézentant de

ey
gl gz

Lraction &4 droite ne s'effectus pas par isométrie
En effet dans le groupe libre fCa;bl) , dCl1;a) < dCb;abl

On notera || pour dC1,g2.
I1v.3.2 Graphe de cayley

Solit © un groupe engsndre par £ . Le graphe de cayley FSCG}
de 3 ,relativement A Z .est la réalization géométrique d'un
complexs simplicial de dimension 1, défini de la fagon suivante
- ¥ g e 3 on assecie un unigue sommnet note =Cgl
- C=fgl;sCg’2) définit une arréte orientée ,étiquetde x« =i g« = g°

dans & avec ¥ « S U 3_1

O omuni b FSCGD de la métrigque simpliciale i.e. ,la longueur
d'un chemin ,est l& nombre d4d'arétes le compozant .La distance
entre deux sommets ,est la borne inflérisure ,de la longusur des
chemins les reliant . Ainsi le plongement naturel de (G;5) ,=sur les
zommets de ["SCGJ est une isométrie , =t & agit 4 gauche sur I"b_‘CG:I
isometriguemsnt par automorphismes simpliciaux .FSCGJ devient donc
un espaces metrigque géodésique construit sur un complexe =implicial
de  dimension 1 JCconnexs par  arc  ,sans  ardtes mulliples et
localement fini =i E est fini

Il existe une autre facon de définir le graphe de Cayley d'un
groupe | Considérons un groupe f.p. & = ¢ 5 « FE * .0On a une Taceon
"standard" de construire un Z . complexs =simplicial ayant pour

groupe fondamental G .Ce Z.complexs consiste en une O.cellule ,une
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1.cellule ocrientée pour tout genérateur Cde telle fagon que =i
Cwiw'd est une l.cellule ayant pour label % = Z . {v';v) a pour
label x ' et une Z.cellule pour tout relateur _On construit un
"Dougquat" ,en identifiant tous les sommets des l.cellulesz.avec la
O.eellule | Pour tout relateur r £ B il existe un lacet {ermé dans
le bouguet ayant pour label r.On ldentifie alors oo lacet avec
le bord d'une 2. cellule _Aprés subdivision ,on abtient alors un
complexe simplicial K {abstraitl?.fini ,et 4d'aprés le théoréme de
Set fert—Van Kampen ,HICK} = 3 .Considérons le revétement universel
E de K .C'est un complexe simplicial de dimension 2 .dans leguel
on fixe un sommet vo.Dn consideére alors le 1.=squelette ol poi nté
sur v .3 aglit simplement sur K ,et pour g = & ,on donne le label
[ -1 DV, Evu a alors pour label 12 Or puisque G = AvtIKDY G agit
par automorphismes simpliciaux ,et done on a une bijection [1 de

"‘"'t.l.}

Sur les sommebs de CK n] Pour x € £ ,on denne le label »x . A

toute aréte C(MCgd,[Ilg 22 telle que g’ = 9 ¥ .CE“J,Vﬂ} ezt alors

le graphe de cayley Fﬁ(G} .

IV.=2.3 Espace hyperboligue
Soit E un espace méLrigue et Cmyzl un triangle géodésigus

On peut plonger isomdbrigquement Cxyzd dans un triangle du plan

guclidien € un tel plﬂngement existe toujours ,on 1 appelera yw )

Y.
3 ¥ €, 31
e T
<
R Waey X, h ! & ()

Considérons I intersection des bissectrices de Owlnd;wlyd,wlizd3

W{ﬂﬁ

La bissectrice des deux droites est 1'ensemble des points A& édgale
distance de ces deux droites . Donc Al v") = dCIl:="D ¢ et
toutes les autres égalités obbtenues par permutations cyecligues 2

ol L s =ont 1'intersection e cercle imscrit aves

o DwCad pwlz=d] o [yl iplyl]
O définit par morceaux llapplication de Cuplxd  wly2 wlizl) dans le

rezspectivement [ylyd wl=zl]

tripdde A ,par
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L : [plad v’ ] — [yl 1]
B,

Ccamposés d’une rotation =t d'une homothétied
ytel gue plnxd —s wplxd et v e 1

On définit de mémse L etc. | .

ﬁx;z*;tx!:.y;x'
Alore I admet 3 préimnages par tﬂ SR e el
wCxd ol yd o wlz2d admettent chacun 1 préimage ¢ eux-—-mé@me 2 et Lout
¥ = lplx:Il admet 2 préimages Ki =t Kz tel gue HE = Iylxdz"[
X, € Iy, y' [ et dC pC0;X D = dC yxd X 2
Cde méme pour les autres segments du tripdded
On peut alors dans (x,¥,2) relier tous les points préimages d’un
meme &1l émant par t,e ¥ . par un segment geodesique . On obtient une
foliation Cunigqued du triangle Cx, ¥zl

Soit Cx;y;2) un triangle géodé=zigus dans le graphe de Cavley
FSCG}
On a alers la fellation : %

?
ot si dCplxd;v'D
= [N

Cpar exenpslel

Définitions ¢ Soit un SSpace mEtrlque geodésique JEBoit un

triangle geodésigue Cxyzd et A son bLripode associé . Oxyzl) ezt dit
S.fin si ¥a < A .diamcci.ﬂowj"*::a:r:: £ &

Zoit E un espace métrigue géodésique | E est dit
& hyperbolique i Lout triangle de E est & fin

E est dit hyperbolique i 1l existe & < E* tel gque
E soit &, hyperbolique

Un greoupe G donnée par une présentation fLe, <5 » B
ezl dit & hyperboligue Crespt hyperboligque? .si FSCEJ et un

ezpace métrique d—hyperbolique {(respectivement hyperboligqued

Bemarques @ Four un groupe ,&ire hyperbolique est defini pour une
Ffamille génédratrice _Nous verronzs ndamolins qu'étre hyperbollgque

dépend pas du cholx de la famille géndratrice



Exemples : —-Les groupegs libres de rang fini sont 0. hyperboliques
En effet =on graphe de Cayley est un arbre  car un circuit
correspondrait 4 un €lément reédult non vide ,triviall et donc tout
triangle est plat

—-Les groupes finiz sont hyperboliques , car les

diztance=s sont bornses

Définition : Soitbt Cxyzl un triangle geéeocdésique dans un espacs
métrigue .{x,.¥,.2Z) est dit S.mince =i les segments [x;v] .[y:z]
Lw:2z]l ,Lx:;z2] =& Lrouvent chacun dans un S-volsinage fermd des

deux autres . 1.,

I

[a:w] Clw:=z) U [x;=12

S
[viz]l = Vé Claywd) W [a;=13
[x:z2] = f’é Clx:yl U [y;=12
Il est trivial de vérifier gue S.fin = S.mince .De plus on a
la réciprogus (4 une constante présd

S.mince 2 46.0in . Ccf [1313

Theoremse IV. 3.1 : Fi ¢ est un groupe & hyperboligque sur une

présentation f.e. < S - B » alors

Cil & admet une présentabtion finies

£ii) Le probléme du mot est réescluble pour G

DEmonstration @ Z2oit 5 systeme de géndrateur de G Lel gque C(G:=)
ezt S, hyperboligue | Considérons FSCG)

Solt o woun mot sur = tel que w = 1 dans &

W S a...a...a Soit Blw) son image par le plongsment naturel

dans FNCE . Alors SCw) est un circuilbl dans T CGE . Dans la suite
a =1
51‘-1-

on identifiera w et SCwl
On considére un Lriangle géodésique

Cl;gt—t;gt} PRy T a8

X L=1

at = a...a
g\- T ™

Puisoue (1 1= l;‘l et C1:g9 2 =sont des
= L
gecdésiques , 2t gue ng_l;g_} =t 1,
- L
forcement g | = |g,_ | 1

ou Jg | = lg,_ |
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Dans le premier cas le triangle est plat . et on a done la

foliation sur {:l;gl.d:.;ng : o ,..-_-iiﬂﬁh
Dans le deuxiémse cas on a la feliation : .i—c‘::ﬂ:ﬁm

-notre objectif est de décomposer le clireuit de label @ en
lacets de longuur barné , et de majorer cetle décomposition . On
utilisera done le cas 1
Le triangle Cl;gwl;gﬁ- ezt géodésique done son  périmétre est
inférieur & lgluwl = n
Done 1gCli;gl> = 3 et 1g<li:gld < 3
On paut alors décomposer CI;Qiullgi}
aen au plus % petits lacetbs
de longsurs = 2& + 2

On "conjugue" les lacets de fagon

4 leur donner pour point d'origine 1

Apres avolr effectud le méme procéddé

pour tout triangale gdodésique [1;gbd;gs i =2 .. n
z

On obtient une décomposition petits lacets de longueur =24 + 2

LI L] )

Cette décompositicon &qgulvaut une express=ion

it |
u.

F 1

£
I
i P2
o
”
-

wTA N o 1 dans G et 1Cr 2 £ 86 + 2 1(p 3 = g el N = N
G A
L L a
El. aussli tout &lément trivial dans G , s¢ décompose de la méme
Fagon

On peut done prendre tous les r ainsi obtenus comme relateurs
O & est fixe et donhc leur longusur est borngse ,Pulisque la
famille génératrice est finie les B =ont en  nombre fipi . On a
done une présentation finie de G .

De plus on a alors une inégalitd isopérimétrlgque qmuhﬂrﬂdﬂ ,et on

peul donce résoudre le probléems du mot dans G "

IV.3. 4 Caractérisation des groupes ayant un algorithme de Dehn

ou une inégalite isopérimétrique linéaire .

Definition : Un mot w est h-géodésique local i = E+3 v=1 tout

sous—mot de w de longueur inférieure 2 A est une géodésigue
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Froposition IV.3.1 : Soit G un groupe S-hyperbeolique sur une
prégentation < £ ~ E » (Balt w un mot non vide sur
cette présentation .21 w est une (25 + 30 -—géodésigue

locale ,alors o FG 1 %

Démonstration Sl lgrfw = 26 + 3 ,aleors w = 1 554 w =1 .0On
peut done supposer lgrCed = 26 + 3

On considére la présentation pour lagquelle G est hyperboligque
» et TgCG} son graphes de cayley . On considere & un lacet de FSCGD

avant pour label w

Il existe n tel gque w = wf,.ubu%*i,et lgr{msj = 25 + 3 pour tout
™
1 =1 ... n,st lgriw 1} = ad+ 3 .
Ty
On pose w = a ,eb pour i = . &w = a dans &
i 1 1 oL+l [R3 §

i
On considéere les triangles géodesiques C1+a.a_£} dans le graphes
1 Lo

de Cavliey . 1 =1 ..., n
23
ﬂ-'1.
~1
Lemme IV.3.1 Au plus & &léments de [E"EH1J et de
1
[a,l.a,] ssont reliés par des arcs de follations
der= T

=1 wae o= L et a, = sC123

Démonstration : Pour 1 = 1 ,considérons Cl.al,a?} et les

Eeléments  de [1.311 et Lai.azl a distance & + 1 de aLCcn =a
rappelle que ces segments ont pour longueur 246 + 33 .31 ces points
atalent reliés par un arc de faliation o]
salors un sous-mot de @ de longueur 2& + 2
n'est pas gécdésique (contradiction avec
le fait que w =olt une 26 + 2 géodésique

locale 2.,

b |

Pour i > 1 _.Prenons les &léements de [a a2l et £aJa_1] =
L 1 L+

"
distance & + 1 de a .E'ils =ent reliés par un arc de foliation

salors un sous-mot de w ,de longueur 26 + 3 n'est pas géecdésidque O
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Bevenonzs 4 la démonstration .Avec le lemme IV. 3.1 ,toub point
A distance & + 1L de a €1 = 1...n) ezl relie par feoliation & un
L™
poinl de [1.a 1l .Et par construction des foliations Lous les
e

points ainsi obtenus sur [1.ah+1} sont distincts

t 4%

Qg

¥
Alors (1,2 1} nest pas le chemin nul .et done w qul correspond
dans le groups a a A .n'est pas nul . ]
T+
Théorems IV.3.2 Un groupe hyperboligque admet un algorithme de

Dehn pour =a présentation qui le rend hyperboligue .

Démonstration + Prenhons pour A ,Lous les £léments de N de longueur
au plus 48 + 5 . (Il=s =zont en nombre finid

D'apres la proposition IV.2 1 ,2i w = 1 ,alers w n'est pas
une 2¢ + 3 géeodésique locale EL done il existe un sous—-mot o de o
de longueur = 26 + 3 ,et un mot p'tel que 1griu'? < lgrdud £ 256 +2

¢

2L opo= L Alors ,,'.r_l,u' ezt un elément de A ]

Avec la proposition IV.1.1 ,on a le corallalre suiwvant

Corollaire IV.3.2.1 @ Un groupe hyperboligue wvérifie Cpour un
présentation adéquatel ,une inggalité iszopérimeétrigue

lingairs

Le réecultat fondamental de ce chapitre st le sulvant

Théoraeme IV.3.3 1 Soit un groupe G fLe. G =4 5 S E >

Lez assertions sulvants sont équivalentes

£12 I"SCG:} e=t hyperboligue

119



{23 5 a un algorithme de Dehn sur cetie présentation
£32 G sakislfait une indgalité isopérimdirique linéaire

suUr cetie presentation

Damonsiration Mous avons déjid démontré 017 = (2) = (3D
Mous allons démontrer (30 = (13

Nous effecturons la démonstration par 1'absurde . On suppose gu'il
n'existe pas une constante & tel gue tout triangle geodésique est
S-mince

Alors pour tout - > O, il existe un triangle géodézique xyz dans
le graphe de Cavley T ;3 2t un point @ < [x;¥] tel gue

min CadCw;ly; =210 ;dlw; [x;=2123 > 2r

Sl myz est déegénérd , alors il contient un triangle non dégeénare O

o un bigdne 3, confenant w 3 vérifiant la méme condition
Alors =ans porte de généraliteée | on considére gue xyz st non
degensars

On prend une constante £ Lel gue r > Gs
[xy] a une longueur au molns 24.
Tout point de [(x:vw] a distance au plus Be de w ; ezt A une
distance au moins 4 des points de [x;2] &t de [y;=]
tel gque do;xd = 10
AC T D 10e

Pour tout point a = [=,2]1 , B < [v.2]

I,

alors dla.E3 =2 4e
Four r .suffisament grand [x;z] et [y;z] =ont suffisamment grands
.On peut considérer des paoints x'e [(wl>Blw,r2 ; yv'e [yiwl-Blw.r2

'zt & [xiz] et vy 2" & [y:;zZ] tels gue tout peoint de [x";v"]

Cregspectivement [x™;=z"1 : [v":2"]2 est & une distance au molins 4¢
des & autres cdhiés  On coupe alaors les "colns™ de =y=z @ [x'  x™]
Ly syl 5 t=7,=2"]

On obtient un des 3 cas suivants Cfig 12

—un hexagone non dégéndrs

—un pentagonse non dégenéré |

—un gquadrilatére non dégéndré
~On considére le 177 cas
Zi en appelle w le label de Cx'y'ywi'z'z’x"='2 , on identifie w -
avec le bord d'un diagramme de Van Kampen D ayvant pour label w
sur la présentation du groups

Ce diagramme a pour espace btopologigque sous—jacent un disque
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puisgue le lacet de label w est un cercle non singulier dans [

On note & le lacet [x'y'1 ; 3 le lacet [x™="]1 : ¥ le lacet [=7y"]
8 le lacet (Ferméel Cx'y'y"z="afe' D

On note NCoad = ZStarlald dans D .

On note & la longueur maximale des relateurs ¢ on peut supposer o
v 1 sinon & est O-hyperbole . HCa2 contient au moins lgrfoad-p
Z-cellules

on prend £ o

alors HCald intersecte (k' ;x"] et [¥'¥"] en deux points *, =14 ¥,

tels que dCx’ ;:':;,} = f
0 { E
diy’i¥,? = 3

On considére a4 le lacet {xlyi] ne passant pas par &0

On réitére alors cette opération n = E ¢ f: ) rfois
)

G a alors des points X 5.3 X  sUP e zent] ¥ e e 3Y, SUP L’ oy

tel gue a = [xt;yl ezt de longueur au moins lgricad=-igp et tel gue

toul point de Nled = HC-I;'A'.IJ . MO D est A une distance au  plus
i

£ de o
N contient alors au molns

16e0 , 1CO-p | 1CO-o/fp - 1 2-cellules

=2 = ) =

; - !
5 EpileR | #COR) o O ey 4 R
== 2p =)

ou K est une constante ne déependant que de &

On effectue la méme opération sur 7 et »
Alors NCol2 m MO/ = @
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NCE m NCpD ]
NCaD ™ NCyp2 5]

puisgue <e sont de e-Hausdorff voisinages de a;/ ¥ gul sont & une

distance au moins 4 1 'un de l'autre .|

Alors NCE2 = NCo2 0 NORY L NCpD contient au moins

52 LClCod + 1€/ + 1Cp1d + C 2-cellules
o
= £ j1cey +q.
pz
Considéraons BCw:r2 . Elle n'intersecte pas NGB et NCp2 | Elle
intersecte Mlad en des points & distance au plus g de o o Et donc
r=c=c

BCavr 2 MNC22 copntient au molns e-cellules

Alnsil on peul remplir D par au molns

r==2g

Siced + + K Z-cellules
o
Puisque & =satisfait une indgalitsé isopérimétrique lindaire ; on a
EleE’:’ i BE oy K = N.1<Ca> o K et N sont des constantes
2 F4
en prenant £ = Mo
PTEE K 2 0 et alors r est borné ce gui est contradicteoire . Le
meme argument. ='applique aux deux aubtres cas | [ ]
Iv.4 OQuasi-isometries
Definition Deux espaces métrigques CH.dxb et CY+dYD sont
dits guasi-isométrigques .=i il existe des applicationz { : ¥ — Y
gt f — X ,ebl des constantes k > 0 et £ = 0 ,tel que
dYC!‘C}c}.fo’DJ = M d‘{ix,x*} + o Wk, = X
dHCgC}r}.gC}r’}} = A d?iy.y“] + = ¥ vy e ¥
dxignkaﬁ.xJ = & ¥ e X
d?CfagCyﬁ,y) = = ¥ v el .
Proposition IV.3.1 : Etre quasi-isométrique ezt une relation
d*'égquivalence sur les espaces mébridques
Demonstiration Il est clair gue ctest une relation symétrigue

.De plus la relation est Lransitive ,il suffit de considérer pour



un espace métrique ¥ , f =g =0d_,A =1 ,et &£ =0 Il nous reste
a4 démontrer la transitivite

Considérons trois espaces métrigues CK.dHJ .CY.dvﬁ .CZ.dz}
o X et ¥ sont guasi-isométrigques ,avec 2 H — ¥ g Y —s X
et les constantes hl et £ et Y et Z sont gquasi-isometrigques

eavecs b o1 Y —s T L 2 —a Y et les constantes 12 et £,
Considérons alors hef @ X —3 2 ,2t gej @ Z2 — X .0n a
d ChefCx2  hefCx 33 = . d O, fCx’2D2 + &

= 2 X z

= Ak dCx MDD + X + 2 ¥ ow.u' 2 X
2 1 M - & 2

Ainsi que

Ceye i o =" = . 3 o=
dx_g jLz2.gejl="22 = hiha dZCz.z 3+ 1152 + 8 ¥z.2' e 2
Femarquons  Jque
d?quhafoi.f{x}) i 52

Et donc

d“CanJ}o{huf}(x],xJ = dnganhnfix}.gofo}] + dtigafoJ,xﬂ

I

Aod CieheflxD O + £ + =
1Y i 1

IA

rooE + B2 e
PR 1

et de méms

d_CChefde(gejltxd, x> 2 A & + 2 &

2 i 2

I1 =uffit done de prendre £ = mam {hlsz G 51.l2£;f = sz} b

AEN A ]
L2

Proposition IV.3.2 : 52 et = sont deux systémes fipnis de

genérateurs d'un groupe G ,alers (6,50 et (6,22 =ont

guasi —isometrigues

Eemargus Il &en est donc de méme de leur graphe de Cayley

Démonstrat ion Considérons £ = { uvi eI > et B =L v,j e I>
Four chague &1 émant u, PN Note uka] une Scriture de Gk ;ur =’

4 LﬂCvj.i e ¥V > est un ensemble fini ,on note h1= ma lgrS;Ath}j
Considerons un mot @ Sur Sl 2t le mot w' de Sz obtenu  en
remplacant. dans w les lettres ui spar les mots uin] 11 e=st

= b

,

clair que et que lgrsﬁafb = li lgrsfuﬁ yet donc pour des

€0
] { o~
el ament.s 9,.9, € £ .dgﬂg&.gﬂ? = hl dECgi,gzl ,De 1la méme fagon
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=
on peut Lrouver une constante lz tel <gue dscgl,gzj = ha dsﬁga.gzj

yet alors en prenant £ = g = I}dﬂ v A = omax {}-\.1.?\2} b £ = 0 L,on
a vérirfie les relations voulues . [
Lemme IV.3.1 ¢ =i FY =t Fv zont. quasi-isométriques ,avec

Cr,g.Ah.e0 eﬁ ¥ st finil .alors

s B L image od'un lacet. w de lopgueur n &=t un laceb
flwd) de lengueur au plus Ch + £) n

Cii2 I1 existe une fonction A @ M — N tel gue =1 w
se décompose en N petits lacets de longuesur au plus L
sTCwd a une déecomposition en moins de N ACLD petits

lacets

Démonstratlion b S Egﬂ....g 2 est un lacet de FK €i.e,
L4 a
g, = 9 3 salors fdw) = Cf(goi... LECg 30 est un lacet de FT at
L n
pulsque dCfdg )+ng_1}} = A x 1 4+ & Lflw) a une longusur au plus
L [

n Ch + £2
2l w se décaompose en N petits lacets de longueur au plus L

salars 1"image de ces lacebls par f constitus une décomposition de
FCwl en au plus N lacets ,de longuedr au plus Ch + <2 L .0r ¥ est
fini ,et done 11 existe un nombre fini 4de lacets (& translation
préz=d de lonqueur au plus Cx + £2 L . Chacun des lacels admet une
décomposition en petits lacels . Soit ACL2 Le nombre maximum de
pet.its lacets necessaire a la décomposition d'un lacet de longuesur
au plus CA + 23 L L aAlors  dwd =sSe décompose en moins ode MOACLD

petits lacetls . ]

Proposition IV.3.3 : Soient G =<4 X A K » el H =< Y » 2 > des
prézentations finies de groupe | EZi THEG} et FYCHB sont
quasi-isomsbrigques ,alors =i .ﬂﬂ est une fonction de
Cehn pour < X ~ B > il existe des constantes AB.et C
tal gue $H= A IE{B ld2 + € 0d ,est uwune fonction de
Debhin pour <4 ¥ ~ 5 >

Oemonstration Fuisque & est ft.p, emarguons gue la longueudr
des patits lacets de FH{GD =5t bornde

Soit w oun lacet Terme de FyiHD CAlores fw est un lacetl fermé
e FH{G) Lde longusur au plus (A + £) lgriwd Clemme IV. 3. 1let Cwd
=2 décompose en moeins de EECB lgrfwdd petits lacets Stigquetés

124



dans E (B = A + £ .0n ceonsidére gofCw) .c’est un lacet ferms
contenu dans un C-voisinage de w .De plus geffw) e décompose an
moins de A ﬂﬂCB lgrCwil petits lacets .w et g:f{w) bordent un
anneaud .51 w = le,.. .wn} »on décompo=ze 1 'anneau par les lacets
fermés EwL.wi‘+i.g «I'C mi.+L3 -g quc_-Ji'.} ; :.\:-LJ .0 a alors au plus lgriad
lacets de longueur au plus 1 + 2 = + 2 CA + £) .Ce=z lacetz étant
de longuesur bornée ,il existe © tel gque chacun se décompose en
moeins de O petits lacets | Alors w se décompose en molins de

A mG{B lgrCwll + O lgrCw? ,petits lacets =

Alnsi avolr une inégalitsd isopdriméilrique lindaire Crespl
quadratigque ,exponentiellel ne dépend pas de la présentation
LAlnsi avee les résultats du  paragraphe précédent ,avolr un
algerithme de Dehn étre hyperbolidque ,est indépendant de la

présentation foe. choisie
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CHAPITRE V

INSOLUBILITE EN TOPOLOGIE

Etant donnée une présentation finie [1 = < Z ~ E » ,on dispose
d'une construction standard pour construire un =-complexe abstrait
ayvant pour groupe fondamental gpllld [ Ce complexs est constituée
d'urne @ cellule ,d'une 1 cellule pour chague generateur =t d'un
dizque pour chagque relateur .0On identifie le bord des l-cellules
aves la G—cellule de fagon a4 former un  bougquet . Chague 1 cellule
Corientée) est alors &tiquetde par un générateur . Etant donnég un
relateur E on identifie un lacet fermé avant pour label sur son
bord B ; avec le bord d'un disgque .D'apreés le théordme de Seifert
Van-Kampen le 2 complexe ainsi constrult a pour groupe fondamental
apCl> . on le note =CM> Il admet une reéalisation géomébrigue
dans B~ . On peut alors prendre dans ®® un g=volsinage | Four =

suffisament. petit on construit ainsi une B wvarietd topologigue

hom&éomorphe & SCM2 x [(1:1) gue 1l 'on note MECH:}

J'ItCMECI'IZ‘r} = ﬂiESCH}} 3 I'llﬂ'_'[l;lilll = I'I;ZSCI'DD Lest une variétds A
bord . et 1'on peut montrer gque son bord est une wvariété
topol oglique ferméese ayant pour groupe fondamental gpllld | Ainsi pour
tout probléms de décision insoluble dans la classe des groupes
f.p..11 existe un complexe simplicial fini de dimension 2 :une
4-varicts et une S=-variéiés avant un groupe fondamental potir

laquel le probléms est inscluble
MNous allons utiliser l'insolubilits du probl &me e
1'izomorphisme pour établir une classe de varistds de dimension 9
et une classe de wvariétés fermess de dimension 4 ayvant un probléme
de  1"homgomorphisme insceluble | Nous considérons la classe des
Or oupes finiment prézsentés vet construlsons <comms  1ndigues
précaedemmant une classe de 5 wvariétée ,ou pour tout &lément on a
[HﬁMgﬂﬂ]J = gplillld et de meme la classe de wvaridte ferme de
diumensien .qui sont les bords des M (N2 .Une variéte " une
telle classe .peut alors se donner egﬁlicitement par [1 . FPour

obtenir le résultat escompte 11 sulffirait od'awvolir
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MECHJ 2st hondomorphes A HFCH’} =51 gpllld = gplll'>

Mal heureusenant deux varistes peuvent avalr T s groupe
Frondamental sans étre isomorphes (Ainsi sl 1'on considére =S el
I une autre présentation de [1 gobtenu =n  ajoutant & la
prézentation de M ,le relateur trivial {le mot wvided M7 Z [ ,mais
SC>» et S00'2 ne sont pas homéomorphses (En effet nous avons
incrémentd le 3éme nombre de Bettl de 1 . Markov contourne ce
probléme  en remargquant  ,gue dans les  changements de tietze
seul 1l'adjonction de relateurs Lriviaux CTIE change la classe

d ' homndgomor phisme de M‘:( nz

Dans la suite nous noterons M * n ,la présentation obtenuve a

partir de celle de 1 .en ajoutant. n relateurs Lriviaux

Definition : On considére une présentatlon ial..,.am e ri,.‘.rhb
On appelle transformations spéciales de Tietze ,lesz opdrations

sul vantes

T2 ;o ajouter A4 la preésentation le générateur Lo et le relateur
a = wla .,.a 2
Te#d 1 m
—i ~1
T remplacer r, par aa r, ou a, ar,
11 5 U N S oA
T12 orempl acer T, = Uvw par wvwu L conjugaison cyclique D
T : BEemplacer r ro
18 P g ERE T
T : remplacer r ar rr, ou j & 1
14 F’ % L p L P ] J

Alnsi gue toutes les Lransformations inverses .

I1 e=st clair que =si une présentation [1° est cbtenus & partir
d"une présentation [l par une suite de transformations spéciales de

Tietze . alors gplll} = gplll*2

LEF

Lewma V.1 z Sl NN =<a...a r...r» et M*=<€a ...a /r ...r
i i i ™ i ¥ i ™

ol = ezt une conséquence de r‘l,...r‘ﬁ ralers I1 + 2 peut

gtre transformé en IM'% 1 par une suite finie de

tranformations speéciales de Tietze

1 -4 I__a:'li: -1
Py reePr e Py

Démonstration Frenons = = BE by

On appligque a4 [1 une =suite de Ltransformations spéclales de

Tietze

127



1 i
........ RE W cT 2
11 14
......... B Céventusllementd €T O
]
......... 1,ata p®t ST
1 1 j1 i1
......... Ji,a "t 2™ i
i ji o4 12
a pUis succeszivemsnt
1 ril -1
""""" Pyt Py
£1_~4 £1_—t
""""" P.r _'il.pl. T jipi CT:H:}
......... protpia CT 2 et €T 3 et €T 2 plusieurs fois
1§11 13 14 i1

On effectues alors le méme procéde

r&L -4 £2 -4
It L pz jzpz

£1 -1 EZ -1 £z -1
....... o R s por L oo |
Pi lel pz szz pz szz 14

o £k R CT 3 €T 2 et €T o plusieurs fois
13 14 11

........... g ol m
Lemmes V.2 3 si M =<a...a;r ...r 2> et I'=La'...a’":;r"...7"72
i m i "
zont. tels que gpClld = gplll'D

alors M ®* Cn ¢+ '+ 12 = transforme en 1'% Cn + n"+ 12

de transformations spéciales de Tietze

par une suite ffini

On note o 1l 'écriture de a sur les générateurs
L LA

; sur les générateurs

L

rtir de . en remplagant
i

Demonstrat ion

a'...a’ .On note

1 m L ;

c.a .On note rfa2 le mot obbtenu A pa
m 1 L

o I1"geritures de a

EI-*.
les occcurences de a par o .Cet de méme on note r“jCa‘ p
L L L5

a S rfal = Cn+n" 412
L kL

a s rfal ; r' Coald % Cn+ld Clemme V.1 appligué n'lois?
& i L i
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a..a' S rifal ; r'Caedd ; a' = a! ® Cn+ld ET: 2 mrfeis
L v 1 L ] L L 2

aL'a;. -~ "fai:' 4 r'jCaf'l:i : a; = <::l¢f'lL # Cn+l) Clemms V.1 n" foisl
aL,aE - rfenh ; FZCall . a; = a: va, = a ¥ 1 V.1 n feisd
de méme on peut changer [1' (En cetite méme présentation =t donc
par symétrie des transformaticns . [1 % (n+n"+123} — [1I"% (n+n’" +12
||
Froposition ¥.1 : S 1" ezt obtenu &4 partir de [ par une =zuite
de transformaticons spéciales de Tietze , alors MEC!'I'J
est homgomorphe A MECFD
Démonstrotion : Les transformations T;z C permutation ocyveligque
d'un relateur 2 et 1;3 C inversion d’un relateur > ., et leurs

inverses ne changent pa 302 ; et done si 1" est obtenu & partir
de [ par une suite de telles transformations ; MECHﬁ et MECH’j
cont homéomorphes . Considérons les transformatiaons T; apliquées A
M ¢ ajouter un générateur a . = w(al;...;am} SCM' 2 est obtenu en
ajoutant. & SN2 un lacebl fermé& , =i un disque dont le bord est
identifié avec le lacet |, Dans MECﬁ’ﬁ . Le générateur 2 ajoute
une anse & MECHD . Supposons qus le disque rencontre le bord de
MS{HJ C et alors aussi la anse 2, en une courbe simple co’ ol o
e=t l'intersection du disgue avec la anse . Alors Hﬂiﬁ'l ezt forme
en attacharnt un veoisinage du disque bordé par oo’ | On peut alors
contracter ce disque pour @€craser la anse sur MECHD et ainsi MECHB
= MS{D'D

Conzidérenzs la transformation Tu € remplacer rooavec afljrli

On considére la presentation N qui est la relatien [ dans
laquelles on a retire le relateur F

Alors =M ezt aobtenu & partir de =00 3 en identifiant le bord
d'un disque avec le lacet de label e alors gue SCM1'2 est obbienu
en ldentifiant sur le bord dun disque =sur le lacet de label
aja:i'r-k. Cez disguss coupent la bord de MECTI"} en une  courbe

simple ¢ car les disques sont identigques uniguement sur leur bords

J

. L
: respectivement d et d' . Ils =sont trés proches saul en aa

L%
qui est une courke simple | Mais =i 1'on considére un veoisinage de
ces disques . on peut alors glisser dY ; dans <o wvolisinage | pour

arriwver A& d et donc HEEH} =t MECH‘) zant homéomer phes
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Considérons la transformation TH £ remplacer r, par r.rJ
1 1]

Msiﬂ*ﬁ est obtenu & partir de HECH‘} en prenant un volsinage d'un

disque awvant pour bord d' de label rlrj et Hgiﬁj est obtenu en
prenant le wvoisinage d'un disgque avant pour bord d . Mais puisque
r,oezst le label du bord 4dlun disque ;. on peut glisser df sur ce
disque pour obtenir 4 . [ ]

Le réesultat est alors 1immédiat

Theoreme Y.1 : Le probléme de 1l "homéomorphis=me est insoluble
pour les variétéds de dimension 4 et 5 _T]1 exizste une
clas=se de wvaridéLés fermées de dimension 4 vainsi
quune clasze de wvaridétézs de dimension 5 ,donnéges
de fagon ewplicitez pour lesqguelles PN e peut

décider =i deux wvariélLeés denndes sont homdomorphes .

Dans tisl + Haken s Boone et Foénaru yutilisent une
construction ameliordéde ,pour démontrer que pour tout degre D, et
pour Ltout n =z 4 ,i]l existe une classe récursive de preésentations
de wvariétés de dimensien n  , pour laguelle le probléme de
1l '*homéomorphisme de l'équivalence combinateoire ,du 4difféeomorphisme
sont de degre D .La difficultd provient essentiellement de
l"Etablissenent de présentabion de wvaridies ,c'est 4 dire d'une
sulte de de symbdles ,édtablissant les =tructures combinatcires

topol ogigues et difféerenticlles d'unes varliste

130



(11

[21]

(=]

£4]

LE]

L71

(=31

(=21

[1031]

11

i

Bibliographie

5. dandara A proof of Higman's embedding theorem using

Britton extension of groups .dans Word problem

G. Baunslag, 5. M. Cersten, M Shapiro., H.Short ,Automatic

groups and amalgams | jour. of pure and applied algebra
W, W. Boone ,The word problem . Ann.of math., 70 19590

W, ¥, Boone Word problems and recursively enumerable
degrees of unsolwvability . A first paper on Thus system
Ann, of Math. B3 (19863

W. W, Boone Word problems and recursively enumerable
degrees of unsolwvability .A sequel on finitely
presented groups | Ann, of Math., .84 (19887

W, W, Boone \Decision problems about algebraic and
loagical systems as a whole and recursively enumerable
degrees of unsolwvability  Contibution to Math., legic.

K. Z2chutte £diteur

W. W. Boone, N.Rogers fr. On a problem of JHC Whitehead
and a problem of Alonzo Church Math,scand. 189 19882

AL Britton ,The word preoblem . Ann.of Math. ,77 C1O9632

Coornaert, Delsant, Fopadopoulos ,Géometrie et Lthéorie
des groupses | Springer Verlag 1441

M. Dehn |, Lectures on surface topology .dans M, Dehn papers

on group Lheory and topol ogyw

M. Dehn On infinite discontinuous groups | mémns ouvragse

S. M Gersten, H. Short ,small cancellation theory and

121



automatie groups

131 E.Ghys, F.de la Harpe éditeurs .3Sur les groupes

byperboliques d aprés Michasl Gromav | Birkhauser

C14] M. Gresndlinger ,Dehn’s algoritihm for the word preblem
comnm. pure and applied Math.

(131 M. Gresndlingsr ,0n dehn's algorithme for the conjugacy

and word preblem | Comm. pure and appl. Math, 13 19802

[1E] M., Gromou ,Hyperbolie groups dans Essays Lin group theory

S M Gersten éditeur | Springer Verlag

(171 W, Hoken ,Connections between topologlical and garoups
theoritical decision problem dans Word problem . Boone

Cannonito Lyndon éditeurs
(131 W, Haken, W.W.Boone, V., Podnary ,on recursively unsol va-—
—ble problems in topology and thelr classification

Contibution to Math, Logic (K. Schutte éditeur

(191 F.Hzt! Finiteness condition for soluble groups . Froc.
London Math, Soc. 2 019542

L20] G, Higman .Zubgroups of finitely presented groups . FProc.
of Roval soo. 2682 C19610

(=11 ., . Lyndon, F.E.Schupp Combinatorial group theory
Springer C1277

[=2] E.C.Lyndon .On Dehn's algoerithm | Math. Anmalen 1866 C1Q86D

(&3] Moagrnus ., FHargass, Selitar .combinatorial group theory
Wiley N.Y. (19683

[24] A A Maerkev,unsolvability of the problem homeomorphy
FProc. Int, Conj.Math, 19982



[25]

[265]

=i

[22]

(321

[311]

[321

[ 331

[=4]

[327]

K.A. Mikhatlova ,the occurence problem ffor direct products

of groups

E.F. Miller III ,Decision problem for groups . Survey and

reflections .preprint

C.E Miller Il .Some notes on geometry and complexity

preprint

C.FE. Miller I1] ,On group theoritic decision problems and

clas=sification . Annals of Math.studiez Princeton

C.E Miller [} ,Decicsion problem=s in algebraic class of

groups  dans Word Problem

J. . Mielsen A basis for subgroups of free groups . Math.

zcand. 2

™

5 Nowilkeow \Unsolwvability of bLthe conjugacy problems in

the théorie of groups

F.5 Nowvikow ,On the algorithmic unsolwvability of Lhe

word problem in groups

M. D Rabin ,Recursiwve unsolwvability of group thecritic

decicion problems _Ann. of Math., 87 (19582

H. Rogers. jr. . The theory of recur=sive fonctions and

ef fective computability .Mz, Graw. Hill J19672

J.J. Botman ,Theory of groups Cver.22 .Allwvn & Bacon

{. M Banow A properiy of a certain representation of a

free group .Doklady Akad. Mawk.

J. . 5titlwell \Classical topolegy & combinatorial group

theory .Springer Verlag

133



