Problemes dans les graphes
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Plan :

Probleme NP::

="Probleme de coloration :
= Recherche du nombre chromatique

Problemes P-:

mRecherche de plus court chemin :
= Algerithme de Dijkstra

="Propleme du camion d'epandage :

= Recherche de cycle Eulerien : Algernthme de Eleury
= Solution au prebleme duicamion d'epandage
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Probleme de coloration

= Ftant donne un graphe non oriente,
colorier ses sommets de facon a ce que
deux sommets adjacents soient de couleur
differente. Si kK couleurs sont necessaires,
on parle d” une k-coloration.

= e nompre chromatique du graphe est le kK
minimum; pour lequelil'admet une k
coleration.

= i general trouver le nembre chrematique
est un prebleme NP-complet.
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Avec 4 couleurs...
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La présence d’ un tétraédre montre que 4
couleurs sont optimales. Le nombre chromatique

est 4.
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Quand utiliser les colorations 2

" | orsque I on veut realiser plusieurs
faches, chacune se deroulant durant une
phase, et certaines taches ne pouvant 2 a
2 etre realisees durant |la meme phase.

= | es sommets sont les taches, les aretes
relient des taches incompatibles. LLe
nembre chreomatique est alors:le nombre
optimal de phase nécessaire a |- execution
conjoimnte de toutes les taches.
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Exemple::

" Probleme d” emploi du temps : Un certain
nombre de cours devant se dispenser:
dans la semaine, chacun prenant un
creneau horaire (phase) de 1 heure.
Certains cours ne peuvent avoir lieu
durant le meme creneau horaire, pour
dIVErses raisens : meme enseignant, un
eleve suit les 2 cours, les cours
nécessitent | utilisation d” une meme salle,
ou d” un meme materiel, etc...
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EXxercice:

C
Trouver le nombre minimum de phases de 4 feux tricolores.
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Autorisés :

= = |
— i

Interdits :

-
| |
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Les sommets représentent les différents trajets
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AD DC

BC

Les arétes relient des trajets incompatibles
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AD DC

AB

CD

AC DB

Une coloration réalisable du graphe
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La présence d’ un tétraédre montre qu’ on ne peut pas
colorier le graphe avec moins de 4 couleurs.

AC DB

Le nombre minimum de phases est 4
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Ce qui donne :
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Probleme du plus court chemin

= [Dans un graphe pondere (les aréetes sont
munies d” un poids strictement positif),
trouver le plus court chemin reliant deux
SOMMELS (geodesique).

= Applications : evidentes ( )

= On dispese dun ben algoerithme pour
resoudre ce probleme : | algerithme de
Dijkstra.
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Algerithme de’ Dijkstra

= Pour tout semmet t, dist(s, )=+, et t est non margue
= dist(s,s)=0
" Tant qu’ il reste des sommets non marques

= Choisir un sommet t non marque, avec dist(s,f) minimale
= \Vlarquer t

= Pour tout successeur ti de t
= Sidist(s,t7 ) > dist(s,t )+ p[t, t1 ]
= Alors dist(s,t7):=dist(s,t ) + p[ t, t1]
= Ein S|

= iR Pour

= Einliant gue
" Sa complexite est quadratique: ...
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Probleme ducamion d” epandage

= Un camion doit repandre du sel sur la
chaussee d” un réseau routier.

= || circule a deux vitesses differentes selon
qu’il'répand ou non du sel.

= Probleme : determiner un parcours qui
permetie de repandre le sel sur toute |1a
chaussee et qui minimise la duree.

" Nota : C est un probleme facile...
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Sous un enonce different, il's“agit du probleme
dUu. postier chinois.

On le modelise en considerant un graphe G
connexe non oriente pondere (par ex: le plan
des rues muni de leur longueurs respectives). La
donnee des vitesses est inutile !

Exemple de solution':

Un circuit passant une et une seule foIs par
chagque arete (cycle eulerien).

C est necessairement un trajet eptimal ...
Un cycle eulérien n” existe pas toujours: ...

Jean-Philippe Breaux N /WWWAIZmURIVEmS: i =preaux



Cycles Euleriens

= Probleme des ponts de
Koenigsberg

= Pans la ville de Keenigsberg,
7 ponts croisent la ‘pregel” .
Peut-on effectuer une
promenade en passant une
seule fois sur chague pont ? La riviere ‘pregel’ et les sept

. : ponts de Koenigsberg
= | e probleme est simple, est

la selution facile fut apportee
par Euler ... Son article est
cependant considere comme
" acte fondateur de |la theorie
des graphes et de " analysis <«
Situs (ou'tepologie). ) |

Leonhard Euler, Mathématicien suisse,
1707-1783.
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= PDefinitions : Dans un graphe g,

- Un circuit (ou cycle) eulerien est un
circuit (.e. un chemin ferme) qui passe
une et une seule fois par chaque arete.

- |_e degre (ou valence) d” un sommet est
le. nombre des aretes qui en sont ISSUES.

= Theoreme (Euler) : Un graphe connexe
noN oriente contient un cycle eulerien si et
seulement Si tous Ses sommets sont de
vValence paire.

Preuve [...]
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Algerithme de Fleury

lle sous-graphe G contient |"ensemble les
sommets et aretes non marquees.
Initialement G = Tout le graphe.

" Choisir un sommet initial s*™ € G.
= Vlarquer s™; s € s”
= JANT QUE G est non-vide

" Choisirune arete aie G d erigine s, qui'ne
disconnecte pas G U's”.

" s & " extremite de a.
= Vlarquer. s et a.

= EINFTFANIFQUE

DE CONPLEEXINE CINEAIRE .. ]
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Revenons au probleme du camion d-épandage...

m S| tous les sommets de G sont de valence
paire, chercher un cycle eulérien : ¢ est
une solution optimale.

5 Sinon :

" || faudra necessalrement parcourir chague
arete de G au moeins une fois... Certaine
aretes seront parcourues plusieurs fois ...

= |dee : Construire un sur-graphe -- en
dupliguant un sous-ensemble A" c A
d" aretes de cott minimall — qui contienne
Un Gycle eulerien.
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5 On note S7 1" ensemble des sommets de
Valence impaire.

= On construit le graphe Gi :
= complet (les sommets sont 2 a 2 adjacents)
= Simple (aucune arete de s a s)
= de sommets Sv.

" | "aréte reliant deux sommets s et s~ est

ponderee parlalongueur minimale de s a
s dans G.

= Pefinition : Un couplage parfalt de Gi est
un ensemble constitué d” arétes de G, tel
gue chaque sommet de Gi1 est incident a
une et une seule de ces aretes.
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Solutionrau probleme durcamion d’ epandage

" Trouver une solution optimale ¢ est trouver
I"ensemble d” arétes A1 (de colt minimal) a
dupliquer...

m .C esttrouver un couplage parfait de Gide
cout minimal...

= .Chaque arete du couplage correspond a un
chemin geoedesique ...

= A1 est |la reunion des aretes constituant les
chemins associes aux arétes d” un couplage
pariait. de cout optimal.

" Par construction le graphe ebtenu G" =G A a
[OUS ses semmels de valence paire et denc
contient un cycle eulerien.
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Exemple : Icl, toutes les aretes sont de poids 1.
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Exemple : Icl, toutes les aretes sont de poids 1.

4 sommets de valence impaire : ne contient pas de cycle eulérien
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Un couplage parfait de colt minimal = 3
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@©n se souvient du couplage parfait de cout
minimal..
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On dupligue; les; aretes; provenant de. chemins
ASSECIES au couplage. ...

Jean-Philippe Breaux N /WWWAIZmURIVEmS: i =preaux



l"e graphe ebienu est eulerient ...

Jean-Philippe Breaux N /WWWAIZmURIVEmS: i =preaux



A

\,a/

d SelUtien’est opiimale; de suEcCouL S
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Complexite
= O(#A +#S) = O(#A ) operations pour
determiner Si.

" On appligue #S1 fois I” algorithme de
Dijkstra pour construire Gi.

Soit O((#51)?)).

= Complexite = max(#A, (#51)° ).
" Eflicace lorsque peu de semmets de
Valence impaire...
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