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= Pour resoudre un propleme NP-=difficile de
fagon ‘relativement efficace”, soit:

= on appligue une heuristigue (qui'ne donne
pas toujours une solution optimale, ou ne
S’ arréte pas toujours, ... ).

= On enumere une partie de I” espace des
solutions (fini'mails gigantesque), de facon
intelligente, de sorte gque dans la plupart des
cas on arrive assez vite a la solution. Cela
doenne un algerithme de complexite theorigue
exponentielle;, mais qui'dans la pratigue sont
en moyenne  plus rapide :
= Nous verrons deux tellesimethiodes::
= \Vlethode par separation et evaluation
= Programmation dynamigue
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VIEthode par separation et
evaluation (branch & bound).

= Consiste a parcourir 'espace des solutions
seulement en partie, en s'assurant que la
partie non exploree ne contienne aucune
solution de mellleur cout.

= [De complexite exponentielle en theorie. En
pratigue, et en moeyenne la complexite
devient mellleure, souvent ©(1.5%)
(faiblement expoenentiel).

" ©n verra un exemple important pour le PVE::
lralgorithme de Little.
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| "‘espace des solutions 'S est construit
Implicitement par une arborescence. Chague
sommet est une partie de S. LLes feuilles sont les
singletons(=solutions) ou vides(=Impossibles).

= | e noeud Initial correspond a S en entier.

=S| un sous-ensemble S’ correspond a un noeud
X, SES (2 ou plus) successeurs correspondent a
une partition de S : S, et S;avec S,\US;=S" et

" Chague semmet est muni d'une evaluation.
Obtenu par une heuristigue, pour un probleme
de min (max) ¢ est un minorant (majerant) du
cout sur le sous-espace correspondant au
SOMMmEt.

" Quand en a construit une selution dent le cout
estinfeneur (sup)alevaltation des autres
sommets, on a une solution eptimale.
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Parametres d'un branch & bound

" Heuristigue donnant la fonction d'evaluation
(minerant ou majorant).

= Critere de separation (ou sur quel critere on
partitionne un ‘neeud’ en 2 (ouU +) SOUS-
noeuds).

= [Developpement de I'arberescence . :
construction des neeuds SUCCESSEUrS, a
lFalde” d'une heuristique.

m Strategie de developpement de
I"arberESCENCE : EN Profondeur ou en
largeur drabord.
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Exemple : algorithme de' Little
pour le PVC

= Fonction d'evaluation = berne min de Little
(restreinte au sous-probleme).

= A chague sommet 2 Ssuccesseurs : soit on
Va ensuite dans la ville X, soit on ny va
pPas.

= [Developpement d'un sommet (= choix de
la ville suivante X)': par la methoede de
penalite (Sregret maximal) du seus-
prebleme.

m Strategie en largeur d abord.
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Prebleme dulvoyageur de
COMMErCce

" On doit effectuer un circuit en avion en
passant une seule fois par chague ville, et
en minimisant le cout du trajet.

" On le modélise par|la recherche d" un
cycle hamiltonien de cout minimal dans un
graphe non eriente value, simple et
complet.

" C est un probleme NP-complet :
‘prototype des problemes NP-difficiles.
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Algorithme de Little

= On modeélise le PVC par une matrice
donnant les distances entre les differentes
villes (pas necessairement symetrigues)

A B C ) «— Villes d” arrivée
Al -1|13]2]|3
B | 1 - |1 4 | 2
/ C|2|3]-|2
Villes de départ D 1 3 3 _
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" On reduit la matrice :

= Soustraire le plus petit element de chaqgue
ligne,

= Puis soustraire le plus petit element de
chague colonne.

= Ce faisant on n” a pas changeé le probleme.

= | 3 somme des nombres ainsi soustraits est
|“evaluation initiale.

= C estun minerant de la longueur du trajet.
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Réduction

Al B | C|D
Al -13 1| 2|3 -2
B | 1 - | 4 | 2 -
C| 2|3 ]| -2 i
D | 1 GG -1
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Réduction

A B C | D
A | - 1 0 1 2
B | O - g I 1
c| 0| 1 - 0 2
D 0 2 2 - 1
Cout minimal pour quitter les 4 villes : 6
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Réduction

A B C | D
A | - 1 0 1
B 0 - 3 1
C | 0 | 1 - 0
D 0 2 2 -
-1
Cout minimal pour quitter les 4 villes : 6
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Réduction

A B C | D

A | - 0| 0 | 1

B 0 - 3 1

C| 0|0 - 0

D 0 1 2 -

1

Cout minimal pour quitter les 4 villes : 6
Sur-colt minimal pour regagner les 4 villes : 1
Evaluation initiale : 14
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" On Va proceder a un developpement par

arborescence :
/ ‘Partir de A’

~ 'DeAne pas alleren C’

‘De A alleren C’
—

N\

B B B Etc...

Chaque sommet est muni d’ une évaluation. C’ est
un minorant du co(t d’ un parcours empruntant ce
sommet. La racine est munie de I’ évaluation initiale.
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Comment developper

" arborescence.

= On emprunte un trajet de cout minimal (0 dans
la matrice reduite).

= Pour chacun de ces trajets on calcule son
regret : pour " élement AC ¢ est le surcout
minimum pour quitter A sans aller en C, plus le
surcout minimum pour aller'en € sans venir de
A.

" C estlasomme du plus petit cott de la ligne A
hormis AC, et du plus petit cout de la colenne C
hormis AC.

= On prendinitialement un trajet de cout minimal
et de regret maximal.
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Comment attribuer une evaluation a un
sommet

" Pour un sommet “choix négatif® son
evaluation est la somme de |I” évaluation
de son pere et de son regret.

" Pour un sommet choix positif”, son
evaluation est |a somme de " évaluation
de son pere et de celle provenant de sa
nouvelle matrice reduite
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@©n a choisiinitialement
AC

La nouvelle matrice

associee a ce choix est A B C D)

obtenue en supprimant
ligne A, colonne C, et en

interdisant le retour CX

pour tout sommet X deja
rencontre dans cette

O|O|m| >
e
=
=
=
1
o
SN

branche (CA en

particulier).

(les regrets seront a
recalc er par la suite)

La reduction de cette. A B
matrice donne un surcout = 0
(1c110). ]
Ajoute a | evaluation du © - 0
SOMmMmet pere, celadonne D 0 1

[“evaluation du'sommet
‘positifs AC.
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Developpement de [“arberescence

A chaque etape, on developpe en prenant dans
la matrice assoclee le choix de surcout minimal
et de regret maximal.

On calcule les evaluation des choix (positifs et
negatirs).

On poursuit|” exploration d* une branche tant
gue son evaluation est inferieure aux autres.

Sinon on rebranche a partir d* un autre choix
(negatif). (Par exemple) pour le choix: AC on
reprend la matrice assoeciee a ce niveau, en
remplacant la valeur de AC par =" : on rend e
choeix AC impossible.
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A
7=7+0 9=7+2
C &
A| B | D
B | o | - | 1
c | - [o@)| o)
Do | 1| -1]o
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C

C

7+72 /\ 8=7+1(=regret CB)

=}
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@)
(@)

B | - [0(0)

1
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A
7 9
C c
8/\8
B B
8 | D D | 8
= A
D 0
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Le chemin hamiltonien A-C-B-D-A est de cout optimal = 8

C C

Attention !
8 /\ 8

Dans cet exemple on n’ a pas eu
besoin de rebrancher ... Ce n’ est
pas toujours le cas (cf. TD).

Dans ce cas la résolution est en
8 D D |8 temps polynomial O(N?3) !!!

Dans le pire des cas ou toute
I’arborescence serait développée
A la complexité est exponentielle
O(NZ x 2N) I

Jean-Philippe Préaux http://www.i2m.univ-mrs.fr/~preaux




Autre exemple : le propleme du sac
a dos 0-1

= N objets disponibles. Lobjet i'a un poids p.>0
et une valeur v.=0. Emporter un sous-
ensembple d'ebjets de valeur maximale dans

un sac de capacite P.

= Exemple::
" N=9,
» p=(18,12,15,16,13),
= v=(27,9,30,16,6.5),
= P=45.
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= Regle de separation. En un noeud 2
successeurs, selon sil‘on prend ou non l'ebjet X,
i=1,...,5.

= Heuristigue pour le developpement : le choix des

X: dans le critere ci-dessus se fait par ordre
decrorssant du rappert vi/p: valeur sur poids.

= Fonction d'evaluation. Par cette meme
heuristique gloutoenne on remplit tant que
pessible par Vi/p; decreisant. Puision ajoute une
portien du suivant de serte a anriver au poeids P.
|-a Valeur. obtenue est.unimajoerant (probleme
max).

Jean-Philippe Préaux http://www.i2m.univ-mrs.fr/~preaux



Table d’utilite vi/pi. | Rang | Objetin=} v, p; | Utilitevy/
decroissante:: 1 3 30 15 z'

2 1 27 18 1.5

3 4 16 16 L

4 2 9 12 0.75

S S 6.5 13 0.5

= Evaluation initiale : on prend les objets 3, 1 (poids=23) et
12/16 de I'objet 4. On parvient au poids P=45. |.a valeur. est

30+27+16x12/16=69.

=" On developpe ensuite selon siil'on prend ou non l'ebjet 3.
- SIXa=0: Evaluation s ebjetsHiy 4 et 11/4 2 de l'ehbjet 2+

27 +16+9%11/12=51.25.
nESixs=1 EValuation 1 69:
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Rang | Objet | v p;, | Utilite
n® Vi/p;
1 3 30 | 15 2
2 1 27 | 18 1.5
3 £ 16 | 16 1
4 2 9 12 075
5 9 9.5 18 0)33)
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Rang | Objet | v p;, | Utilite
n® Vi/p;
1 3 30 | 15 2
2 1 27 | 18 1.5
3 £ 16 | 16 1
4 2 9 12 075
5 9 9.5 18 0)33)

Jean-Philippe Préaux

objets 3,4,2 :p=43
objets 3,4,2, 2/13 de 5
V=30+16+9+6.5x2/13=56
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Rang | Objet | v p;, | Utilite
n® Vi/p;
1 3 30 | 15 2
2 1 27 | 18 1.5
3 £ 16 | 16 1
4 2 9 12 075
5 9 9.5 18 0)33)
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Rang | Objet | v p;, | Utilite
n® Vi/p;
1 3 30 | 15 2
2 1 27 | 18 1.5
3 £ 16 | 16 1
4 2 9 12 075
5 9 9.5 18 0)33)

Jean-Philippe Préaux

objets 3,1,2 :p=45
V=30+27+9=66
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Rang | Objet | v p;, | Utilite
n® Vi/p;
1 3 30 | 15 2
2 1 27 | 18 1.5
3 £ 16 | 16 1
4 2 9 12 075
5 9 9.5 18 0)33)
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Rang | Objet | v p;, | Utilite
n® Vi/p;
1 3 30 | 15 2
2 1 27 | 18 1.5
3 £ 16 | 16 1
4 2 9 12 075
5 9 9.5 18 0)33)

Jean-Philippe Préaux

objets 3,1, 12/13 de 5
V=30+27+6.5x12/15=63
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Rang | Objet | v Utilite
n® Vi/p;
1 3 30 | 15 2
2 1 27 | 18 1.5
3 £ 16/ | 16 1
4 2 9 12 0.75
3 3) 6.5| 13 0)55)

Jean-Philippe Préaux

objets 3,1, 2

V=30+27+9=66
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Rang | Objet | v Utilite
n® Vi/p;
1 3 30 | 15 2
2 1 27 | 18 1.5
3 £ 16/ | 16 1
4 2 9 12 0.75
3 3) 6.5| 13 0)55)

Jean-Philippe Préaux

Solution optimale :
objets 3'& 1 & 2,
Valeur =66
PoIds=45.
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Programmation dynamigue

= C'est un paradigme de resolution qui s‘appligue
des qu un probleme verifie le principe de
Bellman :

= Solt un probleme deptimisation sur N ebjets.
Une solution optimale verifie que toute Sous-
solution restreinte a n-1 objets est aussi
optimale.

= Exemple : Recherche de geodesique. liout
SouUS-chemin d'UnNe geodesique est aussi une
geodesique.
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Exemple : recherche de geodesique

Sl

Recherche de geodesique de x;=0'a x,=1

X=0; x:={A,B,C} ; X,={D,E} ; Xs={F,G,H} ; x,=T

X, | Geodesigue \Valeur
A OA g
B )= 2
C OC 1
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Exemple : recherche de geodesique

Sl

Recherche de geodesique de x;=0'a x,=1

X=0; x:={A,B,C} ; X,={D,E} ; Xs={F,G,H} ; x,=T

X5 chemins, | geodesique valeur;

D OAD OCDb 4
OBD
OCDh

= 0)=]= 0)=]= 3
OCE
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Exemple : recherche de geodesique

Sl

Recherche de geodesique de x;=0'a x,=1

X=0; X,={A,B,C} ; Xo={D.E} ; X3={F,G,H} ; x,=T

X3 Chemins: | Geodesique | Valeur

= OCDE OBEE 5
OBEE

€ OCDG OBEG <
OBEG

H OBEH 0)=]=y 6
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Exemple : recherche de geodesique

Sl

Recherche de geodesique de x;=0'a x,=1

X=0; x:={A,B,C} ; X,={D,E} ; Xs={F,G,H} ; x,=T

Xy Chemins: | Geodesigue | Valeur

1] OBEET OBEHT S
OBEGI|
OBEHT
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Programmation dynamique pour le PV

= Onnote {1,2,...,n} les villes et |'on suppose que
'on part de la ville 1. Soit d; lardistance entre la
ville i et la ville .

= Soit D(1,S) la'longueur d'une geodesique de I a
1  passant une et une seule fois par chagque ville
de S.

= D(I,S)=min; _s d;*D(],S=}))-

= | a soelution eptimale est D(1,{2,...,n}).
nClairement D(E{15)=d:.

" [De complexité dansile pire des cas O(nz21).
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= On construit par recurrence tous les D(1,P)
pour P une partie de {2,...,n} et 1=2,..,Nn,
e P, alailde de la relation de recurrence.

" On en deduit a I'aide de cette meme
relation D(1,{2,...,n}) qui denne le cout
optimal.

= Pour construire le cycle optimal on retient
a partir du cout eptimal lfindice | I'ayant
determine (cest la ville suivante visitee),
pUIS |'en continue de Proche en ProcheE.
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Exemple avec 4 villes :

D(2,9)=5; D(3,9)=6 ; D(4,L)=8. - | 10 [ 15| 20
D(2,{3})=d;3+D(3,0)=9+6=15; 5| 0 |9 |10
D(2,{4})=d,,+D(4,)=10+8=18; 611310112
DEB,{Z}; d;,+D(2, )=13+5=18; =T s o510

D(3,{4})=d.,+D(4,@)=12+8=20;
D(4,{2})=d,,+D(2,2)=8+5=13;
D(4,{30)=d,-+D(3,2)=9+6=15.
D(2.{8.41)=min{d,;+D(3,{4}) ; dptD(4.{8N} = 25;
B(S,{254 /) =minids,+ (2544 1) 5 ds, HD(4,{27)) = 25
9(4,{2;8)=min{d,s+D(S:{S}) 15 d,+D(2,{4 1)} = 2.
D(1.{2,3:40)=min{d,*D(2,{3,4%) ; d--+D(3,{2,4}) ; d,+D(4.{2,31)}
= Min{a5,40,431=35.

Cycle optimal : 1-2-4-3-1
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