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Probléme : Soit une application différentiable f : D C R” — R dont ‘on
cherche les extrema.
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Probléme : Soit une application différentiable f : D C R” — R dont ‘on
cherche les extrema.

e Lorsque D est un ouvert de R” les notions vues au chapitre W52 s'appliquent
pour étudier les extrema locaux, et en déduire (souvent) lés’extrema globaux de

f.
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Probléme : Soit une application différentiable f : D C R” — R dont ‘on
cherche les extrema.

e Lorsque D est un ouvert de R” les notions vues au chapitre 52 s'appliquent
pour étudier les extrema locaux, et en déduire (souvent) lés’extrema globaux de
f.

e Lorsque D n'est pas un ouvert, ces notions sont insuffisantes pour étudier les
extrema locaux de f.

2

1

0 1 2 3 4 5
Sur [1, 4] I'application dérivable f(x) = x a un min en 1 et un max en 4, en
lesquels sa dériveéeine s’annule pas.

0 | min max
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Probléme : Soit une application différentiable f : D C R” — R dont ‘on
cherche les extrema.

e Lorsque D est un ouvert de R” les notions vues au chapitre 52 s'appliquent
pour étudier les extrema locaux, et en déduire (souvent) lés’extrema globaux de

f.

e Lorsque D n’est pas un ouvert, ces notions sont insuffisantes pour étudier les
extrema locaux de f.

2

1

0 1 2 3 4 5
Sur [1, 4] I'application dérivable f(x) = x a un min en 1 et un max en 4, en
lesquels sa dérivéeine s’annule pas.

0 | min max

Comment\généraliser les conditions du 1°" et 2¢ ordre vues au chapitre Il dans
le-cas souis contraintes ? C'est I'objet de ce chapitre.
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Probléme : Soit une application différentiable f : D C R” — R dont ‘on
cherche les extrema.

e Lorsque D est un ouvert de R” les notions vues au chapitre 52 s'appliquent
pour étudier les extrema locaux, et en déduire (souvent) lés’extrema globaux de
f.

e Lorsque D n’est pas un ouvert, ces notions sont insuffisantes pour étudier les
extrema locaux de f.

2

1

0 1 2 3 4 5
Sur [1, 4] I'application dérivable f(x) = x a un min en 1 et un max en 4, en
lesquels sa dérivéeine s’annule pas.

0 | min max

Comment\généraliser les conditions du 1¢" et 2¢ ordre vues au chapitre Il dans
le-cas souis contraintes ? C'est I'objet de ce chapitre. Dans un premier temps on
se restreint a des contraintes égalitaires.
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Etude sur des exemples
Exemples
Analyse

Condition de lagrange
Condition de Lagrange
Interprétation géométrique
Lagrangien du probleme
Exemple

Prolongements de |'étude
Contraintes affines
Prise en compte de la’/convexité
Conditions du.second ordre
Programmation quadratique

Exercices

Exercice 1

Exercice 2

Exercice 3

ippe Préaux
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Etude sur des exemples
Exemples
Analyse

Exemple A.

Soit
D={(x,y) eR* | ¥’ +y* =1}

le cercle unité de centre (0,0). Soit
f: R <R
(X ¥)— x .
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Etude sur des exemples
Exemples
Analyse

Exemple A.

Soit
D={(x,y) eR* | x¥* +y* =1}

le cercle unité de centre (0,0). Soit
f: R <R
(X3 9)— x .

e L’'application f n'a aucun-point critique sur D :
Vi(x,y) =(1,0) # 0.
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Etude sur des exemples
Exemples
Analyse

Exemple A.

Soit
D={(x,y) € R?* | x* +y* =1}
le cercle unité de centre (0,0). Soit
f: R <HR
(X3 9)— x .
e L’application f n'a aucun-point critique sur D :
Vi(xy)=(1,0)#0.
e Or D est un-compact (car fermé et borné) de R” = 3J un

minimum et ‘unZmaximum de f sur D. (On constate que |'équation
d'Eulermes'applique pas ici.)
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Etude sur des exemples
Exemples
Analyse

Exemple A.

Soit
D={(x,y) eR* | x¥* +y* =1}

le cercle unité de centre (0,0). Soit

f: R<5R
(X3 9)— x .

e L’application f n'a aucun-point critique sur D :
Vf(x,y)=(1,0) #0.

e Or D est un-compact (car fermé et borné) de R” = 3J un
minimum et unZmaximum de f sur D. (On constate que I'équation
d'Eulernes'applique pas ici.)

#On_a deux solutions évidentes, un maximum (1,0) et un
minimum (—1,0).
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Etude sur des exemples

Exemples
Analyse

Crw Y Ck N\ Ch.
& y
min max
—1 1 x
D

La courbe représentative Cr Le domaine D et les lignes de
dans R3 de f -au-dessus du do- niveau dans R?.
maine D
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Etude sur des exemples

Exemples
Analyse

Crw Y Ck N\ Ch.
& y
min max
—1 1 x
D

La courbe représentative Cr Le domaine D et les lignes de
dans R3 de f -au-dessus du do- niveau dans R?.
maine D
Graphiquement-on constate qu'aux extrema de f les courbes de
niveau'sont tangentes au domaine D.
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Etude sur des exemples
Exemples
Analyse

Exemple B.

Soit
D={(xy) eR* | xy = 1}
et
Flx,y) = 2303
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Etude sur des exemples
Exemples
Analyse

Exemple B.

Soit
D={(xy) €R?|xy =1}
et
f(x,y) = x24Y2)
L'application f est coercive sur le fé&rmé non borné D = 3 un
minimum et A de maximum,de\f*sur D.
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Etude sur des exemples
Exemples
Analyse

Exemple B.

Soit
D={(xy) €R?|xy =1}
et
f(x,y) = x24Y2)
L'application f est coercive sur le f&rmé non borné D = d un
minimum et A de maximum,de\f*sur D.

On se rameéne a un probléme sans contrainte a une seule variable,
en utilisant la contrainte pour supprimer une variable.
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Etude sur des exemples
Exemples
Analyse

Exemple B.

Soit
D={(xy) €R?|xy =1}
et
f(x,y) = x24Y2)
L'application f est coercive sur le f&rmé non borné D = d un
minimum et A de maximum,de\f*sur D.

On se raméne a un probléme sans contrainte a une seule variable,
en utilisant la contrainte pour supprimer une variable.
Soit y = %
R, — R
xt+1
2
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Etude sur des exemples
Exemples

Analyse

On étudie les variations de f,, sa dérivée est f/(x) =2———

Jean-Philippe Préaux 111.1. - Optimisation sous contraintes égalitaires



Etude sur des exemples

Exemples
Analyse

“+00 “+oo\+oo “+0o0
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Etude sur des exemples
Exemples

Analyse

=1
On étudie les variations de f;, sa dérivée est f(x) = 2X73.
X
X |—00 -1 0 1 +00
f) - 0 + -~ 0 +

+00 +oo\+oo +0o0
f, \ / \ /
2 2

Ainsi f, a deuX'minima globaux : x = +1 = f a deux minima
globaux sunD ~a(1,1) et b(—1,—1).
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Etude sur des exemples

Exemples
Analyse

Dans R? le domaine D ainsi que des courbes de niveau de~f(;
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Etude sur des exemples

Exemples
Analyse

Dans R? le domaine D ainsi que des courbes de niveau de~f(;

Unefois de plus aux extrema trouvés les courbes de niveau de f
sont'tangentes au domaine D.
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Etude sur des exemples
Exemples

Analyse

e Que dire de cette constatation ? Est-ce une coincidence ou-un
principe général 7 Dans ce dernier cas est-ce une condition
nécessaire, suffisante, a 'existence d'extrema?

ippe Préaux 111.1. - Optimisation sous contraintes égalitaires



Etude sur des exemples

Exemples
Analyse

e Que dire de cette constatation ? Est-ce une coincidence ou-un
principe général 7 Dans ce dernier cas est-ce une condition
nécessaire, suffisante, a 'existence d'extrema?

Soit D = {x € R? | ¢(x) = 0}.
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Etude sur des exemples
Exemples

Analyse

e Que dire de cette constatation ? Est-ce une coincidence ou-un
principe général 7 Dans ce dernier cas est-ce une condition
nécessaire, suffisante, a 'existence d'extrema?

Soit D = {x € R? | p(x) = 0}. V(a) #0,'==" |'espace tangent
a D en a est une droite engendrée par(un‘vecteur tangent d, # 0.
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Etude sur des exemples
Exemples

Analyse

e Que dire de cette constatation ? Est-ce une coincidence ou-un
principe général 7 Dans ce dernier cas est-ce une condition
nécessaire, suffisante, a 'existence d'extrema?

Soit D = {x € R? | p(x) = 0}. V(a) #0.'==" |'espace tangent
a D en a est une droite engendrée par(un‘vecteur tangent d, # 0.
— x € D s'écrit x = a+ Ad, + 6(])\|), avec A dans un voisinage
de 0.
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Etude sur des exemples
Exemples

Analyse

e Que dire de cette constatation ? Est-ce une coincidence ou-un
principe général 7 Dans ce dernier cas est-ce une condition
nécessaire, suffisante, a 'existence d'extrema?

Soit D = {x € R? | p(x) = 0}. Vio(a) #£0,'==" I'espace tangent
a D en a est une droite engendrée par(un‘vecteur tangent d, # 0.
— x € D s'écrit x = a+ Ada + 0(]\|), avec \ dans un voisinage
de 0. En appliquant la formule'derTaylor a l'ordre 1 :

f(x) = f(a)+ (Vf(a), Ada) + o([A])
~f(a) + A(Vf(a),da)
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Etude sur des exemples
Exemples

Analyse

e Que dire de cette constatation ? Est-ce une coincidence ou-un
principe général 7 Dans ce dernier cas est-ce une condition
nécessaire, suffisante, a 'existence d'extrema?

Soit D = {x € R? | p(x) = 0}. Vio(a) #£0,'==" I'espace tangent
a D en a est une droite engendrée par(un‘vecteur tangent d, # 0.
— x € D s'écrit x = a+ Ada + 0(]\|), avec \ dans un voisinage
de 0. En appliquant la formule'derTaylor a l'ordre 1 :

f(x) = f(a)+ (Vf(a), Ada) + o(|A])

=f
~f(a) + A(Vf(a),da)

= si (Vf(a)da) # 0, f(x) — f(a) ne garde pas un signe
constant, sur un voisinage de a.
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Etude sur des exemples
Exemples

Analyse

e Que dire de cette constatation ? Est-ce une coincidence ou-un
principe général 7 Dans ce dernier cas est-ce une condition
nécessaire, suffisante, a 'existence d'extrema?

Soit D = {x € R? | p(x) = 0}. Vio(a) #£0,'==" I'espace tangent
a D en a est une droite engendrée par(un‘vecteur tangent d, # 0.
— x € D s'écrit x = a+ Ada + 0(]\|), avec \ dans un voisinage
de 0. En appliquant la formule'derTaylor a l'ordre 1 :

f(x) = f(a)+ (Vf(a), Ada) + o(|A])

=f
~f(a) + A(Vf(a),da)

= si (Vf(a),da) # 0, f(x) — f(a) ne garde pas un signe
constant, sur un voisinage de a.
=% si(Vf(a),da) # 0, a n'est pas un extremum local.
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Etude sur des exemples
Exemples

Analyse

Or en x le vecteur gradient est orthogonal a la courbe de, niveaw.
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Etude sur des exemples
Exemples

Analyse

Or en x le vecteur gradient est orthogonal a la courbe de, niveau.
= Une condition nécessaire pour que a soit un extremum local
est que la courbe de niveau passant par a soit tangente a D.
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Etude sur des exemples
Exemples

Analyse

Or en x le vecteur gradient est orthogonal a la courbe de, niveau.
= Une condition nécessaire pour que a soit un extremum local
est que la courbe de niveau passant par a soit tangente a D.

On peut exprimer cette condition par une équation;
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Etude sur des exemples
Exemples

Analyse

Or en x le vecteur gradient est orthogonal a la courbe de, niveau.

= Une condition nécessaire pour que a soit un extremum local
est que la courbe de niveau passant par a soit tangente a D.

On peut exprimer cette condition par une équation, L'équation de
la tangente a la courbe de niveau passant: paracest :

(Vf(a),x —a)=0.
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Etude sur des exemples

Exemples
Analyse

Or en x le vecteur gradient est orthogonal a la courbe de, niveau.
= Une condition nécessaire pour que a soit un extremum local
est que la courbe de niveau passant par a soit tangente a D.

On peut exprimer cette condition par une équation, L'équation de

la tangente a la courbe de niveau passant: pamacest :

(Vf(a),x —a)=0.

L'équation de la tangente au domaine D en a est :

Vp(a),x —a) = 0.

ippe Préaux 111.1. - Optimisation sous contraintes égalitaires



Etude sur des exemples
Exemples

Analyse

Or en x le vecteur gradient est orthogonal a la courbe de, niveau.

= Une condition nécessaire pour que a soit un extremum local
est que la courbe de niveau passant par a soit tangente a D.

On peut exprimer cette condition par une équation, L'équation de
la tangente a la courbe de niveau passant: pamacest :

(Vf(a),x —a)=0.
L'équation de la tangente au domaine D en a est :
(Vip(a),x —a) = 0.

Cette condition nécessaire s'écrit : "V f(a) et V(a) sont
colinéaires”.
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Etude sur des exemples
Exemples

Analyse

Or en x le vecteur gradient est orthogonal a la courbe de, niveau.

= Une condition nécessaire pour que a soit un extremum local
est que la courbe de niveau passant par a soit tangente a D.

On peut exprimer cette condition par une équation, L'équation de
la tangente a la courbe de niveau passant: pamacest :

(Vf(a),x —a)=0.
L'équation de la tangente au domaine D en a est :
(Vip(a),x —a) = 0.

Cette condition nécessaire s'écrit : "V f(a) et Vy(a) sont
colinéaires”.
a extremumocal = T A1, A\» non tous deux nuls, tels que :

M1VF(a) + A2 Vip(a) = 0]
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Etude sur des exemples
Exemples

Analyse

Or en x le vecteur gradient est orthogonal a la courbe de, niveau.

= Une condition nécessaire pour que a soit un extremum local
est que la courbe de niveau passant par a soit tangente a D.

On peut exprimer cette condition par une équation, L'équation de
la tangente a la courbe de niveau passant: pamacest :

(Vf(a),x —a)=0.
L'équation de la tangente au domaine D en a est :
(Vip(a),x —a) = 0.

Cette condition nécessaire s'écrit : "V f(a) et Vy(a) sont
colinéaires”.
a extremum¥ocal = A1, A2 non tous deux nuls, tels que :

[ \1V£(a) + AaVip(a) = 0

Généralisée dans R”, c'est la condition de Lagrange.
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Condition de Lagrange

Condition de lagrange Interprétation géométrique
Lagrangien du probleme
Exemple

Condition de Lagrange

Théoreme (Condition de Lagrange.)

Soient f une application différentiable sur un.ouvert U non vide de
R™ et ¢1,...,¢pp des applications de classe € surid.

D={xelU | pi(x)=0,Vi=1,2,...,p}
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Condition de Lagrange

Condition de lagrange Interprétation géométrique
Lagrangien du probleme
Exemple

Condition de Lagrange

Théoreme (Condition de Lagrange.)

Soient f une application différentiable sur un.ouvert U non vide de
R™ et ¢1,...,¢pp des applications de classe ¢! surid.

D={xelU | pi(x)=0,Yi=1,2,...,p}

Siu € D est un extremum-~local de f sur D, et si les vecteurs
Vei(u),. .., Vep(u) forment une famille linéairement
indépendante, alors 3L\1, X2, ..., \p € R, appelés multiplicateurs
de Lagrange, tels gue :

p
VF(u)+ ) AiVei(u) =0
i=1
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Condition de Lagr.
Condition de lagrange Interprétation géométrique

Lagrangien du probleme
Exemple

Il s'agit d'une condition nécessaire a |'existence d'unextremum
local pour un probleme sous contrainte égalitaire; généralisant
I'équation d'Euler.
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Condition de Lagrange
Condition de lagrange Interprétation géométrique

Lagrangien du probleme
Exemple

Il s'agit d'une condition nécessaire a |'existence d'unextremum
local pour un probleme sous contrainte égalitaire; généralisant
I'équation d'Euler.

Preuve. Le fait que les vecteurs Von(u)y.\" 'V (u) forment une
famille linéairement indépendante implique que I'espace tangent a
D en u est :

TuD =< Vo1 (U<, Vi, (u) >+
={xeR?| <Vypij(u),x>=0,Vi=1,...,p}
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Condition de Lagrange
Condition de lagrange Interprétation géométrique

Lagrangien du probleme
Exemple

Il s'agit d'une condition nécessaire a |'existence d'unextremum
local pour un probleme sous contrainte égalitaire; généralisant
I'équation d'Euler.

Preuve. Le fait que les vecteurs Von(u)y.\" Vi (u) forment une
famille linéairement indépendante implique que I'espace tangent a
D en u est :

TuD =< Vo1 ()<, Vi, (u) >+
={xeR"| <Vypij(u),x>=0,Vi=1,...,p}

Un argument ‘similaire a celui vu plus haut montre alors la
conclusion\
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Condition de Lagrange

Condition de lagrange Interprétation géométrique
Lagrangien du probleme
Exemple

Interprétation géométrique
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Condition de Lagrange

Condition de lagrange Interprétation géométrique
Lagrangien du probleme
Exemple

Interprétation géométrique

Si les vecteurs V1(u),. .., Vyp(u) sont linéajrement
indépendants I'espace tangent T,D a D enu'est :

TuD ={x e R"|(Vyi(u)&x)=0,Vi=1,...,p}
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Condition de Lagrange

Condition de lagrange Interprétation géométrique
Lagrangien du probleme
Exemple

Interprétation géométrique

Si les vecteurs V1(u),. .., Vyp(u) sont linéairement
indépendants I'espace tangent T,D a D enu'est :

TuD ={x e R"|(Vyi(u)x)=0,Vi=1,...,p}

Les conditions de Lagrange expriment qu'en un point extremum, le
vecteur gradient est orthogonal a |'espace tangent.
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Condition de Lagrange

Condition de lagrange Interprétation géométrique
Lagrangien du probleme
Exemple

Interprétation géométrique

Si les vecteurs V1(u),. .., Vyp(u) sont linéairement
indépendants I'espace tangent T,D a D enu'est :

TuD ={x e R"|(Vyi(u)x)=0,Vi=1,...,p} .

Les conditions de Lagrange expriment qu'en un point extremum, le
vecteur gradient est orthogonal a I'espace tangent.

Noter que V£ (u) (resp. =V (u)) est la direction locale de plus
grand accroissement- (resp. de plus grande décroissance) de f, et
qu'elle est orthogonale aux hypersurfaces de niveau.
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Condition de Lagrange

Condition de lagrange Interprétation géométrique
Lagrangien du probleme
Exemple

Interprétation géométrique

Si les vecteurs V1(u),. .., Vyp(u) sont linéairement
indépendants I'espace tangent T,D a D enu'est :

TuD ={x e R"|(Vyi(u)x)=0,Vi=1,...,p} .

Les conditions de Lagrange expriment qu'en un point extremum, le
vecteur gradient est orthogonal a I'espace tangent.

Noter que V£ (u) (resp. =V£(u)) est la direction locale de plus
grand accroissement- (resp. de plus grande décroissance) de f, et
qu'elle est orthogonale aux hypersurfaces de niveau.

Ainsi, on~retrouve la constatation déja faite, qu'en un extremum
local™ N hypérsurface de niveau est tangente au domaine.
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Condition de Lagrange

Condition de lagrange Interprétation géométrique
Lagrangien du probleme
Exemple

Formulation Lagrangienne

Le Lagrangien du probleme est I'application :
L: R"XRP — R
(X, A) = L(x,A) =1Fx)F D Aipi(x)
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Condition de lagrange

Formulation Lagrangienne

Condition de Lag
Interprétation beomelnque
Lagrangien du probleme
Exemple

Le Lagrangien du probleme est I'application :

L: R"XRP — R

(x;A)

—  L(x

JA) =)

Le vecteur gradient du Lagrangien€n u € R” est :

Jean-Philippe Préaux

8x1

111.1. - Optimisation sous contraintes égalitaires

+Z)\

Aii(x)

(9g0,
8X1

i

of (u)+i» (w)
Oxn — '8X,,



Condition de Lagrange
Condition de lagrange Interprétation géométrique

Lagrangien du probleme
Exemple

La condition de Lagrange s'écrit alors, sous les hypotheses (de
qualification des contraintes) adéquates :

u est un extemum local = JLNERE V,L(u,\) = 0‘
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Condition de Lagrange
Condition de lagrange Interprétation géométrique

Lagrangien du probleme
Exemple

La condition de Lagrange s'écrit alors, sous les hypotheses (de
qualification des contraintes) adéquates :

u est un extemum local = JLXNERP, V,L(u,\) = 0‘

On définit aussi, lorsque f, @1, ..¢p, sont deux fois
différentiables, la matrice hessienne du Lagrangien en u € R”, par :

0L
2 _
Vi) = (5= w)

P
= V2f(u) + > AiV2pi(u) .
i=1

55
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Condition de Lagrange

Condition de lagrange Interprétation géométrique
Lagrangien du probleme
Exemple

Exemple.

Soit f(x,y) = 3x% +4y? sur D = {(x,y) € R? | x*> {2 = 1}.
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Condition de Lagrange

Condition de lagrange Interprétation géométrique
Lagrangien du probleme
Exemple

Exemple.

Soit f(x,y) = 3x% + 4y? sur D = {(x,y) € R? | x*> 42 = 1}.
Puisque f est continue sur le compact D, il existe_un minimum et
un maximum global de f sur D. Soit u =*(X, )
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Condition de Lagrange

Condition de lagrange Interprétation géométrique
Lagrangien du probleme
Exemple

Exemple.

Soit f(x,y) = 3x% + 4y? sur D = {(x,y) € R? | x*> 42 = 1}.
Puisque f est continue sur le compact D, il existe_un minimum et
un maximum global de f sur D. Soit u =*(X, y)s

= (). ve= G ewn = (513 )
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Condition de Lagrange

Condition de lagrange Interprétation géométrique
Lagrangien du probleme
Exemple

Exemple.

Soit f(x,y) = 3x% + 4y? sur D = {(x,y) € R? | x*> 42 = 1}.
Puisque f est continue sur le compact D, il existe_un minimum et
un maximum global de f sur D. Soit u =*(X, y)s

= (g ). vo = (5 Fuatwn= (513))

V(u) # 0 sur D; on appliqae les conditions de Lagrange :
6x\¥ 2Xx = 0 ()
8y + 2y = 0 (2
x> 4+ oy =1 @
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Condition de Lagrange

Condition de lagrange Interprétation géométrique
Lagrangien du probleme
Exemple

Exemple.

Soit f(x,y) = 3x% + 4y? sur D = {(x,y) € R? | x*> 42 = 1}.
Puisque f est continue sur le compact D, il existe_un minimum et
un maximum global de f sur D. Soit u =*(X, y)s

= (). vo= (5 Fuatwn= (513))

V(u) # 0 sur D; on appliqae les conditions de Lagrange :

6Xx\¥ 2Xx = 0 ()
8y + 2y = 0 (2

¥+ y2 =10
AMFE~4ou —3 = x=y =0 impossible avec (3)
r=-a B0 By
o3 B, _o B,y
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Condition de Lagrange
Condition de lagrange Interprétation géométrique

Lagrangien du probleme
Exemple

On obtient 4 solutions :

a= ;b=

[l o
|
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Condition de Lagrange
Condition de lagrange Interprétation géométrique

Lagrangien du probleme
Exemple

On obtient 4 solutions :

a:<(1)> ;b:(_(l’) (avee X = —4)
c:((1)> ;d:(_(1)> (avec A = —3)

On évalue f en ces 4 points.
file)=f(d)=3 < f(a)="1(b) =4.

c et d sont!desiminima globaux; a et b des maxima globaux.
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Contraintes affines

Prise en compte de la convexité
Prolongements de I'étude Conditions du second ordre

Programmation quadratique

Simplification de I'énoncé sous contraintes affines.

Proposition

Sip;, i =1,...,p sont affines, les conditions-de Lagrange restent
vraies, a I'exception de I'unicité des-multiplicateurs de lagrange,
sans I'hypothése de qualification des contraintes :
Vei(u),...,Vep(u) est libre.
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Contraintes affines

Prise en compte de la convexité
Prolongements de I'étude Conditions du second ordre

Programmation quadratique

Simplification de I'énoncé sous contraintes affines.

Proposition

Sip;, i=1,...,p sont affines, les conditions-de Lagrange restent
vraies, a I'exception de I'unicité des-multiplicateurs de lagrange,
sans I'hypothése de qualification des contraintes :
Vei(u),...,Vep(u) est libre.

Démonstration. ¢1, ..., pp affines ™= Vpi(x),..., Vyp(x) ne dépendent pas de x.
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Contraintes affines

Prise en compte de la convexité
Prolongements de I'étude Conditions du second ordre

Programmation quadratique

Simplification de I'énoncé sous contraintes affines.

Proposition

Sip;, i=1,...,p sont affines, les conditions-de Lagrange restent
vraies, a I'exception de I'unicité des-multiplicateurs de lagrange,
sans I'hypothése de qualification des contraintes :
Vei(u),...,Vep(u) est libre.

Démonstration. o1, ..., pp affines ™= Voi(x),..., Vyp(x) ne dépendent pas de x.
Si {Ve1(x),..., Vpp(x)} n'est pas libre alors : Vp,(x) = Zf’;ll piVpi(x).
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Contraintes affines

Prise en compte de la convexité
Prolongements de I'étude Conditions du second ordre

Programmation quadratique

Simplification de I'énoncé sous contraintes affines.

Proposition

Sip;, i=1,...,p sont affines, les conditions-de Lagrange restent
vraies, a I'exception de I'unicité des-multiplicateurs de lagrange,
sans I'hypothése de qualification des contraintes :
Vei(u),...,Vep(u) est libre.

Démonstration. o1, ..., pp affines ™= Voi(x),..., Vyp(x) ne dépendent pas de x.
Si {Ve1(x),..., Vpp(x)} n'est pas libre alors : Vp,(x) = Zf’;ll piVpi(x). Or ¢;
affines —> i(x) S((N{pr(x), %) + ki ; ainsi @p(x) = 305 pispi(x).
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Contraintes affines

Prise en compte de la convexité
Prolongements de I'étude Conditions du second ordre

Programmation quadratique

Simplification de I'énoncé sous contraintes affines.

Proposition

Sip;, i=1,...,p sont affines, les conditions-de Lagrange restent
vraies, a I'exception de I'unicité des-multiplicateurs de lagrange,
sans I'hypothése de qualification des contraintes :
Vei(u),...,Vep(u) est libre.

Démonstration. o1, ..., pp affines ™= Voi(x),..., Vyp(x) ne dépendent pas de x.
Si {Ve1(x),..., Vpp(x)} n'est pas libre alors : Vp,(x) = Zf’;ll piVpi(x). Or ¢;
affines = ;(x) =N pi(x),x) + ki ; ainsi pp(x) = Efz_ll pipi(x). En particulier la
contrainte ¢p(x) & 0 peut étre supprimée. On aboutit a une sous-famille ¢1, ..., ¢r,
pour 1 < r <, Wérifiant Vpi1(x), ..., Ver(x) est libre.
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Contraintes affines

Prise en compte de la convexité
Prolongements de I'étude Conditions du second ordre

Programmation quadratique

Simplification de I'énoncé sous contraintes affines.

Proposition

Sip;, i=1,...,p sont affines, les conditions-de Lagrange restent
vraies, a I'exception de I'unicité des-multiplicateurs de lagrange,
sans I'hypothése de qualification des contraintes :
Vei(u),...,Vep(u) est libre.

Démonstration. o1, ..., pp affines ™= Voi(x),..., Vyp(x) ne dépendent pas de x.
Si {Ve1(x),..., Vpp(x)} n'est pas libre alors : Vp,(x) = Zf’;ll piVpi(x). Or ¢;

affines = ;(x) =N pi(x),x) + ki ; ainsi pp(x) = Efz_ll pipi(x). En particulier la
contrainte ¢pp(x) & 0 peut étre supprimée. On aboutit a une sous-famille ¢1,. .., ¢r,
pour 1 < r <, Vérifiant Vi1(x),. .., Ve, (x) est libre. En un extremum local u € D
les conditions de Lagrange s'appliquent et donc I A1,..., A € R tel que

VF(u)F D4 AiVei(u) = 0.
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Contraintes affines

Prise en compte de la convexité
Prolongements de I'étude Conditions du second ordre

Programmation quadratique

Simplification de I'énoncé sous contraintes affines.

Proposition

Sip;, i=1,...,p sont affines, les conditions-de Lagrange restent
vraies, a I'exception de I'unicité des-multiplicateurs de lagrange,
sans I'hypothése de qualification des contraintes :
Vei(u),...,Vep(u) est libre.

Démonstration. o1, ..., pp affines ™= Voi(x),..., Vyp(x) ne dépendent pas de x.
Si {Ve1(x),..., Vpp(x)} n'est pas libre alors : Vp,(x) = Zf’;ll piVpi(x). Or ¢;
affines = ;(x) =N pi(x),x) + ki ; ainsi pp(x) = Efz_ll pipi(x). En particulier la
contrainte ¢pp(x) & 0 peut étre supprimée. On aboutit a une sous-famille ¢1,. .., ¢r,
pour 1 < r <, Vérifiant Vi1(x),. .., Ve,(x) est libre. En un extremum local u € D
les conditions de Lagrange s'appliquent et donc 3 A1,..., A € R tel que

Vi(u)F+>3 1 AiVei(u) = 0. En posant Ary3 =--- =X, =0, on a aussi

Vf(u) -+ Zle A;Vg@,-(u) =0. O
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Contraintes affines

Prise en compte de la convexité
Prolongements de I'étude Conditions du second ordre

Programmation quadratique

Prise en compte de la convexité

Théoreme (CNS en programmation convexe.)

SilU est un ouvert convexe, si f est différentiable et convexe et si
©1,...,p sont affines,
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Contraintes affines

Prise en compte de la convexité
Prolongements de I'étude Conditions du second ordre

Programmation quadratique

Prise en compte de la convexité

Théoreme (CNS en programmation convexe.)

Si U est un ouvert convexe, si f est différentiable et convexe et si
©1,...,p sont affines, alors u est un minimm global de f sur
D={xel| pi(x)=0,Yi=1,. _~p}, si et seulement si
A1, p €R tels que :

P
VLD  AiVei(u) =0.
i=1
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Contraintes affines

Prise en compte de la convexité
Prolongements de I'étude Conditions du second ordre

Programmation quadratique

Prise en compte de la convexité

Théoreme (CNS en programmation convexe.)

Si U est un ouvert convexe, si f est différentiable et convexe et si
©1,...,9p sont affines, alors u est un minimum global de f sur
D={xel| pi(x)=0,Yi=1,.. ~p}, si et seulement si
A1, p €R tels que :

P
VAUl AiVei(u)=0.
i=1

C'est a dire' gqu'en programmation convexe :
e la condition de Lagrange est nécessaire et suffisante.

¢ les.contraintes étant affines, nul besoin de I'hypothése de
qualification des contraintes.
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Con tes affines

Prise en compte de la convexité
Prolongements de I'étude Conditions du second ordre

Programmation quadratique

Conditions du second ordre

Soit U un ouvert de R, soit 1, ..., pp i USHR de classe C! et

D={xeld CR"|pi(x) <0%i=1,...,p} CR"

Jean-Philippe Préaux 111.1. - Optimisation sous contraintes égalitaires



Contraintes affines
compte de la convexité
Prolongements de I'étude ns du second ordre
Programmation quadratique

Conditions du second ordre

Soit U un ouvert de R, soit 1, ..., pp USSR de classe C! et
D={xelUd CR"|pi(x) <0,%i=1,...,p} CR"

Sienu, Vpi(u),..., Vyp(upsent linéairement indépendants,
alors I'espace tangent Ty a D en u existe et

TuD =X € R"| (Vyj(u),x) =0,Vi=1,...,p} .

C'est un soussespace vectoriel de R” de dimension n — p.

Jean-Philippe Préaux 111.1. - Optimisation sous contraintes égalitaires



Contraintes affines
Prise en compte de la convexité

Prolongements de I'étude Conditions du second ordre
Programmation quadratique

Théoreme (Conditions, nécessaire, suffisante, du 2¢ ordre’)
Soit U un ouvert non vide de R" et soit f,p1,...,0p U — R
des applications deux fois différentiables. Soit u €D tel que
Vei(u),. .., Vep(u) soient linéairement indépendants. Alors :
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Contraintes affines
compte de la convexité

Prolongements de I'étude ns du second ordre
Programmation quadratique

Théoreme (Conditions, nécessaire, suffisante, du 2¢ ordre’)

Soit U un ouvert non vide de R" et soit f,p1,...,0p U — R
des applications deux fois différentiables. Soit u €D tel que
Vei(u),. .., Vep(u) soient linéairement indépendants. Alors :

(CN) Siu est un minimum (resp. maximun)local de f sur D, alors :

N € RPAVL(u,\) =0, et
Vx € TyD, (N20(u, \)x,x) >0 (resp. < 0),

(CS) Si

X €RP, ViL(u,\) =0, et
Vx e T,D\ {0}, (V2L(u,\)x,x) >0 (resp. < 0),

alors u est un minimum (resp. max) local strict de f sur D.
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Con tes affines

Prise en compte de la convexité
Prolongements de I'étude Conditions du second ordre

Programmation quadratique

Exemple

On reprend I'exemple ci-dessus. On a déterminé en appliquant les
conditions de Lagrange 4 points :

o= (9) o= 0) (%) e=(0)
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Contraintes affines
compte de la convexité
Prolongements de I'étude ns du second ordre
Programmation quadratique

Exemple

On reprend I'exemple ci-dessus. On a déterminé en appliquant les
conditions de Lagrange 4 points :

(2o (2) 00 o ()
Enuzaoub,Vgp(u)z(ig),etdonc TuD:<((1)>>.

V2L (u, —4) = ( ‘(2) 8 >

Pourtout x = (x,0) # 0 € T,D, x' V2L(u,—4)x = —2x% < 0.
Donc a et b sont deux maxima locaux.
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Contraintes affines
Prise en compte de la convexité

Prolongements de I'étude Conditions du second ordre
Programmation quadratique

Enu=coud, Vo(u)= < ié >,etdonc TUD:<<(1)>>.

V2L(u, —-3) = ( 8 : >

Pour tout y = (0,y) # 0Ty D, y' V2L(u, —3)y = 2y? > 0.
Donc c et d sont deux. minima locaux.

ippe Préaux 111.1. - Optimisation sous contraintes égalitaires



Contraintes affines

Prise en compte de la convexité
Prolongements de I'étude Conditions du second ordre

Programmation quadratique

Programmation quadratique sous contraintes '='

Soit f(u) = JuTAu— bTu ol A € M,(R) est(Symétrique et
b € R", ainsi que les contraintes affines:. :

p1(u) = Zle mijXj = ¢1

pi(u) =37 mix; = ¢

" op(u) = Zf:l MpjXj = Cp

On noteM'= (m;;); eMpn(]R) etc=(c1,...,c) € RP.

[l
!—u-n
5o
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Contraintes affines
Prise en compte de la convexité

Prolongements de I'étude Conditions du second ordre
Programmation quadratique

Les contraintes étant affines on peut appliquer les cénditions de
Lagrange :

VxL(u,A) = VF(u) + Y - AVpi(u) =0
=1
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Contraintes affines
Prise en compte de la convexité

Prolongements de I'étude

Conditions du second ordre
Programmation quadratique

Les contraintes étant affines on peut appliquer les conditions de
Lagrange :

VxL(u,\) =Vif(u)+ i A Vi(u) =0
=1

Au=b2x‘M"\ =0
Mu =

G (E)-() o

|
o

ippe Préaux
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Contraintes affines
Prise en compte de la convexité

Prolongements de I'étude Conditions du second ordre
Programmation quadratique

Théoreme (Programmation quadratique sous contraintes
égalitaires.)

Soit f(u) = %UTAU — b u sous laccontrainte Mu = c. Supposons
p < n et le domaine non vide.
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Contraintes affines
Prise en compte de la convexité

Prolongements de I'étude Conditions du second ordre

Programmation quadratique

Théoreme (Programmation quadratique sous contraintes
égalitaires.)

Soit f(u) = %UTAU — b"u sous laccontrainte Mu = c. Supposons
p < n et le domaine non vide.

e Si A est semi-définie positive-(resp. négative), alors un
extremum, s'il existe, est\global et caractérisé par le systéme (S).
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Contraintes affines
Prise en compte de la convexité

Prolongements de I'étude Conditions du second ordre
Programmation quadratique

Théoreme (Programmation quadratique sous contraintes
égalitaires.)

Soit f(u) = 2u’ Au — b u sous lacontrainte Mu = c. Supposons
p < n et le domaine non vide.

e Si A est semi-définie positive-(resp. négative), alors un
extremum, s'il existe, est\global et caractérisé par le systéme (S).
e Si A est définie positive (resp. négative) alors 3! minimum (resp.
maximum) global et il est caractérisé par le systeme (S).
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Con tes affines

Prise en compte de la convexité
Prolongements de I'étude Conditions du second ordre

Programmation quadratique

Exemple

Considérons dans R3 la droite A d'équation :

v1(x,y,z) = 10x 4+ 15y +202= 60 = 0
©2(x,y,z) = —6x +.5y'+10z — 20 =0

Quelle est la distance de A a.l%origine?
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Contraintes affines

Prise en compte de la convexité
Prolongements de I'étude Conditions du second ordre

Programmation quadratique

Exemple

Considérons dans R3 la droite A d'équation :
v1(x,y,z) = 10x 4+ 15y +202= 60 =0
©2(x,y,z) = —6x +5y'+10z —20 =0

Quelle est la distance de A a.l%origine?

La distance de A a I'originé O est la distance minimale de O a un
point de A. Le probléme“se ramene donc au probleme
d’'optimisation

min  f(x,y,z) = x>+ y* + 2°.
(xy,z)en
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Contraintes affines
Prise en compte de la convexité

Prolongements de I'étude Conditions du second ordre
Programmation quadratique

La fonction f est quadratique, f(x) = 1 x" Ax avec :

X 2 00
x=1 vy ;. A=1 0 20
z 0,40) 2
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Contraintes affines
Prise en compte de la convexité

Prolongements de I'étude Conditions du second ordre
Programmation quadratique

La fonction f est quadratique, f(x) = 1 x" Ax avec :
2 00
X = 1% A= 0 2.0
0,40y 2

Les contraintes sont affines, la matrice‘et le vecteur des contraintes

sont :
10 1520 60
M_<—6 5 10) ' °_<2o>
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Contraintes affines
Prise en compte de la convexité

Prolongements de I'étude Conditions du second ordre
Programmation quadratique

La fonction f est quadratique, f(x) = 1 x" Ax avec :
X 2 00
x=1 vy 7 A= 0 2.0
z 0.40) 2
Les contraintes sont affines, la matrice‘et le vecteur des contraintes

sont :
10 1520 60
M_<—6 5 10) ' c‘(zo)

Puisque A est définie positive, 3! minimum global de f, caractérisé

par le systeme
A|MTN(u)_ (0
M| 0 A \c
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Contraintes affines
Prise en compte de la convexité
Conditions du second ordre

Prolongements de I'étude
Programmation quadratique

2 0 0]10 -6 x 0
0 2 0115 5 y 0
0 0 21]20 10 z | =4 0
10 15 20/ 0 O A\ 60
—6 5 10/ 0 0 N 20

111.1. - Optimisation sous contraintes égali
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Contraintes affines

Prise en compte de la convexité
Conditions du second ordre
Programmation quadratique

Prolongements de I'étude

2 0 0]10 -6 X 0
0 2 0115 5 y 0
0 0 21]20 10 z | =4 o
10 15 20/ 0 O M\ 60
—6 5 10| 0 0 N 20

Le systeme a pour solution exacte~
s _(88 88471232 536 2)
™t 14177057 705 7 35257 705

donc,

88 884 1232, 3536
£ AN 2 2 4 (Z229)2 = 2228 & 5.1055
! (141) +(705) +(705) 705 >

et la distance \/fmin de A a I'origine est proche de /5.

Optimisation sous contraintes égalitaires
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Exercice 1
Exercice 2

. Exercice 3
Exercices

Exercices
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Exercice 1
Exercice 2

. Exercice 3
Exercices

Exercice 1.

Retrouver les résultats obtenus aux exemples A et B'én appliquant
les conditions de Lagrange.
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Exercice 1
Exercice 2

. Exercice 3
Exercices

Exercice 1.

Retrouver les résultats obtenus aux exemples A et B'én appliquant
les conditions de Lagrange.

Exemple A. f(x,y) = x et D = {x? + A 1} ; on retrouve les
solutions évidentes trouvées en appliquant ici les conditions de
Lagrange.
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Exercice 1
Exercice 2

. Exercice 3
Exercices

Exercice 1.

Retrouver les résultats obtenus aux exemples A et B'én appliquant
les conditions de Lagrange.

Exemple A. f(x,y) = x et D = {x? 4+ y2 =1} ; on retrouve les
solutions évidentes trouvées en appliquant ici les conditions de
Lagrange. On I'a vu, puisque f_est’continue et D est compact, il
existe un minimum et un maximum global.
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Exercice 1
Exercice 2

. Exercice 3
Exercices

Exercice 1.

Retrouver les résultats obtenus aux exemples A et B'én appliquant
les conditions de Lagrange.

Exemple A. f(x,y) = x et D = {x? 4+ y2 =1} ; on retrouve les
solutions évidentes trouvées en appliquant ici les conditions de
Lagrange. On I'a vu, puisque f_est’continue et D est compact, il
existe un minimum et un maximum global.

Vf(x,y)z(é) etw(x,y):@;).
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Exercice 1
Exercice 2

. Exercice 3
Exercices

Exercice 1.

Retrouver les résultats obtenus aux exemples A et B'én appliquant
les conditions de Lagrange.

Exemple A. f(x,y) = x et D = {x? 4+ y2 =1} ; on retrouve les
solutions évidentes trouvées en appliquant ici les conditions de
Lagrange. On I'a vu, puisque f_est’continue et D est compact, il
existe un minimum et un maximum global.

Vf(x,y):<(1)> etw(x,y):@;).

Puisque Vi (x7y) # 0 sur D, V(x, y) forme une famille
linéairement indépendante.
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Exercice 1
Exercice 2

. Exercice 3
Exercices

Exercice 1.

Retrouver les résultats obtenus aux exemples A et B'én appliquant
les conditions de Lagrange.

Exemple A. f(x,y) = x et D = {x? 4+ y2 =1} ; on retrouve les
solutions évidentes trouvées en appliquant ici les conditions de
Lagrange. On I'a vu, puisque f_est’continue et D est compact, il
existe un minimum et un maximum global.

Vf(x,y):<(1)> etw(x,y):@;).

Puisque Vi (x;y) # 0 sur D, V(x, y) forme une famille
linéairement indépendante. On applique la condition nécessaire de
Lagrange :

(x,y) extremum local = V,L(x,y,\)=0.
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Exercice 1
Exercice 2

Exercice 3

Exercices

1 4+ 2Xx =
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Exercice 1
Exercice 2

Exercice 3

Exercices

1+ 2Xx 0 (@
== 2l y = 0 (2
X2 4+ Y2 = 1,6

dsou ¢ 'inconnues x, y :
On résout ce systeme d ,

20 = y=0o0u A=0

1) = A£0 } = y=0 = x==£I1.
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Exercice 1
Exercice 2
Exercice 3

Exercices

1 4+ 2xx = 0 (@@
== 2l y = 0 (2
X2 4+ Y2 = 1,6

ésou ¢ 'inconnues x, y :
On résout ce systeme d ,

20 = y=0o0u A=0

B = A0 } = y=0 = x==£I1.

On obtient deux solutions,®

a=(1,0) (aveen=-1/2) ; b=(-1,0) (avec A =1/2).
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Exercice 1
Exercice 2
Exercice 3

Exercices

1 4+ 2xx = 0 (@@
== 2l y = 0 (2
X2 4+ Y2 = 1,6

ésou ¢ 'inconnues x, y :
On résout ce systeme d ,

20 = y=0o0u A=0 _ _
B = A0 = y=0 = x==£I1.
On obtient deux solutions,®

a=(1,0) (avweeA=-1/2) ; b=(-1,0) (avec A =1/2).

Puisque f(a) =1 et f(b) = —1, et que I'on connait déja I'existence
d'un.minimum et d'un maximum global, on peut d'ores et déja
conclure que b est le minimum et a est le maximum (globaux).
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Exercice 1
Exercice 2
Exercice 3

Exercices

On retrouve cependant qu'il sont minimum et maximum (local)“en
appliquant les conditions du second ordre.
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Exercice 1
Exercice 2
Exercice 3

Exercices

On retrouve cependant qu'il sont minimum et maximum (local)“en
appliquant les conditions du second ordre.

2 (22 0
vxﬁ(xvyvA)< 0 2)\)
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Exercice 1
Exercice 2
Exercice 3

Exercices

On retrouve cependant qu'il sont minimum et maximum (local)“en
appliquant les conditions du second ordre.

2 (2x 0
VXE(X,y,A)< 0 2)\

L'espace tangent a D en u = a ou b.e&st\jci le méme,
TuD = Vect((0,1));
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Exercice 1
Exercice 2

Exercice 3

Exercices

On retrouve cependant qu'il sont minimum et maximum (local)“en
appliquant les conditions du second ordre.

2 (2x 0
VXE(X,y,A)< 0 2)\

L'espace tangent a D en u = a ou b.est\jci le méme,
TuD = Vect((0,1)); ¢a n'a ici peu'd'importance, puisque :

ViL(a,—1/2) = ( _é _(1) > est définie négative = aest un max,

= O

V2L(b,1/2) £ ( (1) ) est définie positive = b est un min,
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Exercice 1
Exercice 2
Exercice 3

Exercices

On retrouve cependant qu'il sont minimum et maximum (local)“en
appliquant les conditions du second ordre.

2 (2x 0
VXE(X,y,A)< 0 2)\

L'espace tangent a D en u = a ou b.est\jci le méme,
TuD = Vect((0,1)); ¢a n'a ici peu'd'importance, puisque :

V3L(a,—1/2) = < _é _(1) ) est définie négative = aest un max,

V2L(b,1/2) £ < (1) (1) ) est définie positive = b est un min,

et puisque ce sont les seuls extrema locaux de f sur D, ce sont des

extrema‘globaux par compacité.
~
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Exercice 1
Exercice 2

. Exercice 3
Exercices

Exemple B.

f(x,y):x2—i—y2 et D:{(x,y)€R2|xy:1}.
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Exercice 1
Exercice 2

. Exercice 3
Exercices

Exemple B.

fx,y)=x>+y* et D= {(x )R |xy=1}.

2 2x + A
Vi) = (5 ) Tetn) =0 ) et = (5 )
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Exercice 1
Exercice 2

. Exercice 3
Exercices

Exemple B.

f(x,y):x2—i—y2 et D:{(x,y)€R2]xy:1}.
2 2x + A
Vi) = (5 ) Tetn) =0 ) et = (5 )

Sur D, V(x,y) # 0, aussi'onpeut appliquer les conditions de
Lagrange, ce qui nous amene a résoudre le systeme :

2x + Ay =0 (1)
2y + Mx = 0 2)
y = 1/x 0

Jean-Philippe Préaux 111.1. - Optimisation sous contraintes égalitaires



Exercice 1
Exercice 2
Exercice 3

Exercices

En formant I'équation (1) —(2) on obtient :

X=y g xX>=1 =5 x==+1
(x—y)(2=A)=0 = < ou
r=2 & =X LC e B impossible
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Exercice 1
Exercice 2

Exercice 3

Exercices

En formant I'équation (1) —(2) on obtient :

X:ygxzzl = x==1

—% h\="—x = x° = —1 impossible

On obtient deux solutions :

a=(1,1) e\ b'=(-1,—-1) (avec A =-2).
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Exercice 1

Exercice 2

. Exercice 3
Exercices

En formant I'équation (1) —(2) on obtient :

B 2

A=2 == p="=x = x? = —1 impossible
On obtient deux solutions :
a=(1,1) e\ b=(-1,—-1) (avec A =-2).
On détermine en_a; b fa matrice Hessienne du Lagrangien :

2 A

2 N 2 o) 2 oy 2 =2
VXE(X,y,A)—<A 2>,VX£(a, 2) = V2L(b, 2)_<_2 2>
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Exercice 1
Exercice 2
Exercice 3

Exercices

Enu=aoub, T,D= Vect((1,-1)) = {(t,—t)| teR}

(orthogonal de Vip(u) = < X ) et ( » )).
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Exercice 1
Exercice 2
Exercice 3

Exercices

Enu=aoub, T,D= Vect((1,-1)) = {(t,—t)| teR}
(orthogonal de Vip(u) = < i ) et ( :1 ))

Sit#0:
(f»—f)<_§ _§)<_i>:8t2>0
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Exercice 1
Exercice 2
Exercice 3

Exercices

Enu=aoub, T,D= Vect((1,-1)) = {(t,—t)| teR}
(orthogonal de Vip(u) = < i ) et ( :1 ))

Sit#0:
(m—t)(_é _§><_i>:8t2>0

Ainsi, Vx # 0 € T,D, x\V¥32L(u, —2)x > 0, et donc a et b sont
deux minima locaux stricts.
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Exercice 1
Exercice 2
Exercice 3

Exercices

Enu=aoub, T,D= Vect((1,-1)) = {(t,—t)| teR}
(orthogonal de Vip(u) = < i ) et ( :i ))

Sit#0:
(m—t)(_é _§><_i>:8t2>0

Ainsi, Vx # 0 € T,D, x\V32L(u,—2)x > 0, et donc a et b sont
deux minima locaux stricts.

lls sont en fait.globaux car f est coercive sur le fermé D et
f(a) = f(h):

r 4

Jean-Philippe Préaux 111.1. - Optimisation sous contraintes égalitaires



Exercice 1
Exercice 2

. Exercice 3
Exercices

Exercice 2.

Considérons I'application f : R? — R_définie par :
flx,y) =x>+y>% x>+ y% — 1.

Soit C = {(x,y) € R?|x2EP y?} le cercle unité de R?. Justifier de
I'existence d'extrema.globaux de f sur D, et les déterminer.
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Exercice 1
Exercice 2

Exercice 3

Exercices

Le cercle C est un compact (fermé borné) de R?, domg £, étant
continue elle admet un minimum et un maximum.global sur C.
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Exercice 1
Exercice 2

. Exercice 3
Exercices

Le cercle C est un compact (fermé borné) de R?, dong £, étant

continue elle admet un minimum et un maximum.global sur C.

Soit la contrainte égalitaire (x,y) = x? + y21£0. On a
2 .

Vo(x,y) = ( 2; ) = 0 sur C. Donc eh, tout point de C les

contraintes sont qualifiées.
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Exercice 1
Exercice 2

. Exercice 3
Exercices

Le cercle C est un compact (fermé borné) de R?, dong £, étant
continue elle admet un minimum et un maximum.global sur C.
Soit la contrainte égalitaire (x,y) = x> + y2 14 0. On a

2x .
Vo(x,y) = ( 2y > = 0 sur C. Donc eh, tout point de C les
contraintes sont qualifiées. On a donc en tout extrémum (x,y) € C
de f, les conditions de Lagrangé™

N e R, VH(x,y) + A\Vo(x,y) =0
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Exercice 1
Exercice 2

. Exercice 3
Exercices

Le cercle C est un compact (fermé borné) de R?, dong £, étant
continue elle admet un minimum et un maximum.global sur C.
Soit la contrainte égalitaire (x,y) = x> + y2 14 0. On a

2x .
Vo(x,y) = ( 2y > = 0 sur C. Donc eh, tout point de C les
contraintes sont qualifiées. On a donc en tout extrémum (x,y) € C
de f, les conditions de Lagrangé™

IN e R, Vf(x,y) + AVp(x,y) =0

3x242x+ 2 x =0
3y2+2y+2\y =0
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Exercice 1
Exercice 2

. Exercice 3
Exercices

— _ 2420
. {x(3x+2+2>\) =0 . {x—Ooux—

3
— _ 242X
y(By +2+2)) =0 y=0pu yp=—=2
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Exercice 1
Exercice 2

. Exercice 3
Exercices

242X
N x(3x+24+2)) =0 x =0 ou =\~
y(By +2+2)) =0 y =00u =22

Puisque (x,y) € C, on a x?> + y? = 1, et\dono :
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Exercice 1
Exercice 2

Exercice 3

Exercices

242X
N x(3x+24+2)) =0 x =0 ou =\~
y(By +2+2)) =0 y =00u =22

Puisque (x,y) € C, on a x?> + y? = 1, etsdonc :

x=0| =y ==l
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Exercice 1
Exercice 2

Exercice 3

Exercices

242X
N x(3x+24+2)) =0 x =0 ou =\~
y(By +2+2)) =0 y =00u =22

Puisque (x,y) € C, on a x?> + y? = 1, etsdonc :
=0 =y ==+1

— |x==1

3 L
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Exercice 1

Exercice 2
Exercice 3

Exercices

242X
N x(3x+24+2)) =0 x =0 ou =\~
y(By +2+2)) =0 y =00u =22

Puisque (x,y) € C, on a x?> + y? = 1, etsdonc :

x=0| =< |y ==l
F B =]

24+ 2\ 2120\ ?
XAy = — = 2= -1

1
V2

Jean-Philippe Préaux 111.1. - Optimisation sous contraintes égalitaires



Exercice 1

Exercice 2
Exercice 3

Exercices

On obtient donc 6 points vérifiant les conditions nécessaires de

Lagrange :
Point || (0,1) | (0,-1) | (1,0) | (~NO)} (5. 5) | (—5.—5)
Valeur de f H 1 ‘ -1 ‘ 1 ‘ -1 ‘ % ‘ —%
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Exercice 1

Exercice 2
Exercice 3

Exercices

On obtient donc 6 points vérifiant les conditions nécessaires de
Lagrange :

Point || (0,1) | (0,-1) | (1,0) [ (~NO) | (5. ) | (-5
ValeurdefH 1 ‘ -1 ‘ 1 ‘ 1 ‘ I —

Ainsi f admet sur C :
— pour minima les 2 points(—1,0) et (0, —1),
— pour maxima les¢2 points (1,0) et (0,1).
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Exercice 1
Exercice 2

N Exercice 3
Exercices

Exercice 3.

On évalue que le volume de vente d'un produit est fonction du
nombre de publicités dans les magazinés,x ‘et du nombre de
minutes de temps de télévision y : f(x,y) = 3xy — x*> — 3y2.
Chaque publicité dans les magazines et chaque minute de
télévision coiitent 100 u.m->On dispose de 2800 u.m. de budget de
publicité. Comment |allouer de facon optimale pour maximiser la
vente de ce produit ?
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Exercice 1
Exercice 2
Exercice 3

Exercices

Le probléeme se formule :

2 2

max 3xy — x
X7.y
x+y =28

x,y >0

Il s'agit d'un probleme de programmation quadratique sous
contrainte égalitaire, sur I'euvert U = (R* )2.
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Exercice 1
Exercice 2
Exercice 3

Exercices

Le probléeme se formule :

2 2

max 3xy — x° — 3y

X7y
x+y =28
x,y >0

Il s'agit d'un probleme de programmation quadratique sous
contrainte égalitaire, sur I'ouvert ¢/ = (R* ). La matrice hessienne

de f est
-2 3
(5 )

ippe Préaux 111.1. - Optimisation sous contraintes égalitaires



Exercice 1
Exercice 2

Exercice 3

Exercices

Le probléeme se formule :

2 2

max 3xy — x
X7.y

x+y =28
x,y >0

Il s'agit d'un probleme de programmation quadratique sous
contrainte égalitaire, sur I'ouvert & = (R* ). La matrice hessienne

de f est
-2 3
(5 )

Puisque det A'='3 > 0 et tr(A) = —8 < 0, A est définie négative
i.e. f €St strictement concave et admet donc au plus un maximum
u
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Exercice 1
Exercice 2

Exercice 3

Exercices

Si le maximum (x, y) existe il est solution sur (R4.)? du systeme :

—2x+3y+ A =0
3x — 6y =0
X4y =28
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Exercice 1
Exercice 2
Exercice 3

Exercices

Si le maximum (x, y) existe il est solution sur (R4.)? du systeme :

—2x+3y+ A =0
3x — 6y + =0
X4y =28

Que I'on résout pour obtenirx= 18 et y = 10.
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Exercice 1
Exercice 2

Exercice 3

Exercices

Si le maximum (x, y) existe il est solution sur (R4.)? du systeme :

—2x+3y+ A =0
3x — 6y + =0
X4y =28

Que I'on résout pour obtenirx= 18 et y = 10. L'allocation
optimale est 18 publicités ‘€n’ magazine et 10mn de télévision.
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