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Introduction

L’optimisation est une discipline mathématique qui, bien qu’omniprésente depuis les
origines, a pleinement pris son essor au cours du XX¢ siecle d’une part sous la stimulation
du développement des sciences de I'industrie et de la planification, telles I’économie, la ges-
tion, etc..., et des sciences appliquées aux technologies naissantes, comme 1’automatique,
le traitement du signal, etc..., et d’autre part grace au développement de l'informatique
qui a rendu efficiente ses méthodes algorithmiques jusque la impraticables.

Optimiser c’est choisir parmi plusieurs possibilités celle qui répond le mieux a cer-
tains criteres. En ce sens il n’est pas de science ni méme de domaine d’activité qui ne soit
confronté a un probleme d’optimisation. L’optimisation, et plus généralement la Recherche
opérationnelle, intervient des-lors pour appliquer ’outil mathématique a cette résolution,
si tant est que le probleme soit formalisable mathématiquement. De nos jours son champ
d’application est on ne peut plus vaste : optimisation des ressources, des gains, des cotits
dans l'industrie, optimisation du trafic aérien, ferroviaire, routier, dans le transport, op-
timisation de la couverture radar, de la réactivité d’intervention, de la gestion des stocks
et des troupes dans le domaine militaire, etc..., sans parler des sciences dures, physique,
chimie, informatique, automatique, traitement du signal, etc..., pour lesquels nombre de
problemes se ramenent et se résolvent par optimisation. C’est une discipline fondamentale
dans les sciences de l'ingénieur, de ’économie et de la gestion, pour ne citer qu’elles.

Les premiers problemes d’optimisation auraient été formulés par le mathématicien Eu-
clide, au III¢ siecle av. J.C. dans Les Eléments. Trois siécles plus tard Héron d’Alexandrie
énonce le principe du plus court chemin en optique. Au XVII® siecle 'apparition du cal-
cul différentiel sous 1’égide de Newton et de Leibnitz, et la théorie newtonienne de la
mécanique entrainent I'invention des premieres techniques d’otimisation, dont la méthode
itérative de Newton pour chercher les extrema locaux d’une fonction. Durant le XVIII¢
siecle Euler et Lagrange développent le calcul variationnel, branche de ’analyse fonction-
nelle dont le but est de trouver une application répondant au mieux a certains critéres.
Ce dernier invente une technique fondamentale en optimisation connue aujourd’hui sous
le nom de multiplicateurs de Lagrange. Au XIX® siecle 'industrialisation en europe voit
les économistes présenter un intérét croissant pour les mathématiques et mettre en place
des modeles économiques qu’il convient alors d’optimiser.

Au XX¢ siecle ce furent des aspects contrastés qui convergerent vers le développement
de I'optimisation, ou encore de la programmation mathématique et de la recherche opéra-
tionnelle. En Union Soviétique la planification fut une conséquence de la pensée commu-
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8 Introduction

niste et se concrétisa par des plan quinquénaux ou encore gosplans, tandis qu’aux Etats-
Unis le développement du capitalisme accoucha de la recherche opérationnelle. Mais c’est
avec l'apparition de I'informatique dans I'apres-guerre que les techniques d’optimisation
prirent toute leur ampleur et s’appliquérent dans tous les champs d’activité.

L’un des premiers succes fut la méthode du simplexe s’appliquant en programmation
linéaire, qui fut inventée en 1947 par le mathématicien américain Georges Dantzig. De par
son efficacité pratique elle est devenue 'un des algorithmes les plus utilisés de I’histoire
des mathématiques appliquées. Dantzig travaillait alors comme conseiller pour 1'US air
force sur la mécanisation des processus de planification, dans le but de les résoudre a
I’aide de machines a cartes perforées. Notons d’ailleurs que le terme de programmation
(mathématiques), synonyme d’optimisation, n’a rien a voir avec le sens qu’on lui donne
en informatique, mais provient en fait du jargon militaire ou il signifie planification.

C’est quelques années auparavant, peu avant la seconde guerre mondiale, que la pro-
grammation linéaire avait été développée par Leonid Kantorovish, professeur de mathéma-
tiques a 'université de Leningrad, qui avait été chargé par le gouvernement soviétique en
1938 d’optimiser la production indutrielle de contreplaqué. Il y trouva des possibilités d’op-
timisation de la production économique soviétique. Il effectua par ailleurs de nombreux
travaux en optimisation continue, dont des conditions de convergence pour la méthode de
Newton. Ses théories ne furent publiées qu’apres 1’ére stalinienne ; il faillit étre emprisonné
deux fois et ne fut sauvé que pour son implication dans le programme nucléaire soviétique ;
en effet ses travaux l'avaient conduit indirectement & réintroduire la théorie de 1'utilité
marginale qui s’oppose a la théorie économique marxiste ; ils ont trouvé leurs applications
quelques années plus tard dans la libéralisation de I’économie soviétique. Conjointement
avec T.Koopmans il obtint le prix nobel d’économie en 1975 ”for their contributions to
the theory of optimum allocation of ressources” !.

De nos jours l'optimisation et plus généralement la recherche opérationnelle, reste
un domaine fécond de la recherche en mathématiques qui bénéficie d’importants finance-
ments provenant aussi bien du domaine public que du domaine privé, et dont les retombées
s’appliquent dans tous les domaines d’activité humaine se prétant a la modélisation
mathématique.

1. Traduction : ”pour leurs contributions a la théorie de I’allocation optimale des ressources”.
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1 Formulation

1.1 Probleme d’optimisation ; maximum et minimum

Soit n un entier strictement positif et soient :

D C R" un sous-ensemble non vide de R"”, et

f : D — R une application sur D a valeurs réelles .

Un probleme d’optimisation consiste a déterminer, lorsqu’il existe, un extremum, mini-
mum ou maximum, de f sur D. On note un tel probleme :

min f(x) ou max f(x) .
Plus précisément :
e un minimum (ou minimum global) u de f sur D est un point u € D, tel que Vx € D,
f(a) < f(x),
e un maximum (ou maximum global) u de f sur D est un point u € D, tel que Vx € D,
f(a) > f(x).

Lorsque 'inégalité est stricte Vx € D\ {u} on parlera de minimum ou de maximum strict.

e La valeur f(u) prise par f en un minimum (resp. maximum) est sa valeur minimale
(resp. maximale) et sera usuellement notée fuin (resp. fmax)-

e [’ensemble D est appelé le domaine admissible, et la fonction f & minimiser la fonction
coiit, ou & maximiser la fonction objectif (ou fonction économique, etc...).

Un minimum (resp. maximum) de f est un maximum (resp. minimum) de —f et
réciproquement, tandis la valeur minimale (resp. maximale) de f est 'opposé de la valeur
maximale (resp. minimale) de —f. Pour cette raison on peut changer tout probleme de
minimisation en un probleme de maximisation équivalent, et réciproquement.

L’optimisation se scinde essentiellement en deux disciplines dont les outils et méthodes
sont tres disparates :

Si D est discret (D C Z", fini ou | SiD est continu, et f est continue, on parle
dénombrable), on parle d’optimisation | d’optimisation continue. Les outils pro-
combinatoire. Les outils proviennent es- | viennent essentiellement de I’analyse (cal-
sentiellement des mathématiques discretes | cul différentiel, convexité) et de l'algebre
(théorie des graphes). linéaire.
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10 Introduction

L’optimisation continue est des deux domaines probablement le plus "facile” car les
outils d’analyse (comme les dérivées) sont des concepts puissants qui y sont fort utiles,
tant du point de vue théorique que du point de vue algorithmique.

Ce cours ne traitera que de 'optimisation continue.

1.2 Probleme d’optimisation continue

Sous la forme énoncée, la classe des problemes d’optimisation continue est bien trop
large pour espérer obtenir une méthode de résolution générale efficiente. Aussi restreint-on
cette classe de problemes a des sous-classes, ou des hypotheses restrictives permettent d’y
établir des méthodes de résolution spécifiques. De telles hypotheses doivent étre suffisam-
ment fortes pour y établir des méthodes utilisables en pratique, et suffisamment faibles
pour englober une large classe de problemes.

En optimisation continue, dans la plupart des cas le domaine admissible D est donné
sous la forme (restrictive) suivante : soit U un ouvert de R™,

D:{ (x1,22,...,2n) €U CR" |

oi(z1,...,2,) <0, i=1,...,p, ¥j(x1,...,2,) =0, j—l,...,q}

contraintes inégalitaires contraintes égalitaires

Les applications ¢;, 1; sont appelées les applications contraintes et sont supposées non
constantes ; les premieres étant qualifiées d’inégalitaires et les dernieres d’égalitaires.

On se restreint a des sous-classes de problemes en posant des hypotheses sur les appli-
cations f, p;, ;.

On parle de :
e Programmation linéaire : lorsque f, ¢1,...,¢p, ¥1,...,1, sont des applications af-
fines? et U = R™.
¢ Programmation quadratique : lorsque f est une application quadratique, @1, ..., ©p,
P1,...,1q sont des applications affines et U = R".
¢ Programmation convexe : probléeme de minimisation lorsque f et ¢1,..., ¢, sont des
applications convexes, 11,...,1, sont des applications affines, et U est convexe.

Dans ce cadre on verra comment établir des méthodes générales et des algorithmes
pour les résoudre.

2. Rappelons qu’'une application ¢ est affine s’il existe une application constante v telle que ¢ — v soit
linéaire.
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1.3 Extremum local

Afin de rester général, on accordera une grande importance a la différentiabilité des
applications considérées (a un ordre suffisant) qui procure des outils puissants et dans
de nombreux cas des calculs efficients pour donner des conditions nécessaires, suffisantes,
d’existence d’extrema locaux. Cependant ces notions étant locales elles ne procurent une
information que localement ; mais alliées & d’autres considérations (compacité, coercivité,
convexité) elles peuvent se révéler fort utiles pour la recherche d’extrema.

— Un point u € D C R" est un minimum local de f sur D si il existe un voisinage V(u) de
u dans R”, tel que Vx € V(u) N D, f(u) < f(x).

— Un point u € D C R™ est un maximum local de f sur D si il existe un voisinage V(u)
de u dans R", tel que Vx € V(u) N D, f(u) > f(x).

— Lorsque les inégalités sont strictes Vx € V(u) N D \ {u} on parle de minimum local ou
de maximum local strict.

Clairement tout extremum global est aussi un extremum local (prendre V(u) =
R™). La réciproque est évidemment fausse, comme le montre I’exemple de la figure 1.

y = e’ sin(x)

T
FIGURE 1 — L’application x — e* sin(z) a une infinité de minima locaux (en ~7 [27]) et

de maxima locaux (en Zﬂ [27]) mais aucun extremum global.

La recherche des extrema locaux d’une application f (suffisamment) différentiable sur
un ouvert se fait usuellement via une étude locale. Sur un ouvert, en un extremum local
les dérivées partielles s’annulent (condition d’Euler). C’est une condition nécessaire non
suffisante ; il est utile de regarder les dérivées partielles secondes; lorsque ces dernieres
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12 Introduction

s’annulent il faut regarder les dérivées d’ordre 3, etc... (voir figure 2).
En fait pour une application définie sur un ouvert de R et infiniment différentiable, on
a le résultat suivant :

Théoréme .1 (Extrema locaux d’une application analytique réelle) Soit U wun
ouvert de R et f : U — R une application infiniment dérivable. Soit un point u € U
en lequel au moins une des dérivées successives de f est non nulle.
Alors u est un extremum local de f si et seulement si il existe un entier n impair tel
que :
Vi=1,...,n, fl(u)=0, et ) £0

De plus si f"U(u) > 0 alors c’est un minimum local et sinon ¢’est un mazimum local.

Démonstration. Soit n le plus grand entier tel que Vk, 1 < k < n, fI¥ (u) = 0, ¢'il existe, et n = 0 sinon.
Considérons le développement de Taylor-Young de f au voisinage de u a ’ordre n + 1.

i ()

(n+1)!
—_——
#0

flutt)=fu) + £ +o(jt" )

Il en découle que si n + 1 est impair, on peut trouver ¢ aussi proche que 'on veut de 0 tel que f(u +t) — f(u) et
f(u—1t) — f(u) soient de signes strictement opposés, et donc u n’est pas extremum local. Et si n + 1 est pair alors
pour tout ¢ suffisamment proche de zéro, f(u + t) — f(u) garde un signe constant et donc f(u) est un extremum

local, minimum si "t (u) > 0 et maximum si f[**+1(u) < 0. O

f(1) =0
£'(1) >0
0 i 0 i 0 i

FIGURE 2 — Trois types de points critiques pour f : R — R : un maximum local, un
minimum local et un point d’inflexion.

Ce résultat se généralise en dimension supérieure, mais sa formulation y est bien plus
technique et sans grande utilité (par cause de ’absence d’une théorie spectrale des p-formes
lorsque p > 2); nous ne aborderons pas. C’est pourquoi nous ne verrons des conditions,
nécessaires, suffisantes en dimension supérieure, que jusqu’a l'ordre 2.
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Attention, sur un domaine D non ouvert, un extremum local n’est pas nécessairement
un zéro de la dérivée (cf. figure 3). Nous verrons comment 1'équation d’Euler se généralise
en ce qu’on appelle les conditions de Lagrange (dans le cas ou toutes les contraintes sont
égalitaires) ainsi que les conditions de Karush-Kuhn-Tucker (dans le cas de contraintes
égalitaires et inégalitaires).

0 min max
} } } i

0 1 2 3 4 )

FIGURE 3 — Sur l'intervalle fermé [1, 4] l'application dérivable f(z) = z a un minimum en
1 et un maximum en 4, en lesquels la dérivée de f ne s’annule pas.

2 Exemples de problemes d’optimisation a une variable

2.1 Minimisation des coiits dans la fabrication de boites cylindriques

Dans la fabrication de boites de conserve cylindriques
on minimise les couits de matiere premiere en cherchant le LT
cylindre de surface minimale & volume constant. Considérons ~—
un cylindre, donné par sa hauteur h et le rayon r de sa base.
Le volume est : mr2h = K = constante.
L’aire est : 2712 4 27rh. h

Le probleme d’optimisation s’écrit :

min 2772 + 27rh

rh e
mrih = K N~
r,h >0
On utilise la contrainte égalitaire pour se ramener a un probleme a une variable :
K 2K
h=—5 = Aire(r) = 2mr? 4 2
r r
K
min A(r) = mr? + —
r>0 r
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14 Introduction

On étudie les variations de A(r) :

K 2m3—-K K
/ _ _ / 3
K
r |0 V/ 2r +00
A — 0 +
A \ /
Amin
Le minimum est :
rain =
min — 27_(_

K 3/4K
Alors hpin = KT =\ = 27 min

4r2

Prin = 2Pmin
: 3/ K2 3/ K2 3
Airemin = 2772+ 27 minfimin = 27 iz ATy i = 3VnK?

Airey, = 3VrK2| .

2.2 Position d’équilibre d’un systéme de deux ressorts.

Deux ressorts de coefficients de tension ki, ko et ayant méme longueur a vide, ont
chacun une extrémité fixe, et I'autre a distance mutuelle d. Lorsqu’on les attache par leur
extrémité libre, comment s’exprime leur position d’équilibre (figure ci-dessous) ?

WA= W

kl k2

W

R

a d—a
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L’énergie potentielle a I’équilibre du premier ressort est :

1
El = 5[{31@2

du deuxieéme ressort :

1
By = Shaa - d)?

L’énergie totale du systeme est :

E=F+Fy= (k1a2 + kg(a — d)2)

1
2
La position d’équilibre est celle pour laquelle I’énergie potentielle du systéme est minimale.
Il s’agit donc d’un probleme d’optimisation qui s’exprime :

min  E(a) = (ka® + ka(a — d)?)

0<a<d
/ / ks
E'(a) = 2(k1 + k2)a — 2kad; donc E'(a) 2 0 < a >
k1 + ko
kod
0 d
¢ ko + ey
E' — 0 +
kod? k1d?
Emin
La position d’équilibre est atteinte pour :
Ryt ko
k1
d—a=
@ k1 + ko

3 Problemes d’optimisation sur plusieurs variables

3.1 Production optimale d’une fonderie

Une fonderie fabrique 3 qualités de bronze a partir de cuivre et d’étain, en proportions
variables. Elle dispose d’une quantité mensuelle de 65 tonnes de cuivre et de 5 tonnes
d’étain.

Qualité | Bénéfice brut (K€/t) | % cuivre | % étain
A 2 90 10
B 1.6 93 7
C 1.8 95 5)
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Quelle production maximise le bénéfice mensuel ?

Notons :
— x la quantité mensuelle produite (en tonne) de bronze de qualité A.
— y la quantité mensuelle produite (en tonne) de bronze de qualité B.
— z la quantité mensuelle produite (en tonne) de bronze de qualité C'.

La fonction bénéfice brut mensuel & maximiser s’écrit :
f(z,y,2) =22+ 1.6y + 1.8z
sous les contraintes inégalitaires :

90z + 93y + 952 < 6500
102 4+ Ty + 52 < 500
z,y,z2 20

Comment le résoudre? Toutes les fonctions étant linéaires, on est dans le cadre de la
programmation linéaire.

3.2 Probleme de transport

On considere un probleme de ravitaillement ; il fait partie d’une large classe de probleme
(amplement étudiée que ce soit en optimisation continue ou en optimisation combinatoire,
et que l'on sait résoudre efficacement) tres utile dans la pratique, plus généralement appelé
probléme de transport.

On souhaite ravitailler en carburant 3 sites a partir de 2 dépots de capacité limitée.
L’acheminement en carburant d’un dépo6t a un site a un cotit unitaire. Le tableau suivant
résume chacun de ces couts ainsi que la demande de chaque site, et le stock disponible
dans chaque dépot.

site 1 | site 2 | site 3 | diponibilité
dépot 1 10 12 9 300
dépot 2 11 11 10 450
demande | 200 250 250

Notons z;j, i = 1,2, j = 1,2,3 la quantité de carburant (en unité de volume) acheminée
du dépdt ¢ au site j. Le cout d’acheminement est donné par la fonction cott :

f(x11, 212, 13, T21, T22, T23) = 10211 + 12212 + 9213 + 11w21 + 11w + 10223

qu’il s’agit de minimiser, sous les contraintes :
— Contraintes égalitaires provenant de la demande :

x11 + 21 = 200
x12 + Tog = 250
T13 + To3 = 250
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— Contraintes inégalitaires provenant du stock disponible :

z11 + 212 + 213 < 300
To1 + Tag + Ta3 < 450

— Contraintes de signe : (S) 11, T12, €13, T21, T22, T23 = 0.
Il s’agit encore d’un probleme de programmation linéaire.

3.3 Régression linéaire

On considere un nuage de points (xp)p=1,.n dans R2. On cherche la droite affine qui
approche le mieux ce nuage de points au sens des moindres carrés. Si I'on note x, =
(TnyYn), et A 1y = ax + B, on cherche :

Q,BGR .

N
min Z lyn — az, — B
1=1

ce qui équivaut au probleme de programmation quadratique :

N

. 2
min (yn — axn — B)
=1
On verra pourquoi ce probleme admet toujours une solution, et ’on retrouvera les formules
bien connues de la droite de régression linéaire.

3.4 Modélisation de données expérimentales

Plus généralement supposons que l'on ait effectué une série de p mesures dépendant
d’un parametre (évolution d’une concentration chimique, ou de toute autre grandeur phy-
sique, en fonction du temps, etc...).

parametre | t1 | ta | - | p

valeur mesurée | y1 | y2 | -+ | Yp

On souhaite modéliser ces données expérimentales par une certaine application mathé-
matique F(aq,...,ay) : R — R dépendant de parametres réels (aq,...,a,) € D C R™
On cherche & déterminer les parametres pour lesquels les valeurs prises par la fonction aux
points t1,...,t, collent au mieux aux valeurs mesurées, dans un certain sens, disons par
exemple au sens des moindres carrés.

Il s’agit alors du probleme d’optimisation :

N
min)eD Z (Yn — F(ag, ... ;an)($n))2

(a1,...,ap =1

Ce probleme est fondamental en sciences expérimentales.
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Chapitre 1

Programmation linéaire

Nous étudions dans ce chapitre la programmation linéaire, c’est a dire la classe des
problemes d’optimisation ou la fonction objectif et les contraintes sont toutes affines. Il
s’agit d’'un domaine dont le champ d’application est énorme. Nous nous focalisons sur
une méthode systématique de résolution, certainement la plus importante, la méthode du
simplexe de Georges Dantzig. Ce n’est cependant pas la seule : pour des problemes de
grande taille on utilise en général plutot la méthode des points intérieurs, que nous ne
verrons pas (de toute fagon, dans ce cas, les logiciels informatiques s’en chargent).

Contrairement aux autres chapitres, nous ne donnerons pas ici les preuves des résultats
énoncés, nous en tenant aux idées directrices. Il aurait été autrement nécessaire de n’abor-
der ce chapitre que plus tard dans le déroulement du cours, bien qu’il s’agisse du do-
maine présentant le plus grand intérét pratique. Par ailleurs la linéarité des applications
considérées permet une résolution systématique, qui ne nécessite pas pour son application
une compréhension fine, contrairement aux autres notions que nous aborderons par la
suite.

1.1 Préliminaires

1.1.1 Formulation

Dans tout ce chapitre n désigne un entier strictement positif et p désigne un entier.
Soit f : R"™ — R une application linéaire. Soient ¢1,...,¢, : R — R, p applications
linéaires, et (b, ...,b,) € RP. Notons x = (z1,...,2,) € R"; un probléme de programma-
tion linéaire s’exprime sous la forme :

trouver le minimum (respectivement le maximum) de f : R — R
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soumis aux contraintes :
o1(z1,...,2n) < by
(w1, ... ) < by

©p(T1,...,2n) < by
fie1,...,pp étant des formes linéaires sur R"™, on peut toujours noter pour certains vec-
teurs ¢ = (¢1,...,¢,) € R™, a; = (a1, ...,a,) € R" et x = (21,...,2,) E R™:

n n
f(x) = Zcm =(c,x) ; wi(x)= Zaz‘jl‘j = (a;,x) .
i=1 j=1
ou (.,.) désigne le produit scalaire usuel de R".

[.1.2 Représentation matricielle

Considérons, ce que nous appellerons la matrice des contraintes, et le vecteur des
contraintes :

ailr - Qin b1

Si de plus z1,...,z, = 0, on note x > 0.

Attention : L’inégalité entre vecteur >, < doit étre comprise comme I'inégalité terme a
terme, et ne définit pas un ordre sur les vecteurs !

I[.1.3 Forme canonique

En programmation linéaire, un probleme d’optimisation sous forme canonique est un
probleme sous la forme :

max (c, X)
X

Ax <b

x>0

Ce n’est pas restrictif : tout probleme peut se mettre sous forme quadratique grace a :

— min (c,x) équivaut & max(—c,x),
+

— Jr —
i, —x; avecx; ,x; = 0.

—six; 20, poser x; == i
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I[.1.4 Exemple de probleme a deux variables - Résolution graphique

Exemple. Un société fabrique deux types de produits A et B (par exemple deux types de
systeme audio), dont la vente lui rapporte un bénéfice brut respectif de 150 u.m. et de 450
u.m. ; sa production est limitée respectivement & 120 et 70 unités. Une méme piece P (par
exemple un lecteur CD) rentre dans la fabrication d’une unité de A, ainsi que dans la fa-
brication d’une unité de B. Une méme piece @) (par exemple un haut-parleur) rentre dans
la fabrication d’une unité de A, tandis que deux pieces () sont nécessaires a la fabrication
d’une piece B. Elle dispose d’un stock de 140 pieces P et de 180 pieces (). Comment gérer
au mieux sa production en produits A, B pour en retirer le bénéfice maximal 7

Notons :
x la quantité de produits A fabriqués,
y la quantité de produits B fabriqués,
f(x,y) = 150x + 450y la fonction économique qui donne le bénéfice brut pour une produc-
tion (z,vy)
Le probleme d’optimisation se formalise alors :
max f(z,y) = 150z + 450y
(z,y)
x < 120
y <70
x4y < 140
T+ 2y < 180
xz,y =0 (9)

Le domaine admissible est le polygone D = {(z,y) € R? |0 < 2 < 120, 0 < y < 70, z+y <
140, = + 2y < 180} de R2.

Constatations : On constate sur cet exemple (cf. figure I.1) :

— le domaine admissible est un hexagone convexe,

— la ligne de niveau k est la droite 150z + 450y = k; les lignes de niveau forment un
faisceau de droites paralleles, de pente —1/3.

On en déduit : le maximum est atteint sur I'un des sommets de I'hexagone. Il suffit
donc de calculer la valeur prise par f sur ses 6 sommets (0,0), (0,70), (120,0), (40, 70),
(100,40). Le calcul direct nous donne fmax = 37500 est atteint au point umax = (40, 70).
Il faut produire 40 unités de A et 70 unités de B.

La figure 1.3 représente la nappe représentative de f au dessus du domaine D. C’est la
portion (hexagonale) & la verticale de D C R? du plan d’équation z = 150z + 450y.
I.1.5 Généralisation

On tire ici des principes généraux, en dimension n quelconque, aprés les constatations
faites sur I’exemple en dimension 2 de la section précédente.
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=120

y
/ﬁ

Le domaine admissible D

R

FIGURE I.1 — Le domaine admissible D C R?, deux lignes de niveau, et le maximum
(40,70) de f sur C.

e Chaque contrainte inégalitaire est ’équation d’un demi-espace. Sa frontiere est un hyper-
plan affine (i.e. un sous-espace affine de codimension 1) dans I’espace R™. Ainsi le domaine
admissible est une intersection d’un nombre fini de demi-espaces. C’est donc un polytope !
convexe, ayant un nombre fini de sommets. Il peut étre borné, ou non borné (cf. figure
1.2).

borné non borné

FIGURE 1.2 — Deux polygones convexes de R?, I'un borné, I’autre non borné.

Le domaine est un fermé, aussi lorsque il est de plus borné c’est un compact de R™.

1. Un polytope généralise & toute dimension la notion de polygone dans R? et de polyedre dans R?. Ici
ce que 'on dénote par polytope, polygone, ou polyedre est un peu plus général que la définition usuelle,
puisqu’il peut étre non borné. Une définition rigoureuse d’un polytope convexe est : étant donné un nombre
fini de segments et de demi-droites, c’est le plus petit convexe de R™ les contenant.
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Or une application linéaire sur R™ est continue. Ainsi lorsque le domaine est borné, f y
prend un minimum ainsi qu'un maximum (cf. § 2.1.1).

e Lorsque f # 0 les hyperplans de niveau (I’hyperplan de niveau k a pour équation
(c,x) = k) sont tous paralleles (car de vecteur normal ¢). Avec ce qui précede, cela a pour
conséquence que si un extremum existe il est atteint sur I'un des sommets du domaine
polytope (éventuellement sur tous les points d’une de ses faces, et en particulier sur I'un
des sommets aussi).

On résume toutes ces constatations dans le théoréme suivant :

Théoréme 1.1 (Programmation linéaire) En programmation linéaire, le domaine
admissible, s’il est ni vide ni tout R™, est un polytope convexre ayant un nombre fini de
sommets, qui peut étre borné ou non borné. Si un extremum existe alors il est atteint sur
Uun des sommets du polytope. Un point dans l'intérieur du domaine n’est jamais extremal
si f # 0. Lorsque le polytope est borné, f y prend un minimum ainsi qu’un maximum.

: (40,70, fmax)

{(z,y, f(2,y)) € R?| (2,y) € D}

FiGURE 1.3 — La nappe représentative de f au dessus du domaine D.

Ce théoreme fournit déja une solution géométrique a un probléeme de programmation
linéaire : il suffit de construire le polytope (on détermine ses sommets, arétes, faces, etc...)
en résolvant des systemes d’équations linéaires. S’il est non borné certaines arétes sont des
demi-droites et en restreignant f a celles-ci on détermine si la fonction y tend vers +oo
ou —oo. Ce faisant on sait alors si f admet un minimum ou un maximum. Si c¢’est le cas
il suffit de calculer la valeur de f sur chacun des sommets pour déterminer un extremum.

Jean-Philippe Préaux - Optimisation Continue
http://www.cmi.univ-mrs.fr/~preaux


http://www.cmi.univ-mrs.fr/~preaux

24 Chapitre I- Programmation Linéaire

Il faut cependant éviter cette méthode qui ne peut étre utile qu’en petite dimension
(< 3) et lorsque le nombre de contraintes est faible. Nous allons voir dans la suite une
méthode algébrique systématique pour résoudre un probléeme de programmation linéaire :
la méthode du simplexe.

1.2 Méthode du simplexe

La méthode du simplexe est une méthode algébrique, algorithmique, qui met a profit
ces constations géométriques. En partant d’un sommet elle se déplace successivement sur
des sommets voisins qui accroit la valeur de la fonction, jusqu’a -si arrét il y a- étre parvenu
sur un minimum local. La linéarité, et plus encore la convexité (cf. § 2.3), assure alors
qu’il s’agit d’'un minimum global.

I[.2.1 Probléme de programmation linéaire sous forme normale

Un probleme de programmation linéaire est sous forme normale, lorsqu’il s’écrit :

max (c, X)
X
Ax <b forme canonique
x>0 (9)
b>0 . e
conditions de positivité
c=>0

c’est a dire lorsqu’en plus d’étre sous forme canonique il vérifie les deux conditions de
positivité. Une telle forme est restrictive, et 'on n’appliquera la méthode du simplexe
qu’a des problémes de programmation linéaire sous forme normale. On verra cependant
par la suite comment ramener tout probleme de programmation linéaire & un probleme
équivalent écrit sous forme normale.

I[.2.2 Algorithme du simplexe I : préparation
Afin d’appliquer la méthode du simplexe on commence par procéder de la fagon sui-
vante :

a. On change chacune des p contraintes inégalitaires en une contrainte égalitaire en intro-
duisant une variable d’écart notée s; (i = 1,...,p) :

<ai,X> + s = bZ

(a;,x) < b — { s >0

(en présence de contraintes égalitaires, on les laisse inchangées).

b. On constitue la matrice suivante :
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xl .« .. xn Sl DY Sp b
air - Qin 1 0 by
A : }partie centrale
apt -+ Qpn 0 1 by
1 - ey 0 --- 0 f—0 ) ligne résultat
—_—
CT

La premiere ligne est optionnelle et purement nominative ; la derniere ligne s’appelle ligne
résultat ; on travaillera sur cette derniere ainsi que sur la partie centrale. Le trait vertical
symbolise 1’égalité ; il sépare la partie gauche de la colonne droite.

Algorithme du simplexe II : Implémentation

Pour implémenter I'algorithme du simplexe, on applique une suite de transformations
sur cette matrice, insérées dans une boucle ’while’. Chacune consiste en un saut sur I'un
des sommets voisins du polytope, qui maximise localement f, (du moins en I’absence d’un
phénomene retors dit de cyclage, voir plus loin). A I’étape initiale il faut comprendre que
I’on se trouve au sommet origine; ” f — 0” dans la ligne résultat colonne droite signifie :
en ce point, la valeur de f est 0.

Algorithme.

e Faire tant que la ligne résultat contient un terme > 0 dans sa partie gauche.

e Le plus grand élément > 0 de la ligne résultat partie gauche détermine la colonne
pivot j.

e Choisir un pivot dans la colonne pivot j. C’est un élément (4, j), que I'on note a;;
dans la colonne pivot partie centrale choisi de fagon & ce que b;/ay; soit > 0 et
minimal.

e Si un tel élément pivot n’existe pas alors quitter : il n’y a pas de solution.

e Sinon le pivot choisi détermine la ligne pivot (L) (ou ligne de limitation). Ajouter
autant de fois que nécessaire la ligne pivot aux autres lignes jusqu’a annuler tous
les termes de la colonne pivot, autres que le pivot.

e Fin tant que.
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1 b; —ay5/ai; % (L)
(L) aij bi b;/a;; minimal
Apj by —ap;j/aij x (L)
Crvgrz = 0 f — R —c/aij X (L)
Colonne
pivot
0 bj — a1;bi/ai;j
Qij b;
0 bp — apjbi/aij
0 f—R—cjbl-/aij

e Lorsque 'algorithme s’arréte en concluant a I'existence d’un maximum :

Barrer dans la matrice toutes les colonnes & la verticale d’éléments non nuls de la ligne
résultat partie gauche. Poser que chacune des variables correspondantes est égale a 0.
Puis déterminer la valeur des autres variables (on n’a en fait besoin que des z1, ..., x,)
en résolvant le systeme linéaire dans la partie centrale du tableau.

}(S)

= On obtient le maximum (x1,x2,...,%,); la valeur maximale fy.x de f se lit
dans la ligne résultat partie droite.

f — fmax

Remarque. Méme lorsqu’un maximum existe I’algorithme ne converge pas nécessairement
et peut tourner indéfiniment dans certains cas exceptionnels! En fait par construction, la
suite (ug)gen construite vérifie f(ugy1) = f(ug). Le plus souvent, pour tout k, f(ug41) >
f(ug) et on a dans ce cas construit une suite de sommets du polytope, leur finitude
impliquant alors la convergence. Seulement un phénomene de cyclage peut en théorie ap-
paraitre, i.e. f(ug4+1) = f(ug) & partir d’un certain rang, et dans ce cas la méthode échoue
a produire une solution. Il existe des fagons de s’en prémunir, cependant dans la pratique
ce phénomene exceptionnel n’arrive presque jamais.
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Exemple. Reprenons 'exemple vu précédemment et résolu graphiquement au paragraphe

§1.1.4.

max f(z,y) = 150z + 450y

(z.y)
T < 120
y <70
x+y <140
x4+ 2y < 180
z,y 20 (S)
T y S1 S22 83 S84
1 0 1 0 0 0 120
0 1 0 1 0 0 70
1 1 0o 0 1 0 140
1 2 0 0 0 1 180
150 450 0 0 0 0| f—0
x Y S1 S22 83 84
1 0 1 0 0 0 120
0 0 1 0 0| 70 (L
1 1 0 0 1 0] 140 —(L)
1 2 0O 0 0 1 180 —2(L)
150 450 0 0 0 0] f—0 —450(L)
r Yy 5 52 53 54
1 0 1 0 0 0 120 —(L)
0 1 0 1 0 0 70
1 0 0 —1 1 0 70 —(L)
00 -1 0 1 40 (L)
150 0 0 -450 0 0 | f—31500 —150(L)
r oy
0 O 80
0 1 70
0 O 30
1 0 40
0 0 f— 37500

On obtient pour maximum x; = 40, o = 70, et fimax = 37500. (s1 = 80, so = 0,

s3 =30, s4 = 0).
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I.3 Résolution dans le cas général

Ou comment ramener un probléme de programmation linéaire a un probléme équivalent
mis sous forme normale.

I[.3.1 Ecrire un probléme de maximisation sous forme normale

Ou comment ramener un probleme de maximisation linéaire a un probleme équivalent
mis sous forme normale.

e En I'absence de la contrainte de signe : (S) : x > 0, c’est a dire si x; 2 0.
Poser x; = QZ:— —x; avec :cj, z; = 0.

e En présence de contraintes égalitaires.

Les insérer dans le tableau de la méthode du simplexe, sans ajouter de variable d’écart :
cela revient a utiliser chacune de ces contraintes pour exprimer une variable en fonction

des autres.

e Sic#0.
Par exemple si ¢; < 0 : poser x; = 0. Dans la matrice de la méthode du simplexe cela
revient a barrer (=supprimer) la colonne correspondante.

eSib #0.
Par exemple b; < 0. On change la contrainte inégalitaire en une contrainte égalitaire en
insérant une nouvelle variable p; > 0.

ainxy + -+ ainy < —|bj

< —Qj1T1 — ' — AinTn — P; = ’bz’ avec p; = 0 .

I.3.2 Dualité minimum/maximum

Ou comment ramener un probléme de minimisation & un probléme de maximisation
équivalent en programmation linéaire.

Un probléme de minimisation s’écrit sous forme canonique :

min (b,y)
y

y=0
ATy >c

il est sous forme normale si de plus :

b,c>0
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Théoréme 1.2 (Dualité min/max) Tout probléme de minimisation linéaire (resp.
sous forme normale) est équivalent a un probléme de mazimisation linéaire (resp. sous
forme normale) dans le sens suivant :

min g(y) = (b, y) max f(x) = (¢, %)
ATy2c <— Ax<b
y=>0 x=0

® (Jmin = fmax;

o un minimum de g a pour coordonnées les opposés des wvaleurs dans la ligne résultat
correspondant aux variables d’écart du probléme de mazimisation.

Exemple. On consideére le probléme de minimisation :

min 2z + 8y

x7y
10 100
0 1 100
11 ( v > > | 500
13 y 900
3 9 1200

z,y >0

Il est équivalent au probleme de maximisation (sous forme normale) :

max 100z + 100z9 + 500x3 4+ 90024 + 1200z5

T1,..,T5

z1

) e [<(2)

L4

— o
—
w =
N W

Ts

Z1,X2,T3, T4, L5 = 0

que 'on résout par la méthode du simplexe :

1 0 1 1 1 o] 2

o 1 1 3 2 0 1| 8

100 100 500 900 1200 0 O | f—0

1 0 1 3 1 0 2
-2/3 1 1/3 7/3 0 -2/3 1| 20/3
—300 100 100 500 0 —400 O | f— 800

-3 (1] -2 0o -7 -3 1] 2

—-800 100 —400 0 —1500 —900 0‘f—1800

1 0o 1 1 3 1 o] 2
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1 0 1 1 3 1 0 2
-3 1 -2 0 -7 -3 1 2

-900 0 —-200 O —800 —600| —/100 ‘f— 2000

On en déduit :

Frmin = 2000
min = (600, 100)

[.4 Programmation linéaire en nombres entiers

Attention, lorsque un probleme d’optimisation linéaire cherche une solution entiere
(c’est a dire & coordonnées entieres), tout ce que l'on a vu jusqu’a présent ne s’applique
pas! En particulier la méthode du simplexe donne 'optimum sur les réels et non sur les
entiers. Un tel probleme s’appelle un probleme de programmation linéaire en nombres
entiers (PLNE), et c’est un domaine de recherche spécifique, utilisant ses outils propres,
que nous ne traiterons pas ici.

Prendre un arrondi entier d’un optimum ne fournit pas en général optimum
en nombres entiers.

Exemple. Considérons le probleme d’optimisation linéaire suivant :

max z + 4y
y=>0,4>x

>0
425z + 200y < 670
Le maximum est le point (4, 2.5) en lequel la fonction vaut 14. Le maximum sur les nombres
entiers s’obtient en faisant ’descendre’ la ligne de niveau max, jusqu’a passer par le pre-
mier point & coordonnées entieres dans le domaine. On trouve le point (1,3) maximum sur
les entiers, en lequel la fonction vaut 13 (voir figure ci-dessous). En particulier 'optimum

entier n’est pas I’arrondi entier de I'optimum.

Il est facile de construire des exemples sur le méme modele ou 'optimum entier est
aussi éloigné que I'on veut de 'optimum. Cependant, si la méthode du simplexe nous
retourne une solution en nombres entiers, c’est bien évidemment aussi 1’opti-
mum sur le probléme en nombre entiers, puisque c’est 'optimum sur les réels.

Remarque. Lorsque toutes les fonctions considérées ont des coefficients entiers, ou plus
généralement rationnels, 'optimum, s’il existe, est toujours un nombre rationnel. En par-
ticulier si la solution optimale est recherchée uniquement sur les rationnels, les méthodes
de ce chapitre s’appliquent des lors que les coefficients des fonctions sont rationnels. Et
sinon, puisque Q est dense dans R, en prenant une approximation rationnelle suffisam-
ment proche de 'optimum réel trouvé, on peut se rapprocher autant que ’on veut d’un
optimum rationnel ; d’ailleurs pour cette raison lorsque l'optimum est non rationnel, un
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4
3 .'%\\\
2
1
0
0 1 2 3 4 5

FicUrE 1.4 — Exemple qui montre qui le maximum sur les nombres entiers n’est pas
I’arrondi entier de 'optimum réel.

optimum restreint aux rationnels n’existe pas, et on ne peut trouver qu’une approximation
rationnelle d’'un optimum réel.
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Exercices.

Exercice 1. Une usine produit deux types de produits finis z et y a partir d'une méme
matiere premiere. Les produits x et y lui rapportent a la vente respectivement 8 et 4 euros
le litre. La quantité de = et y produits est limitée par le stock de matiere premiere dispo-
nible et par la durée du temps de travail. La fabrication d’un litre de produit = (resp. y)
nécessite 1kg (resp. 1kg) de matiere premiere. Il faut 15 heures de travail pour fabriquer
100] de x tandis qu’il faut 3 heures pour fabriquer 100/ de y. On dispose de 1t de matiere
premiere et de 45 heures de travail chaque semaine.

Appliquer la méthode du simplexe pour maximiser le profit hebdomadaire.

Exercice 2. Résoudre par la méthode du simplexe le probleme de production optimale
d’une fonderie énoncé au § 3.1 de I'introduction.

Exercice 3. a. Probléeme du consommateur. On peut acheter 4 types d’aliments, dont
la teneur en glucides et lipides est donnée dans le tableau suivant (par unité de poids et
exprimée dans 1'unité convenable) :

type 1 | type 2 | type 3 | type 4
glucides 2 1 0 1
lipides 1 2.5 2 4.5
prix 2 2 1 8

Le probléme du consommateur consiste a obtenir au moindre coit au moins 12 unités
de glucides et 7 unités de lipides.
Résoudre ce probleme par la méthode du simplexe.
b. Probléme du concurrent. Un vendeur concurrent souhaite s’approprier ce marché avec 2
nouveaux types d’aliment, dont les teneurs respectives en glucides et lipides sont données
dans le tableau suivant (toujours exprimé par unité de volume dans 'unité convenable) :

type 1 | type 2
glucides 1 0

lipides 0 1

Il cherche a déterminer les prix de chacun de ces 2 produits lui permettant d’étre le
plus compétitif, tout en en retirant le bénéfice maximal.
Déterminer les prix (par unité de poids) optimaux de ces 2 aliments.
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Chapitre 11
Généralités sur optimisation

Notations. On fixe les notations suivantes, et ’on renvoie au §A.2 et A.3 de ’annexe pour plus de précisions.

Dans tout ce qui suit n est un entier positif non nul. L’espace vectoriel réel de dimension n est muni de sa
structure usuelle d’espace euclidien, c’est & dire du produit scalaire usuel {.,.) et de la norme associée ||.||2 (ou |.||
lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité).

Si U est un ouvert de R™, xg € R™ et f: U C R™ — R est une application différentiable en xg on note :

1s)
Tm(xo)

V£(x0) : eR"
%(xw

le vecteur gradient de f en Xo (on prononce "nabla f de x¢”).
On a alors le développement de Taylor-Young de f a l’ordre 1 au voisinage de Xg :

F(x) = f(x0) + (VF(x0), x — x0) + o([lx — x0)

Lorsque 'application f: U C R™ — R est 2 fois différentiable en xg on note :

T P .Y S
o2 f O0x10x1 0x10Tn
V2 f(x0) £ ( (xo)) _ . .
Ox;0x; i=1,2,...,n . :

J i=1,2,...,n 82]‘ ( ) 82f ( )

4 (% A A

Oxn 0z 0 O0xn0Tn 0

la matrice Hessienne de f en xg. C’est une matrice symétrique ; en particulier elle est diagonalisable.
On a alors au voisinage de xq le développement de Taylor-Young & l'ordre 2 :

f(x) = f(x0) + (VF(x0),x — x0) + % (x —x0) T V2 f(x0) (x = x0) + o([[x — xol|*) -

Puisque V2 f(x0) est symétrique, x| V2f(x0)x = (V2 f(x0) T x,x) = (V2f(x0)x, x).
On s’intéressera a certaines propriétés des matrices Hessiennes, ou plus généralement des matrices carrées.

Une matrice A € My, (R) est semi-définie positive si Vx € R™, xT Ax > 0.

Une matrice A € My, (R) est définie positive si Vx € R™ \ {0}, xT Ax > 0.

On définit de fagon analogue une matrice carrée semi-définie négative, définie négative.
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34 Chapitre II- Généralités sur I’Optimisation

II.1 Conditions suffisantes d’existence d’extrema globaux

Nous voyons dans cette section deux conditions suffisantes d’existence d’extrema glo-
baux : la compacité du domaine, et la coercivité de la fonction.

I1.1.1 Compacité du domaine

Théoréme I1.1 (Existence d’extrema sur un domaine compact.) Si K est un
compact (i.e. est fermé et borné) de R™, et f : K — R est continue, alors f admet
un minimum ainsi qu’un mazimum global sur K.

Démonstration. L’image d’un compact par une application continue est un compact. Ainsi f(K) est un compact de
R, c’est-a-dire un fermé borné. Puisque f(KC) est borné il admet une borne inférieure m ainsi qu’une borne supérieure
M. Par définition il existe une suite de points de f(K) convergeant vers M ; puisque f(K) est fermé, M € f(K).
Le méme raisonnement montre que m € f(K). Donc f~1({m}) est non vide, et tous ses éléments sont des minima

globaux de f sur K, et de méme f~1({M}) est non vide et tous ses points sont des maxima globaux de f sur k.0

Ce résultat n’est utile que face & un probleme d’optimisation sous contraintes, car dans
ce cas le domaine est toujours un fermé de R™ et c’est le seul cas ou il peut étre borné,
c’est-a-dire compact.

Exemple. soit f : R? — R une application continue et soit C = {(z,y) € R? |22 +y? = 1}
le cercle unité. Alors f admet (au moins) un maximum et un minimum sur C. En effet C
est un compact de R? : d’une part c’est un fermé puisque c’est la préimage du fermé {1}
de R par 'application continue (z,y) — x2? 4 y?; d’autre part c’est un borné puisque la
norme de (z,y) € C est uniformément majorée (égale a 1 pour la norme |.||2).

I1.1.2 Applications coercives

Définition. Une application f : D C R® — R continue est coercive si D est un fermé
non borné et si :
f(x) = +o0

lI¢f| =00

(souvent D = R™).

Théoréme I1.2 (Une application coercive a un minimum.) Une application coer-
cive admet un minimum global (et aucun mazimum global). Si —f est coercive, f admet
un mazimum global (et aucun minimum global).

Démonstration. Soit f : D — R une application coercive. Soit a € R ; on choisit a suffisamment grand pour que
K = f~1(] — o0, a]) soit non vide. Puisque f est continue et que ] — 0o, a] est un fermé de R, K est un fermé de
R™. De plus K est borné : autrement il contiendrait une suite de points (xn)nen avec limp— oo |[|[Xn| = +o0 et
Vn €N, f(zn) < a ce qui contredirait le fait que f soit coercive. Ainsi K est un compact de R", et avec le théoréme
II.1 f admet un minimum global u sur K, i.e Vx € K, f(u) < f(x) < a. Or pour tout x € D\ K, f(x) > a. Donc,

Vx € D, f(u) < f(x), i.e. u est un minimum global de f sur D. Ceci montre la premitre assertion; la deuxi¢me
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FIGURE II.1 — Une application coercive f : R — R.

assertion est alors immédiate, puisqu’un minimum global de —f est un maximum global de f. d

Exemple. Une fonction polynomiale f : R — R de degré pair > 0 est coercive sur
R si et seulement si le coefficient o de son terme de plus haut degré est > 0 : en effet
lim, 100 f(z) =4ocosia > 0etlim, 100 f(z) = —00sia < 0. Une fonction polynomiale
de degré impair n’est jamais coercive sur R mais, en notant « le coefficient de son terme de
plus haut degré, elle est coercive sur tout intervalle fermé [c, +00] si a > 0 et sur | — oo, (|
sia < 0.

Une application polynomiale sur R admet :

e Si son degré est pair et non nul :
e Si le coefficient de son terme de plus haut degré est positif : un minimum global et
aucun maximum global.
e Si le coefficient de son terme de plus haut degré est négatif : un maximum global et
aucun minimum global.
e Si son degré est impair : ni minimum ni maximum global.

Jean-Philippe Préaux - Optimisation Continue
http://www.cmi.univ-mrs.fr/~preaux


http://www.cmi.univ-mrs.fr/~preaux

36 Chapitre II- Généralités sur I’Optimisation

II.2 Recherche d’extrema locaux.

Nous voyons ici des conditions nécessaires, suffisantes, a l'ordre 1 et a l'ordre 2,
pour qu’'un point dans l'intérieur du domaine soit un extremum local d’une application
différentiable (1 ou 2 fois). C’est l'outil principalement utilisé dans la recherche des ex-
trema locaux en programmation sans contrainte. Attention tout ceci n’est valable que dans
I'intérieur du domaine (ou autrement dit sur un domaine ouvert) ; nous généraliserons ces
conditions sur tout le domaine dans le prochain chapitre.

Rappels. Soit D un sous-ensemble de R", et f : D C R — R.
Un point xg € D est un extremum local de f, s’il existe un ouvert I C R™ contenant X,
tel que, Vx e U N D, f(x) > f(xo) (respectivement f(x) < f(x0)). On dira alors que xq
est un minimum local de f (respectivement mazimum local).

Clairement tout extremum (resp. minimum, maximum) global de f est aussi un ex-
tremum (resp. minimum, maximum) local de f, tandis que la réciproque est évidemment
fausse comme le montre I'exemple de la figure 1.

I1.2.1 Condition nécessaire du 1 ordre

Rappel. Si D est un sous-ensemble de R™, l’intérieur de D, noté int(D), est le plus grand
ouvert de R™ inclus dans D.

Théoréme I1.3 (Equation d’Euler) Soit f : D C R" — R, différentiable en xo €
int(D). Si xg est un extremum local de f, alors xg est un point critique, i.e. :

Vf(xo) = 0.

Démonstration. Puisque f est différentiable en xg, les dérivées partielles de f en xo existent. Notons
{e1,e2,...,en} la base canonique de R™. Pour tout i =1,2,...,n:

ﬁ(xO) _ i { G0+ tei) = f(xo)
ox; t—0 t
— lim f(x0 +tei) — f(x0) _ lim f(xo + te;) — f(xo0) .
t—0 t t—0 t
< >
=A0g(t) =A4(t)

Si x¢ est un extremum local de f, alors 0 est un extremum local de t — f(x¢o + te;) et donc 3r > 0 tel que lorsque
t décrit | — 7, 7[, f(xo0 + te;) — f(x0) garde un signe constant. Ainsi, lorsque t €] — r, [, les taux d’accroissement de
t — f(x0 + te;) en 0, & droite et & gauche, Ay(t) et Ay(¢), sont de signes opposés. Donc, par passage & la limite,
%(xo) est & la fois positif et négatif, et donc nécessairement nul. Ainsi si xg est un extremum local, V f(x¢) = 0.0
Remarque 1 : Le résultat est faux lorsque I'extremum local n’est pas dans l'intérieur
de D; exemple : en programmation linéaire sur polyedre convexe borné D 'application
linéaire f(x) =< u,x > admet toujours un mimimum et un maximum global sur la
frontiere 0D = D \ int(D) de D, et en ces points V f(x) = u.

Remarque 2 : C’est une condition nécessaire non suffisante, comme le montre la figure
11.2.
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FIGURE I1.2 — Trois types de points critiques pour f : R?> — R : un maximum local,
un minimum local et un point-selle. Dans les deux premiers cas la matrice hessienne est
respectivement semi-définie négative et semi-définie positive, dans le dernier cas elle a deux
valeurs propres de signes opposés.

I1.2.2 Conditions du second ordre

Dans ce qui suit, D désigne un sous-ensemble non vide de R”.

Théoréme I1.4 Soit f: D CR" — R, et u € int(D), avec f 2 fois différentiable en u.
1. (Condition nécessaire du 2°¢ ordre.)
Siu est un minimum (resp. mazimum) local de f, alors V f(u) =0 et V2f(u) est
semi-définie positive (resp. négative).
2. (Condition suffisante du 2¢ ordre.)
Si Vf(u) =0 et V2f(u) est définie positive (resp. négative), alors u est un mini-
mum (resp. maximum) local strict de f.
Démonstration. Nous montrons séparément les assertions 1 et 2.

1. Puisque u est un extremum local alors V f(u) = 0 (équation d’Euler, théoréme I1.3) et la formule de Taylor-Young
a Pordre 2 (cf. § A.2.4 page 114) s’écrit :

flutx) = fu) =x" V?f(u)x+o(|x|*)
Siu est un minimum (resp. maximum) local de f, alors en appliquant la formule de Taylor-Young, il existe dans D une
boule ouverte B(0,r) de R™ centrée en 0, sur laquelle x " V2 f(u)x > 0 (resp. < 0). Soit x € R™; alors xg = m.x
est dans B(0,r), et donc xJ V2f(u)xo > 0 (resp. < 0). Puisque x' VZf(u)x = ﬁ xJ V2f(u)xo > 0 (resp.

< 0), V2f(u) est semi-définie positive (resp. négative).

2. Puisque V f(u) = 0 la formule de Taylor-Young & l’ordre 2 (cf. proposition A.2.4) s’écrit :
fla+x) = f(u) =x" V?f(u)x + of[[x[|*)
Puisque V2f(u) est définie positive (resp. négative), alors Vx € R™, x' V2f(u)x > 0 (resp. < 0) et donc en

appliquant la formule de Taylor-Young ci-dessus, il existe un ouvert contenant u sur lequel f(x + u) — f(u) > 0

(resp. < 0) : u est donc un minimum (resp. maximum) local de f. O
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Exemple. Soit 'application f de classe C*° (i.e. infiniment différentiable) :

f: RZ—R
(z,y) — flz,y) = 2® +y* — 9y

Son vecteur gradient en un point (z,y) est :

322 -9
Vix,y) = < 3y2_9i ) :

6x —9
V2 f(z,y) = < 9 6y )

Les points critiques, solutions de Vf(z,y) = 0 sont les 2 points (0,0) et (3,3). En ces
points, les matrices Hessiennes sont :

v2f(o,o):(_8 _g) V2f(3,3):(_1§ _12)

e V2£(0,0) a une trace nulle et un déterminant strictement négatif, elle n’est donc ni
semi-définie positive, ni semi-définie négative : (0,0) n’est pas un extremum local.

et sa matrice Hessienne :

e V2£(3,3) a une trace et un déterminant strictement positifs : (3, 3) est un minimum local.

e f n’admet aucun extremum global puisque :

ZETOOf(x,O) = 400 xli)r_noo f(z,0) = —c0 .
Remarques. e La condition suffisante du 2¢ ordre s’utilise pour montrer qu'un point cri-
tique est un extremum local. La condition nécessaire du 2° ordre s’utilise pour montrer
qu’un point critique n’est pas un extremum local. Lorsqu’en un point critique la matrice
Hessienne est semi-définie positive ou négative, on ne sait & ce stade rien conclure! Regar-
der a ce sujet 'exercice 2 page 49.

e Pour montrer qu'une matrice est/n’est pas définie positive /négative on utilise le théoreme
A4, page 117. Pour montrer qu'une matrice est/n’est pas semi définie positive/négative
on utilise le théoreme A.5 page 117.

e L’étude locale ne suffit pas pour déterminer ’existence d’extrema globaux. En général
on utilise des propriétés globales de 'application pour déterminer si parmi les extrema
locaux, certains sont globaux. On montre le résultat suivant (peu utile en pratique, mais
bon & savoir, voir exercice 5 page 49 pour une preuve.) :

Proposition II.1 Soit D un sous-ensemble connexe de R™, f : D — R une application
continue, et soit u € D un minimum (resp. mazimum) local de f. Alors u est un minimum
(resp. maximum) global de f si et seulement si, Vx € D tel que f(x) = f(u), x est un
minimum (resp. maximum) local de f.
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II.3 Programmation convexe

Nous abordons ici les notions de convexité (large, stricte, forte) qui sont de premiere
importance en optimisation :

— pour une application convexe un minimum local est aussi un minimum global,

— une application strictement convexe est convexe et un minimum, s’il existe, est unique
(et donc strict),

— une application fortement convexe est strictement convexe et coercive, et donc admet
un et un seul minimum global.

I1.3.1 Applications convexes, strictement convexes

Définition. Un sous-ensemble C de R™ est conveze si
Vx,yeC, Vte[0,1], tx+(1—-t)yeC

(i.e. pour tout couple de points x,y € C le segment [x,y] est inclus dans C, cf. figure 11.3).

FIGURE I1.3 — A gauche un sous-ensemble convexe de R?, & droite un sous-ensemble non
convexe.

Propriétés.

— Tout sous-espace affine de R™ (en particulier R™) est convexe.

— Toute boule de R"”, ouverte ou fermée, est un convexe de R".

— L’intersection de convexes de R™ est un convexe de R".

—Si Cy, Cy sont deux convexes de R”, et A € R, alors! C; +Cs et A\C; sont des convexes de
R™.

1. Ennotant : C1 +C2 = {x+y € R*"|x € C1,y € C2}; A1 = {Ax € R"||x € C1}.
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— Si Cq est un convexe de RP et Cy est un convexe de R?, leur produit cartésien C; x Co =
{(x,y) e RP x RY|x € C1, y € Co} est un convexe de R? x R? ~ RPTY,

Définitions. Soit C C R™ un ensemble convexe non vide et f: C — R.

e L’application f est conveze si :
Vx,yeC, Vte[0,1], tf(x)+(1—-t)f(y) = ftx+ (1 —1t)y)

(i.e. dans R™*! le segment joignant (x, f(x)) et (y, f(y)) reste au-dessus de la nappe
représentative de la fonction, cf. figure 11.4.)

e L’application f est strictement convexe si :

Vx,y €C, x#£y, Vt€]0,1], tf(x)+(1—1t)f(y)> f(tx+ (1 —1t)y)

(i.e. dans R™"*! le segment joignant (x, f(x)) et (y, f(y)) reste strictement au dessus de
la nappe représentative de la fonction.)

f(tw.+ (1—1)y)
tf(z) + (1 —1)f(y)

r tr+(1-ty y r tr+(1-t)y Yy

FIGURE I1.4 — A gauche une application (strictement) convexe de R dans R, & droite une
application non convexe.

Propriétés.

— Toute application affine, définie sur un convexe, est convexe et non strictement convexe.
— La somme d’application (resp. strictement) convexes est (resp. strictement) convexe.

— Si f est (resp. strictement) convexe et A € Ry (resp. A € R% ) alors Af est (resp. stric-
tement) convexe.

—Si f est (resp. strictement) convexe et a,b € R, a # 0, alors 'application x — f(ax+0b)
est (resp. strictement) convexe.

~ Si fi,..., fp sont (resp. strictement) convexes alors I'application? sup fi,..., fp est
(resp. strictement) convexe.

— Une application convexe sur C est continue en tout point de int(C).

2. Définie par : sup fi,..., fp:x — sup{f1(x),..., fp(X)}.
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Les conditions formulées pour la définition d’une application convexe, strictement
convexe, bien que significatives géométriquement, ne sont pas toujours pratiques, car
il peut étre difficile sous cette forme de vérifier si une application donnée les vérifie.
Aussi donnons-nous des conditions du premier et du second ordre pour s’assurer de
la convexité d’une fonction vérifiant des hypotheses adéquates de différentiabilité; elles
généralisent en dimension supérieure la caractérisation bien connue d’une application
convexe f : R — R : lorsque f est dérivable, sa dérivée f’ est croissante, lorsque f
est deux fois dérivable, Vz, f'(z) >0 .

Théoréme I1.5 (Caractérisations de la convexité.) Soit U un ouvert convexe de R™
et f: U — R une application.
1. (a Pordre 1.) Si f est différentiable sur U, alors
a. Vx,yel, fly) =2 f(x) +(Vf(x),y —x) <= [ est convexe surl,
b. Vx,yelU,x#y, f(y) > fX)+(Vf(x),y—%x) <= [ est strictement convexe
surU.
2. (a Yordre 2.) Si f est 2 fois différentiable sur U, alors
a. Vx €U, V2f(x) est semi-définie positive <= [ est convexe sur U,
b. Vx €U, V2f(x) définie positive = [ est strictement conveze.

Remarques. — Attention, 'implication de 2.b ne saurait admettre de réciproque en général
comme le montre 'exemple de f(x) = x* qui est strictement convexe sur R? tandis que
1"(0) = 0. Par contre, comme nous le verrons, pour une fonction quadratique la réciproque
est vraie.

— La premiere assertion exprime géométriquement que la nappe représentative d’une ap-
plication (resp. strictement) convexe différentiable se situe au dessus de chacun de ses
espaces tangents (resp. et ne l'intersecte qu’en un point).

Démonstration. Montrons séparément les assertions 1 et 2.
1. Soient x,y deux points distincts de U et t €]0, 1].

Si f est convexe, f(x+ty) < (1 —1t)f(x)+¢f(y), ce qui s’écrit aussi %(f(x +itly —x)) — f(y) < f(y) — f(x).
Par passage a la limite :

(VI(),y —x) = lim Sty = x)) = f(y)

< fly) = f().

Si f est strictement convexe. Considérons un nombre w €]0, 1, on vérifie : x+t(y —x) = “’T_tx—i-f(x—f—w(y—u)).
Alors en prenant 0 < ¢t < w, on déduit par convexité de f que : f(x + t(y — x)) < “’Tftf(x) + ff(x + w(y — x)).
On en déduit alors : %(f(x + ity —x)) — f(x)) < %(f(x + w(y — x)) — f(x)). Puisque [ est strictement convexe
on a d’autre part : %(f(x +w(y —x)) — f(x)) < f(y) — f(x). On a donc établi la double inégalité suivante :

%(f(x +t(y —x)) — f(x)) < %(f(x +w(y — x)) — f(x)) < f(y) — f(x). Par passage a la limite en faisant tendre ¢
vers 0 et gardant w fixé, on obtient I’inégalité stricte recherchée :

Jx+tly —x) - f(y)
¢

(V£G0,y =) = lim < J) - ).

Réciproquement, supposons que f(y) > f(x) + (Vf(x),y — x) pour tout x,y € U.
Alors pour x # y dans U et t €]0, 1[, on a en particulier f(y) > f(y +t(x—y)) —t(Vf(y + t(x —y)),x — y) ainsi
que f(x) > fly+tlx—y)+ (1 —-t)(VSf(y +t(x —y)),x —y). En multipliant la premiere inégalité par (1 — t), la
deuxiéme par t puis en sommant on obtient :

flix+ (1 =t)y) <tf(x)+ 1 -1)f(y)
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ce qui montre la convexité de f; lorsque les inégalités sont strictes on obtient une inégalité stricte et f est strictement
convexe.
2. En appliquant la formule de Taylor-MacLaurin (cf. §A.2.4 page 114) au point x € U, on obtient qu’il existe 6 > 0

etzeU telsquey —x=0(y —z) et f(y) — f(x) — (Vf(x),y —x) = %(y —2)TV2f(z)(y — z). En appliquant 1
on déduit alors la convexité ou la stricte convexité de f.

Il reste & montrer "implication réciproque dans 2.a. Donné un point x € U considérons ’application g : Y — R,
définie par g(y) = f(y) —(Vf(x),y). Alors g(y) —g(x) = f(y) — f(x) = (V f(x),y —x) et puisque f est convexe, avec
l.a,Vy €U, g(y)—g(x) > 0. Ainsi x est un minimum de g sur U. Or g est 2 fois différentiable et V2g(x) = V2 f(x).
En appliquant le théoréme 11.4.1 (condition nécessaire du second ordre), on en déduit que V2 f(x) est semi-définie

positive. O

I1.3.2 Programmation convexe

On parle de programmation convexe lorsque :

— f:R™ — R est une application convexe, a optimiser sur

D={xelU CR"|gi(x)=0,Vi=1,...,p, ¥j(x)<0,Vj=1,...,q}

ou :
— L’ensemble U est un sous-ensemble convexe non vide de R",
— les applications ¢1, ..., ¢, : R — R sont affines,

— les applications 1, ...,19, : R — R sont convexes.

Dans ce cas D est un sous-ensemble convexe de R™, comme le montre le résultat suivant :

Proposition I1.2 (Convexité du domaine.) Si les applications ¢1,...,pp : R" — R
sont affines, si les applications 1, ...,9% : R® — R sont convezes, et st U C R"™ est un
ensemble convexe, alors le domaine :

D={xecelUCR"|pi(x)=0,Vi=1,...,p, ¥;(x)<0,Vj=1,...,q}
est un ensemble convexre de R™

Démonstration. Montrons tout d’abord que t; étant convexe, 'ensemble C; = {x € R"[;(x) < 0} est un
convexe de R™. Soient x,y € Cj, on a v¢;(x) < 0, et ¢;(y) < 0. Alors par convexité de 1;, pour t € [0,1],
Pi(tx + (1 —t)y) < t;(x) + (1 — t);(y) < 0. Ainsi [x,y] C C; et donc C; est un convexe. D’autre part puisque
©; est affine, ’ensemble {x € R™ | ¢;(x) = 0} est un sous-espace affine et donc un convexe de R™. Ainsi D est une

intersection de convexes de R™ et est donc convexe. O

Si la convexité est une notion de premiere importance en optimisation, c’est d’abord
parce qu’en programmation convexe un minimum local est aussi global. De plus une ap-
plication strictement convexe admet au plus un minimum. C’est le résultat suivant.
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Théoréme I1.6 (Programmation convexe.) Soient C un sous-ensemble conveze de
R™, f:C — R une application convexe et xg € C.

1. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) xo est un minimum local de f,

(ii) x¢ est un minimum global de f.

Si de plus f est différentiable en xo € C, (i) et (i) sont équivalents a :

(113) si xo € int(C), V f(x9) = 0.

(i) Vx € C, (Vf(x0),x —x0) =0

2. Si f est strictement convexe, f admet au plus un minimum, et un minimum de [ est
toujours strict.

Démonstration. L’implication (i¢) = () est évidente; montrons la réciproque. Soit x¢ un minimum local de
f sur C soit y = x0 + z un point quelconque de C et t € [0,1]. La convexité de f implique que f(xo + tz) <
(1—1t)f(x0)+tf(y), ce qui s’écrit aussi f(xo+tz) — f(x0) < t(f(y) — f(x0)). Le point x¢ étant un minimum relatif,
il existe to €]0, 1] tel que 0 < f(xo + t0z) — f(x0). Cela montre que 0 < f(y) — f(x0) et donc %o est un minimum
global de f sur C.

Si f est strictement convexe le méme raisonnement conduit aux inégalités 0 < f(xo+tz) < (1—1)f(x0)+tf(y)
qui montrent que xg est un minimum strict, et en particulier est unique.

L’équivalence entre (ii) et (iv) est une conséquence immédiate du théoréme IL.5.1.a.

Pour finir montrons I’équivalence entre (i) et (iii). Si f est différentiable en x¢ € int(C) et si x¢ est un minimum
local de f sur C, la équation d’Euler implique que V f(xp) = 0. Réciproquement considérons une boule ouverte
B centrée en x¢ dans int(C); B est un ouvert convexe et f est clairement encore convexe sur B. Si V f(xg) = 0,

la condition 1 du théoréme I1.5 implique que Xg est un minimum de f sur B, et donc un minimum local de f sur C. O

Remarque. Une application convexe ou strictement convexe n’admet pas forcément un
minimum. Exemple : f(z) = €* est une application strictement convexe (f”(z) = e* > 0)
n’admettant aucun minimum, puisque f’'(z) = e* # 0.

I1.3.3 Applications elliptiques

Une application convexe, ou méme strictement convexe n’admet pas en général de mi-
nimum global. Il existe une condition plus forte, la forte convexité? qui assure 'existence
d’un unique minimum global. Nous voyons cette notion ici dans un cadre plus restreint ou
Iapplication considérée est de plus de classe C'' sur R ; on parle alors plutot d’application
a-elliptique, ou encore elliptique.

Définition. Soit f : R — R une application de classe C'. L’application f est elliptique
ou encore «a-elliptique, s’il existe un réel o > 0, tel que :

Vx,y €R", (Vf(x)-Vf(y),x—y) > alx—y|?

On peut pour une application deux fois différentiable en donner une caractérisation a
l'ordre 2.

3. En toute généralité une application f définie sur un domaine convexe C de R™ est dite fortement
convexe ou encore a-convexe, si il existe un réel o > 0, tel que Vx,y € C, Vt € [0,1], tf(x)+(1—¢t)f(y) >
fix+(1=2)f(y)) +a@||x —y|I?. Lorsque f est de classe C' et C = R™ cette définition est équivalente
a la-ellipticité de f.
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/

FiGURE I1.5 — De gauche a droite, les graphes d’une application convexe, strictement
convexe, elliptique (ou fortement convexe).

Proposition I1.3 (Caractérisation de D’ellipticité a I’ordre 2.) Soit f : R" — R
une application deux fois différentiable. Alors f est a-elliptique si et seulement si :

T2 2
Vx,ue R", x Vf(u)x > ofx|
Démonstration. Si f est a-elliptique et deux fois différentiable, on a

(VS(u+ ) = Vi(u)x) . (Vf(a+ix) = Vi) x)
t t—0 t2

T2 . 2
= > .
x V2f(u)x = lim = ofx||

Réciproquement, on considére I’application g : R — R définie par g(z) = (Vf(z),y — x), avec x,y fixés dans R",
et on lui applique la formule de Taylor-McLaurin & l'ordre 1 au voisinage de x. Il existe 6 € [0, 1] tel que :

(Vi(y) = VI(x),y —x) = g(y) — 9(x) = (Vg(x + 0(y — %)),y — x)
=(y—x) V2 f(x+0(y —x)(y —x) > ally — x|*,

par hypothese, et donc f est a-elliptique. d

Remarque. Ce résultat peut s’interpréter par : une application f deux fois différentiable
est a-elliptique si et seulement si pour tout x € R" les valeurs propres de V2 f(x) sont
minorées par «.

I1.3.4 Programmation elliptique

Le résultat suivant assure de ’existence d’un minimum pour une application elliptique
sur un domaine convexe fermé.

Théoréme I1.7 (Programmation elliptique.) Soit f : R™ — R une application «-
elliptique. Alors :

Vxy €RYf(y) = f(0) > (V)Y —x) + Sy —x|? .

De plus f est coercive et strictement convere. Sur un domaine convexe fermé et non vide
de R™, elle admet un unique minimum.
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Démonstration. Appliquons la formule de Taylor avec reste intégral a I'ordre 1 :

1
Fy) = Fx) = /O (VFx+0(y — %),y — x)do

1

= (Vf(x),y — %) + /0 (V(x +0(y — %)) — VF(x),y — %) d
1

> (VI(x),y — %) +/0 aflly — x|[2d0

= (VI(0.y =) + Sy = x[ .

On déduit alors de cette inégalité : d’une part,
Vx#y eR", f(y)> f(x)+(VFx),y —x)

et donc avec le théoréme I1.5.1.b f est strictement convexe. D’autre part f est coercive puisque :
a «a
Fx) = £(0) + (V£(0),%) + S [IxI|* = £(0) = IV £ O | ]| + 5 [I]* -

Soit C un domaine convexe fermé et non vide de R™. Si D est non borné, alors f y admet un minimum par le théoréme
I1.2. Si D est borné, alors f y admet un minimum par le théoreme II.1 et le fait qu’une application convexe est

continue. De plus ce minimum est unique puisque f est strictement convexe sur D. O
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II.4 Programmation quadratique sans contraintes

Nous appliquons ici les résultats obtenus dans les sections précédentes au cas particulier
important de la programmation quadratique sans contraintes.

I1.4.1 Applications quadratiques

Définition. Une application f : R — R est quadratique lorsque c’est un polynéme de
degré 2.

Une application quadratique est de la forme :

1 n n
flxy,xe,.. . xy) = §Zaii$?+2aijxixj— Zbixi + ¢
i=1 i=1

1<j constante
forme quadratique forme linéaire
En posant :
air -+ Qlin b1
A= (aij)i=1,..n = : e Mp(R) ; b= c R
Jj=1,...,n
Gnl Ann b,
T
et x = : € R" on écrit I’application quadratique f sous forme matricielle :
Tn
1
f(x) = §<AX’X> —(b,x) +¢
ou encore :

f(x) = %XTAX ~b'x+e¢

L’intérét ne réside pas que dans la concision de I’écriture : on obtient immédiatement le
vecteur gradient et la matrice Hessienne :

Théoréme I1.8 (Gradient, matrice hessienne, d’une application quadratique.)
Soit f(x) = %(Ax, x) — (b,x) 4+ ¢ une application quadratique. Alors f est infiniment
différentiable et,

Vf(x)=Ax —b,
V2if(x) = A.
Démonstration. f est polynomiale, et donc infiniment différentiable. Pour tout ¢ = 1,2,...,n, le calcul donne
2
%(X) = Z?:l ajjz; — b;, donc Vf(x) = Ax —b. Pour tout ¢,j = 1,2,...,n, %(x) = a;j, et 'on obtient
V2f(x) = A. O
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I1.4.2 Programmation quadratique

La convexité d’une application quadratique est totalement caractérisée par sa matrice
hessienne (contrairement au cas d’une application quelconque, comparer avec le théoreme
I1.5.2). De plus dans ce cas strictement convexe = fortement convexe.

Théoréme I1.9 (Convexité d’une application quadratique.) Soit l’application qua-
dratique f(x) = $(Ax,x) — (b,x) + c. Alors :

e f convexe <= A semi-définie positive

e f strictement convexe <= f fortement convexe <= A définie positive.

Démonstration. Puisque V2 f(x) = A, par définition A est définie positive si et seulement si f est Ai-convexe
(i.e. fortement convexe) ol A1 > 0 désigne la plus petite valeur propre de A. La forte convexité impliquant la
convexité stricte, avec le théoréme I1.5 il ne reste plus qu’a montrer que si f est strictement convexe alors A est
définie positive. Supposons donc que f est strictement convexe; en particulier f est convexe et donc A est semi-
définie positive. Procédons par ’absurde en supposant que A n’est pas définie positive : ainsi A admet 0 pour valeur
propre, et soit Eg = ker A le sous-espace propre associé; il est de dimension au moins 1 et pour tout x € FEo,
(Ax,x) = 0. Puisque f est quadratique le développement de Taylor-Young & 'ordre 2 s’écrit ici :

Vx €R", flu+x)— f(u) =(Vf(u),x)+ %(Ax,x)

Ainsi, Vx € Ej,
flu+x) = f(u) +(VF(u),x)

et donc la restriction de f & Ey est une application affine, et donc convexe mais non strictement convexe. Cela

contredit le fait que f est strictement convexe. Ainsi A est définie positive. d
Nous pouvons maintenant caractériser les extrema d’une application quadratique.

Théoréme I1.10 (Programmation quadratique.) Soit f(x) = 3(Ax,x) — (b,x) +
¢ une application quadratique sur R™ et u € R"™. Si A est semi-définie positive (resp.
négative), alors les propositions suivantes sont équivalentes :

e u est un minimum (resp. mazimum) local de f,

e u est un minimum (resp. maximum) global de f,

e Au = Db, i.e. u est solution du systéme d’équations linéaires Ax = b.

Si A est définie positive f admet un unique minimum (resp. mazimum) global.

Si A n’est pas semi-définie positive (resp. négative) f n’admet aucun minimum (resp.)
mazimum local ou global.

Démonstration. Puisque A est semi-définie positive (resp. négative), f (resp. —f) est convexe et I’équivalence des
3 assertions découle des théorémes I1.6 et I11.8. Si A est définie positive, det(A) # 0, le systeme Au = b est de Cramer
et f admet donc un unique extremum. Si A n’est pas semi-définie positive (resp. négative) la condition nécessaire du
second ordre (théoréme I1.4.1) avec le théoréme I1.8 impliquent que f n’a aucun minimum (resp. maximum) local

ni donc aussi global. d
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2 -1 0 -3
Exemple. Soit f(x) = 3x' Ax —b'xavec A= | -1 2 —1 |etb= 1 |.Le
0 —1 2 —2
polynéme caractéristique de A est
3 3
pAN) =8 = 12X+ 6X% = N =TT A = AD Ay + A7) N — N2,
i=1 i#j i=1

ol A1, A2, A3 désignent les valeurs propres de A (A est diagonalisable puisque symétrique
réelle). Ainsi (cf. théoreme A.4),

3 3
[[r=8>0 D M\=12>0, DY N=6>0 = Al A3>0
i=1 i#j i=1

et donc A est définie positive = f a un unique minimum global qui est I'unique solution
de Ax = b.

2 —y = -3 —9/4
Ax=b <= - 42y —2z = 1 <= x=| —3/2 | minimum de f.
-y +2z = -2 —7/4
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Exercices.

Exercice 1. Déterminer les extrema locaux et globaux de I’application f : R?> — R
définie par :
flay) =2 +y° +a® +y* - 1.

Exercice 2. On consideére Iapplication f : R?> — R définie par :
fla,y) =2t 4yt —a® -y

a. Que peut-on dire de I'existence d’extrema globaux pour f 7

b. Déterminer tous les extrema globaux de f.

c. Montrer le résultat :

Soit g : R® — R une application différentiable et u un point critique de g, alors u est
un minimum local de g si et seulement si g est convexe sur une boule ouverte centrée en
u.

d. En déduire tous les extrema locaux de f.
Exercice 3. Un rayon lumineux effectue un trajet spatial d’un point A; situé dans un

milieu ayant pour indice de réfraction n; & un point A, situé dans un milieu ayant pour
indice de réfraction ns ; les deux milieux étant séparés par un plan.

Ay
\Indice de réfraction ny

Indice de réfraction nq \
Az

En appliquant le principe que la lumiere parcourt le trajet le plus rapide, retrouver la loi
de Descartes de réfraction de la lumiere : nj siné; = ng sin is.

Exercice 4. Le but de 'exercice est de prouver le théoréme de projection convexe :
Soit C un sous-ensemble convexe fermé non vide de R™. Donné u € R" il existe un
unique point Pe(u) € C, tel que :

P, —uf| = mi —u .
| Po(uw) — ul] = min [[v — ]
On Pappelle le projeté de u sur C. 1l est caractérisé par :

Vv el, (Pc(u) —u,v—Pe(u) >0.
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De plus ’application Fe est contractante, i.e. :
Vx,y € R", ||[Pe(x) = PeW)l < [lx =y -

a. Prouver l'existence et 'unicité de Pg(u).
b. Prouver la caractérisation donnée de Pe(u).

c. Utiliser cette caractérisation pour prouver que Fg est une application contractante.

Exercice 5. Le but de 'exercice est de prouver la proposition II.1 :

Soient D C R™ connexe, f : D — R continue, et u € D un min (resp. max) local de
f. Alors u est un min (resp. max) global de f ssi Vx tel que f(x) = f(u), x est un min
(resp. max) local de f.

Sans perte de généralité, quitte a changer f en —f, on la montrera pour u un min local.
Soit u = f(u) € R.

1. Montrer que f~!(] — 0o, u[) est un ouvert de D.

2. Montrer que Cp f~1(] — oo, u[) est un voisinage de tout point de f~!({v}) pour v > u.

3. Soit x € f~'({u}); appliquer '’hypothése que x est un min local pour montrer que
Cp f~%(] — oo, u]) est un voisinage de x.

4. Déduire de 2 et 3 que f~1(] — co,u[) est un fermé de D.

5. Appliquer la connexité de D avec 1 et 4 pour montrer que f~*(] — oo, u[) = (). Conclure.
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Chapitre 111

Programmation sous contraintes

Probléme : Soit D un sous-ensemble propre (i.e. # R™) et non vide de R™. Soit 1’appli-
cation f: D — R dont on cherche les extrema.

e Lorsque D est un ouvert de R™ et f est différentiable (1 ou 2 fois) sur D les notions vues
au chapitre II s’appliquent pour étudier les extrema locaux, et on peut dans certains cas
en déduire les extrema globaux de f.

e Lorsque D n’est pas un ouvert, les notions du chapitre II s’averent insuffisantes pour
étudier les extrema locaux et globaux de f.

Comment généraliser les conditions du 1°" et 2° ordre vues au chapitre II dans le cas
sous contraintes 7 C’est ’'objet de ce chapitre.

Nous procédons en deux étapes. Nous considérons dans une premiere partie le cas plus
restrictif ol toutes les contraintes sont égalitaires ; I’équation d’Euler se généralise par les
conditions de Lagrange. Nous voyons ensuite dans une deuxieme partie le cas général sous
contraintes égalitaires et inégalitaires; les conditions de Lagrange s’y généralisent par les
conditions de Karush-Kuhn-Tucker.

II1.1 Optimisation sous contraintes égalitaires

III.1.1 Enoncé du probleme

Soit U un ouvert non vide de R (le plus souvent & = R"™). Soit f : U — R une
application différentiable sur U, et ¢1,p2,...,¢, : U — R des applications de classe c!t
sur U (i.e. @; est différentiable et V; : & — Vg, (x) est continue ; c’est le cas en particulier
lorsque ; est 2 fois différentiable). Soit le domaine D :

D={xecl|pi(x)=0,Vi=1,2,...,p}.

Le probleme :

i ti t
min f(x) (respectivemen max f(x))
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est un probléme de minimisation (respectivement de maximisation) sous contraintes
égalitaires.

Remarque. Lorsque U = R, D = (_, ;' ({0}) est un fermé de R", et trés souvent
d’intérieur vide. Or ’équation d’Euler ne s’applique que dans I'intérieur de D.

I11.1.2 Exemples en dimension 2.

Nous voyons ici deux exemples, en dimension 2, qui vont nous permettre par une ap-
proche géométrique de dégager les idées directrices pour nous conduire aux conditions de
Lagrange.

e Exemple A. Soit D = {(v,y) € R? | 22 + y? = 1} le cercle unité de centre (0,0). Soit
f:R? — R, f(z,y) = . L’application f n’a aucun point critique sur D : Vf(z,y) =
(1,0) # 0. Or D est un compact (car fermé et borné) de R = 3 un minimum et un
maximum de f sur D. (On constate que 1’équation d’Euler ne s’applique pas ici.)

On a deux solutions évidentes, un maximum (1,0) et un minimum (—1,0).

Chom Y Ci | Chuax
AN N
min max
-1 1 =«
W 2 4

FIGURE IIL.1 — Sur la figure de gauche : la courbe représentative C'y dans R3 de f au-dessus
du domaine D, ainsi que le minimum et le maximum. Sur la figure de droite : le domaine
D et les lignes de niveau dans R?; aux extrema les lignes de niveau sont tangentes au
domaine.

Graphiquement (cf. figure II1.1) on constate qu’aux extrema trouvés les courbes de niveau
sont tangentes au domaine.

e Exemple B. Soit D = {(z,y) € R? | 2y = 1} et f(x,y) = 2% + y?. L’application f
est coercive sur le fermé (non borné) D — 3 un minimum et A de maximum de f sur D.
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On se rameéne a un probleme sans contrainte a une seule variable, en utilisant la

contrainte pour supprimer une variable. Soit y = %, fo : Ry — R, fo(x) = f(=, %) = %.
4
—1
On étudie les variations de f,, sa dérivée est f.(x) = pa R
x
T |—00 -1 0 1 400
1 — 0 7 - 0 +
00 400 || 00 400
2 2

Ainsi f, a deux minima globaux : x = £1 = f a deux minima globaux sur D : a(1,1)
et b(—1,-1).

On trace dans R? le domaine D ainsi que des courbes de niveau de f. Une fois de plus
on constate qu’aux extrema trouvés les courbes de niveau de f sont tangentes au domaine
D (cf. figure II1.2).

FIGURE II1.2 — Le domaine admissible D C R? et 3 courbes de niveau.

e Que dire de cette constatation ? Est-ce une coincidence ou un principe général ? Dans
ce dernier cas est-ce une condition nécessaire, suffisante, a I'existence d’extrema ?
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Soit D = {x € R? | p(x) = 0} ; puisque ¢ est de classe C! et que Vip(a) # 0, I'espace
tangent a D en a est engendré par un vecteur d, # 0 (cf. théoreme A.2). Si x est dans un
voisinage de a dans D, alors x = a+Ada+0(|A|) pour A dans un voisinage de 0. Or puisque
f est différentiable on a la formule de Taylor a 'ordre 1, f(x) = f(a) + (Vf(a),x —a) +
o(||x — a|). En prenant x dans D, x = a + Ada + o(|\|), ainsi :

fx) = f(a) +(Vf(a),Ada) + o(|A])
f(x) = f(a) + MV [(a),da)

= si (Vf(a),da) # 0 alors f(x) — f(a) ne garde pas un signe constant lorsque x est
dans un voisinage de a dans D.
= Si (Vf(a),da) # 0 alors a n’est pas un extremum local.
Or en tout point x le vecteur gradient a la propriété d’étre orthogonal a la courbe de
niveau (cela se vérifie aisément a ’aide du développement de Taylor-Young & l'ordre 1).
—> Une condition nécessaire pour que a soit un extremum local est bien que la courbe
de niveau passant par a soit tangente a D. Notre constatation s’avere étre une condition
nécessaire a l’existence d’extrema.

On peut exprimer par une équation. L’équation de la tangente a la courbe de niveau
passant par a est :

(Vf(a),x —a) =0.
L’équation de la tangente au domaine D en a est :
(Vip(a),x — a) = 0.

Donc la condition nécessaire s’écrit : ”V f(a) et Vp(a) sont colinéaires”. On aboutit a :
Si a un extremum local alors 3 A1, As non tous deux nuls, tels que :

MVf(a)+ XVe(a) =0

Nous allons généraliser cette relation (Conditions de Lagrange) pour énoncer un principe
plus général : le principe de Lagrange.

I11.1.3 Principe de Lagrange

Il s’agit d’une condition nécessaire a ’existence d’un extremum local pour un probléeme
sous contrainte égalitaire, généralisant 1’équation d’Euler. Plus généralement 1’étude des
extrema de f sur D se ramene a ’étude d’extrema sans contrainte d’un fonction appelée
le Lagrangien du probléeme.

Théoréme III.1 (Condition de Lagrange.) Soient f une application différentiable sur
un ouvert U non vide de R™ et ¢, ..., ¢, des applications de classe C* sur U.

D={xel | pi(x)=0,Vi=1,2,...,p}
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Siu € D est un extremum local de f sur D, et si les vecteurs Vi(u), ..., V() forment
une famille linéairement indépendante, alors 3! X1, Aa, ..., N\, € R, appelés multiplicateurs
de Lagrange, tels que :

Vi) +> AVei(u) =0
i=1

Démonstration. Soit u € D un point vérifiant les hypotheses du théoreme. Le fait que ¢1, ..., ¢, soient
de classe C' et que la famille Vi (u),..., Vy,(u) soit linéairement indépendante a pour conséquence
Pexistence d’un espace tangent & D en u de codimension p (cf. théoréme A.2), qui est :

TuD =< Vi (u),...,Vep(u) >'={x € R"| < Vyi(u),x >=0,Yi=1,...,p}

Soit ey, ...,e,—p une base orthogonale de T,,D. Lorsque x est dans un voisinage de u dans D, il existe
a = (a1,...,an—p) € R*"7P tel que x = u+ > " "ase; + o(]]a]|) et a décrit un voisinage de 0 dans
R"7? lorsque x décrit un voisinage de u. Or on a au voisinage de u dans U le développement de Taylor-
Young & lordre 1 : f(x) = f(u) + (Vf(u),x —u) + o(||x — u|). Pour ¢ = 1,...,p, notons x(a;) le
projeté orthogonal de x sur la droite affine u+ < e; >. On a alors x(a;) = u + a;e; + o|a;|) et
f(x(a:)) = f(u) = ai(Vf(u),e;) + o(|a;]) pour a; dans un voisinage de 0. Ainsi, si (Vf(u),e;) # 0,
f(x(a;)) — f(u) ne garde pas un signe constant lorsque a; décrit un voisinage de 0, ce qui contredit le
fait que u soit un extremum de f sur D. Ainsi, nécessairement, Vi = 1,...,n — p, (Vf(u),e;) = 0.
Donc Vf(u) €< e1,...,en—p >"=< Vpi(u),...,Vey(u) >; ainsi IA1,...,\p € R tels que Vf(u) =
> —AiVi(u). Ils sont uniques puisque la famille Vi (u),. .., Vi, (u) est libre. O

Interprétation géométrique. Si les vecteurs Vyp(u),...,Vppy(u) sont linéairement
indépendants 'espace tangent T,D a D en u existe et (cf. théoréme A.2 page 116) :

TuD = {x e R"|[(Vg;(u),x) =0,Vi=1,...,p} .

Les conditions de Lagrange expriment qu’en un point extremum, le vecteur gradient est
orthogonal a 'espace tangent. Noter que V f(u) (resp. —V f(u)) est la direction locale de
plus grand accroissement (resp. de plus grande décroissance) de f, et qu’elle est orthogo-
nale aux hypersurfaces de niveau. Ainsi, on retrouve la constatation déja faite, qu’en un
extremum local 'hypersurface de niveau est tangente au domaine.

Remarque. Plus généralement, sans I’hypothese (de qualification des contraintes)
"Vei(u),...,Vep(u) sont linéairement indépendants”, on a, tout du moins, le résultat
plus faible suivant :

u € D est un extremum local = 3 Ag, A1,..., A, non tous nuls tels que :

p
AV F(m)+ ) AiVepi(u) =0
=1

Seulement lorsque Ag = 0 ’équation n’est pas informative pour f... Aussi on suppose que
les Vpi(u),..., Vep(u) sont linéairement indépendants : cela assure que Ao # 0.
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Formulation lagrangienne. Le Lagrangien du probleme est ’application :

L: R*xRP — R
(%) — L(xA) = f(x) + 27 igi(x)

Lorsque f,1,...,¢, sont différentiables, le vecteur gradient du Lagrangien en u € R"
est :
oL of - Jp;
2 oy W 2 i, () p
ViL(u,\) = : = : = Vi) + > AiVei(u) .
p i=1
() 9 >+;AZ§¢;< )

(on ne dérive que par rapport aux variables primaires!).
La condition de Lagrange s’écrit alors, sous les hypotheses adéquates :

u est un extemum local = 33X € RP, Vi L(u,\) = 0‘

On définit aussi, lorsque f, 1, ..., ¢, sont deux fois différentiables, la matrice hessienne
du Lagrangien en u € R”, par :

La condition de lagrange n’est qu'une condition nécessaire; elle généralise dans le
cas de contraintes égalitaires 1’équation d’Euler (théoréeme I1.3). Elle ne permet pas de
déterminer si une solution trouvée est bien un extremum local. Nous allons améliorer ce
critére en tenant compte, comme nous ’avons fait dans le cas sans contrainte, d’une part
de la convexité et d’autre part de conditions nécessaires, suffisantes du second ordre.

I11.1.4 Prise en compte de la convexité

Dans le cas de la programmation convexe, nous allons établir que les conditions de
Lagrange sont nécessaires et suffisantes a I'existence d’un minimum, qui plus est, global.
De plus elles ne nécessitent plus aucune hypotheése de qualification des contraintes; cela
est vrai plus généralement des lors que les contraintes sont affines.

Proposition III.1 (Simplification de 1’énoncé sous contraintes affines.) Sitoutes
les contraintes @1, ...,pp sont affines, les conditions de Lagrange restent vraies, a l’ex-
ception de l'unicité des multiplicateurs de lagrange, sans [’hypothése de qualification des
contraintes : Vr(u), ..., Vop(u) est libre.
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Démonstration. Lorsque @1, ..., pp sont affines, les vecteurs V1 (%), ..., Vip(x) ne dépendent pas de x € U. Si
la famille V1 (x), ..., Vep(x) n’est pas libre alors, sans perte de généralité, Vg, (x) est une combinaison linéaire de
Ve1(x),...,Vep_1(x) :Vx € U, Vpp(x) = Zf;ll piVpi(x). Or puisque les p; sont affines ¢;(x) = (Vp;(x), x)+k; ;
ainsi on obtient, Vx € U, ¢p(x) = k + Zf;ll pipi(x). En particulier en prenant x € D, k = 0 et la contrainte
¢p(x) = 0 est redondante de sorte qu’on peut la supprimer. On procéde de méme tant que c’est possible pour abou-
tir & une sous-famille de contraintes égalitaires ¢1, ..., ¢, pour 1 < r < p, vérifiant Vi (x),..., Ve, (x) est libre.

Pour cette sous-famille, en un extremum local u € D les conditions de Lagrange s’appliquent et donc 3 A1,..., A € R

tel que Vf(u) +>°7_; AiVy;(u) = 0. En posant Arp1 =+ = Xp =0, on a aussi Vf(u) + X7 ; \iVep;(u) =0. O

Théoréme III.2 (CNS en programmation convexe.) Sild est un ouvert conveze, si
f est différentiable et convexe et si 1, ..., @, sont affines, alors u est un minimum global
de fsurD={xelU | pi(x)=0,Vi=1,...,p}, si et seulement si IA1,..., A\, € R tels
que :

Vi) + > AiVepi(u) =0
=1

Démonstration. Soit u € D un minimum de f sur D. Avec la proposition III.1 on peut appliquer le théoreme III.1
et on obtient les conditions nécessaires de Lagrange en u. Pour la réciproque on renvoie a la preuve du théoreme

II1.6 ou elle est démontrée dans un cadre plus général. d

II1.1.5 Conditions, nécessaire, suffisante, du second ordre

En l’absence de '’hypothese de convexité les conditions de Lagrange n’offrent qu’une
condition nécessaire a l’existence d’extrema (qui plus est sous des conditions suffisantes de
qualification des contraintes), et il est utile d’établir des conditions nécessaire, suffisante
a l'ordre 2, comme nous 'avons fait dans le cas sans contrainte. C’est ce que nous faisons
ici.

Soit U un ouvert de R", soit ¢1,...,¢, : U — R des applications de classe Cl et
soit D ={xeU CR"|pi(x)=0,Vi=1,...,p} CR™ Sien u les vecteurs Vyi(u),...,
Vp(u) sont linéairement indépendants, alors I’espace tangent 7,D & D en u existe (voir
page 116) et

TuD = {x e R"|(Vpi(u),x) =0,Vi=1,...,p}

C’est un sous-espace vectoriel de R™ de dimension n — p.

Théoréme II1.3 (Conditions, nécessaire, suffisante, du 2¢ ordre.) Soit U un ou-
vert non vide de R" et soit f,¢1,...,¢p : U — R des applications deuz fois différentiables.
Soit u € D tel que Vi(u),...,Vy,(u) soient linéairement indépendants. Alors :

(CN) Siu est un minimum (resp. mazimum) local de f sur D, alors :

FINERP, VyiLl(u,\) =0, et
Vx € TyD, (VAL(u,\)x,x) >0 (resp. <0),
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(CS) Si

INERP, Vil(u,\) =0, et
Vx e TyD\ {0}, (VZL(u,\)x,x) >0 (resp. <0),

alors u est un minimum (resp. maximum) local strict de f sur D.

Démonstration. Soit x € D un point dans un voisinage de u dans D, En écrivant le développement de
Taylor-Young de f a l'ordre 2 au voisinage de u,

1
fx) = f(a) =(Vf(u),x —u) + 5 (x — w) ' V2 f(u)(x - u) + o(f|x — uf|?) (E)
ainsi que le développement de Taylor-Young de ¢; a 'ordre 2 au voisinage de u :

0= i(x) = pi(n) = (Vepi(u),x —u) + %(X —u) Vi (u)(x — u) +of|x — u|*) (Ei)

Ainsi en formant I'équation (E) — Y% | Ai(E;) on obtient en posant A = (A1,...,Ap) :

) = f(u) = L(x,A) = L(u,A) = (VL(w, A), x — ) + %(X —u) ViL(uA)(x —u) +oflx —ul*) (x)

De plus, par définition de I’espace tangent, x —u = d + o(||x — ul|) ot d € TyD. Aprés avoir remarqué
tout cela le méme argument que celui utilisé dans la preuve du théoreme I1.4, en remplagant la formule
de Taylor-Young & l'ordre 2 par 1’équation (x) et I’équation d’Euler (théoréme II.3) par la condition de

Lagrange (théoréme III.1) prouve les deux conditions. O

Remarques. — La condition Vx € TyD, (V2L(u,\)x,x) > 0 est vérifiée notamment
lorsque V2L£(u, \) est semi-définie positive (et similairement pour semi-définie négative).
— La condition Vx € TyD \ {0}, (VZL(u,\)x,x) > 0 est vérifiée notamment lorsque
V2L(u, \) est définie positive (et similairement pour définie négative).

— Comme dans le cas sans contraintes la condition suffisante s’utilise pour prouver qu’un
point est extremum, tandis que la condition nécessaire s’utilise pour prouver qu’un point
n’est pas un extremum. En un point critique u du lagrangien, si I'on n’a que l'inégalité
large Vx € Ty D, (x —u)"V2L(u,\)(x —u) > 0 (ou < 0) on ne peut rien en déduire.

— A part dans le cas ou V2L(u, \) est définie positive ou négative, ces conditions sont
bien moins pratiques a manier que les conditions d’ordre 2 dans le cas sans contrainte
(théoreme I1.4) puisqu’on ne possede pas de critére simple ou général pour vérifier les
inégalités sur T, D. Aussi leur usage en est-il bien moins systématique. Cependant en ’ab-
sence d’informations supplémentaires (convexité,...) c’est ce que on peut faire de mieux,
et elles peuvent s’avérer parfois tres utiles.

Exemple. Soit f(z,y) = 322 + 4y sur D = {(x,y) € R? |22 + y? = 1}. Puisque f est
continue sur le compact D, il existe un minimum et un maximum global de f sur D.

6x 2x 6x + 2A\x
Viz,y) = ( 8y )  Velz,y) = ( % > o VxL(z,y,A) = ( Sy + 2y )
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Puisque V(z,y) # 0 sur D on peut appliquer les conditions de Lagrange :

6x + 2Xxx = 0 ()
8y + 2\y = 0 (2
@+ Yy =1

A# —4ou —3 = x =y =0 impossible avec (3)

=4 oo &y

On obtient 4 solutions :

o
I

é) ;d—<_(1)> (avec A = —3)

Enu=aoub, Vp(u) = < j:(2)),etd0ncTuD—< <(1)>>

V2L (u, —4) = ( ‘g 8 )

Pour tout x = (x,0) # 0 € TyD, x' V2L(u, —4)x = —22%? < 0. Donc a et b sont deux
maxima locaux.

Enu:coud,Vgp(u):(ig>,etd0nCTuD:<<(1)>>.

V2L (u, —3) = ( 8 . >

Pour tout y = (0,y) # 0 € TyD, y' V2L(u,—3)y = 24> > 0. Donc c et d sont deux
minima locaux.
Tous les extrema sont globaux, par compacité, et car f(a) = f(b) et f(c) = f(d).

II1.1.6 Programmation quadratique sous contraintes égalitaires

Nous appliquons maintenant a la programmation quadratique sous contraintes égali-
taires les notions vues ci-dessus, plus précisément les conditions de Lagrange et la prise en
compte de la convexité.
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Soit f(u) = 2uTAu—b"u ot A € M,(R) est symétrique et b € R, ainsi que les
contraintes affines : ) .
p1(u) = 325 miz; = c

pi(u) =377 mix; = ¢

pp(u) = Z;‘L:I Mp;Tj = Cp

On note M = (my;) e Mpn(R) et c=(c1,...,¢p) € RP.

i=1...p
j=l..n
Les contraintes étant affines on pourra se passer de ’hypothese de qualification des

contraintes pour appliquer les conditions de Lagrange (cf. proposition III.1 plus haut).
Elles s’écrivent ici :

VxL(, ) =Vf()+> AVei(u) =0
i=1

Mu =c

Grie)(3)-(2)

Théoréme I11.4 (Programmation quadratique sous contraintes égalitaires.)
Soit f(u) = %uTAu — b u sous la contrainte Mu = c. Supposons p < n et le domaine
non vide.

{ Au—b+M'\ =0

e Si A est semi-définie positive (resp. négative), alors un extremum, s’il existe, est global
et caractérisé par le systeme (S).

e Si A est définie positive (resp. négative) alors 3! minimum (resp. mazimum) global et
il est caractérisé par le systéme (S).

Démonstration. Quitte & changer f en —f on se raméne au cas ot A est (semi-)définie positive. La premiere
assertion est une conséquence immédiate des théorémes I1.9 et II1.2. Quand & la deuxiéme assertion, le domaine
étant non vide c’est un sous-espace affine de R™ de dimension > 0 et par suite un fermé non borné; le théoreme I1.9

montre que f est fortement convexe et donc admet un unique minimum global. ]

Exemple. Considérons dans R? la droite A d’équation :

e1(z,y,2) = 10x + 15y + 202 — 60 = 0
wa2(z,y,2) = —6x 4+ 5y + 102 —20 =0

Quelle est la distance de A a l'origine ?
La distance de A a lorigine est par définition la distance minimale de I'origine & un
point de A. Le probleme se ramene donc au probleme d’optimisation :

min  f(z,y,2) = 2 + ¢ + 2*
(z,y,2)EA
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La fonction f est quadratique, f(x) = %XTAX avec :
x 2 00
x=1y ; A= 0 2 0
z 0 0 2
Les contraintes sont affines, la matrice et le vecteur des contraintes sont :
10 15 20 60
M_<—6 5 10> ’ C_<20)

Puisque A est définie positive, il existe un unique minimum, global, de f, caractérisé par

le systeme :
A[MTN[/u) _ (0
M| 0 A) \ec
0
0

2 010 -6 x 0
0 2 0|15 5 y 0
0 2 120 10 2 =1 o
10 15 2010 © A\ 60
-6 5 100 0 o 20
Le systeme a pour solution exacte :
(538841282 536 32
min 9417705 705 7 T 735257 T2 T 705
donc,
88 , 884, 1232, 3536
o= (—— — — ) =—=a5.1
Frmin (141) +(705) +(705) 705 5,1055

et la distance v/fmin de A & lorigine est proche de v/5.
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I11.2 Optimisation sous contraintes : le cas général

On généralise ici les conditions vues précédement dans le cas ou toutes les contraintes
étaient égalitaires au cas général ou les contraintes sont égalitaires ou inégalitaires. Les
conditions de Lagrange se généralisent aux conditions de Karush-Kuhn-Tucker.

I11.2.1 Conditions de Karush-Kuhn-Tucker

Le théoreme suivant généralise les conditions de Lagrange (théoreme II1.1) au cas de
contraintes égalitaires et inégalitaires.

Soit U un ouvert non vide de R™ (souvent, Y = R"); soit f : U — R une application
différentiable. Soient @1, ..., ¢p, V1, ..., %, : U — R des applications de classe C* (p,q >
0). Et soit :

D:{XEU| @Z(X):O,Vlzl,,p, ¢J(X)<07VJ:1,HJ}

contraintes égalitaires contraintes inégalitaires

Pour énoncer le théoreme nous avons encore besoin d’une hypothese de qualification des
contraintes en u € D :

(QC)y : {Vei(u),...,Vep(u)} U {Vy;(u) | ¥;(u) =0} est une famille de vecteurs

linéairement indépendante.

Théoréme III.5 (Conditions nécessaires de Karush-Kuhn-Tucker.) Sous les hypo-
théses énoncées ci-dessus, si u € D est un minimum local de [ sur D, et si ’hypothese
(QC)u est vérifiée, alors IV, ..., Np, f11,..., 1q tels que :

(i) V() + 321 AiVei(a) + 327 1 Vbi(u) =0

(i) ¥j=1,...,q, u; >0

(tii) Vj=1,...,q, pj =0 sij(u) < 0.
Démonstration. On ne montrera la condition (i) que sous ’hypothese plus forte que toutes les applications sont

deux fois différentiables et 'on admettra qu’elle reste vraie sans cette hypotheése. C’est un moindre cout face au gain
de simplicité apportée par notre preuve.

On se rameéne & un probléme d’optimisation & contrainte égalitaire en ajoutant ¢ variables y = (y1,...,¥q) :
min f(x)
x,y

Yi(x)+92 =0 Vji=1,....q

son domaine D’ est inclus dans D xR? C R™19, et il a pour minimum local (u,y) si et seulement si u est un minimum
local de f sur D. On va lui appliquer les conditions de Lagrange (théoreme I11.1). En u € D, 'hypothese (QC)u nous
assure que I’hypotheése de qualification des contraintes en (u,y) nécessaire & son application est satisfaite. Notons
L(u,y, X, 1) le lagrangien de ce probleme et £(u, A, i) le lagrangien du probléme obtenu en prenant y; = -+ = yq =
0. On obtient IA1,...,Ap, p1,...,uq, tels que :

Vf(u) Vi(u) Vip;(u)
0 P 0 g 0
VxL(u,y,\, p) = . +Z)\¢ . +Z,uj 2y, =0
: i=1 : j=1
0 0 0
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En particulier on obtient la condition (2), et de plus Vj =1,...,q, p;jy; =0, c’est & dire u; = 0 dés que ¥, (u) < 0,
c’est la condition (44%).

Pour montrer la condition (i%), comme dit plus haut, on suppose en outre que les applications sont deux fois
différentiables. On applique la condition nécessaire a I’ordre 2 (théoréme II1.3). On a la matrice :

o --- 0
VEL(w, A, 1)
2 _ o --- 0
Ve L(u,y, A\ p) = 0 0 2u1 -+ O
0 v ... 0 0 - 24

Or puisque p;y; = 0, y; = 0 dés que p;j # 0. En particulier le vecteur e; de R"*? dont la (n + j)-éme coordonnée
est 1 et toutes les autres sont nulles est dans ’espace tangent & D’ en (u,y). Puisque e;ViE(u,y, A pe; = 244,
la condition nécessaire du second ordre implique que u; > 0. On obtient donc la condition (i3).

L’unicité des multiplicateurs est une conséquence immédiate de I’hypotheése de qualification des contraintes. O

Remarques. — Les \;, i1; sont appelés les multiplicateurs de Lagrange-KKT ou multipli-
cateurs de Lagrange généralisés.

— Pour un probléme de maximum il suffit de changer la condition (ii) en (i) : Vj =
1,...,q,p; <0.

— Une contrainte inégalitaire 1); est dite insaturée ou inactive en u si ¢j(u) < 0, et sinon
elle est dite saturée ou active.

— Dans le cas d’une contrainte insaturée ;(u) # 0, le coefficient de Lagrange-KKT corres-
pondant est nul : p; = 0, c’est-a-dire que cette contrainte ne compte pas. Lorsque toutes
les contraintes inégalitaires sont insaturées en u on retrouve les conditions de Lagrange.
C’était prévisible, I’ensemble des points de R™ ou toutes les contraintes inégalitaires sont
insaturées est un ouvert U et ’on est dans le cadre d’application du théoreme de Lagrange
(théoreme II1.1), son domaine n’étant plus défini sur U que par les contraintes égalitaires.

— En I'absence de ’hypothese de qualification des contraintes, on a tout de méme ’exis-
tence de A1,..., \p et o, f1, - . ., fig, vérifiant les conditions (i7) et (4i7), non nécessairement
uniques, tels que pg = 0 et :

p q
poVF(0) + > AiVii(w) + > V() = 0
i=1 j=1

Seulement lorsque pg = 0 cette équation n’est pas informative sur f. Les hypotheses de
qualification des contraintes sont la pour pallier a cette éventualité.

Notations Lagrangiennes. Comme pour un probléme d’optimisation sous contraintes
égalitaires, on parle du lagrangien d’un probleme d’optimisation sous contraintes égalitaires
et inégalitaires. C’est "application :

£L: R"xRPx (Ry)? — R

(X> A :u) — ﬁ(X, A, :u) = f(X) + E )\iSDi(X> + Zﬂjwj(x) .
i=1 j=1
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Lorsque toutes les applications sont différentiables, le vecteur gradient du lagrangien en
u € R" est :

Vi L(u, A, p) = V() + > \Ves(u) + Y Vips(u)
=1

i=1

La condition (i) de KKT s’écrit alors, sous les hypotheses adéquates :
INeRP pe (R, ViL(u, A\, pu)=0.

On définit aussi, lorsque les applications sont deux fois différentiables, la matrice Hessienne
du lagrangien en u € R", par :

p q
VaL(u A p) = V2 f(u) + Y NViei(a) + > 1 V;(u) .
i=1 j=1

II1.2.2 Prise en compte de la convexité

Dans le cas de la programmation convexe, c’est-a-dire si de plus :
— U est un ouvert convexe de R (notamment lorsque U = R"),
— f est convexe,
— @i, i =1,...,p, est linéaire,
—j,7=1,...,q est convexe,

d’une part, les conditions de KKT sont aussi suffisantes, comme montré ci-dessous, d’autre
part avec le théoreme II.6, le minimum u n’est pas seulement local mais aussi global.
Ainsi, en programmation convexe (différentiable), nous arrivons a une caractérisation
quasi-compléte d’'un minimum, exprimée par des conditions du ler ordre, que ce soit
dans le cas sans contraintes ou sous contraintes, avec pour seul bémol, lors de la présence
de contraintes inégalitaires, le fait que les conditions de KKT ne sont nécessaires qu’en un
minimum u vérifiant une hypothéese de qualification des contraintes.

Théoréme III.6 (Suffisance des conditions KKT en programmation convexe.)
En programmation conveze, les conditions (1), (i) et (iit) de KKT en u € D sont aussi
suffisantes pour que u soit un minimum global de f.

Démonstration. Soit u € D en lequel les conditions (i), (it) et (4¢) de KKT sont satisfaites pour certains
AL, .-y Aps 1, - -, g Soit v un point quelconque de D. Puisque v € D et p; > 0, f(u) < f(u) — > F_; Migi(v) —
Z?:l w;9;(v). Puisque u vérifie les conditions (ii) et (iii) de KKT, f(u) < f(u) — >0 Xi(pi(v) — wi(u)) —
23:1 1 (¥ (v) — 1j(u)). Puisque les @;,1; sont convexes, en appliquant le théoréme IL.5.1 on obtient f(u)
Fv) = 3P MiVei(u)(v —u) = X7, 4;VY;(u)(v — u). Alors avec la condition (i) de KKT en u, f(u)

f(v) + Vf(u)(v — u). Puisque f est convexe, on utilise le théoréme II.5.1 avec cette derniere inégalité pour

<
<

en déduire que f(u) < f(v); donc u est un minimum global de f sur D. |
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Remarque. Nul besoin d’hypothese de qualification des contraintes pour la suffisance des
conditions KKT; elles sont cependant nécessaires pour la nécessité des conditions. Elles
se simplifient cependant considérablement, comme nous le voyons ci-apres.

I11.2.3 Qualification de contraintes affines et convexes

Les nouvelles conditions de qualification des contraintes que nous allons énoncer tirent
parti de la convexité, ou de ’affinité, des applications contraintes ; pour s’appliquer il n’est
nullement besoin que la fonction f vérifie une quelconque hypothese de convexité.

Comme dans la section précédente, on peut simplifier I’énoncé du théoreme II1.5 en se
passant de I’hypothése de qualification des contraintes lorsque les contraintes égalitaires
ainsi que les contraintes inégalitaires actives sont affines. On perd ce faisant 'unicité des
multiplicateurs de Lagrange-KKT.

Proposition II1.2 (Qualification de contraintes affines.) Si en u € D, toutes les
contraintes €galitaires et inégalitaires actives sont affines alors on peut se passer de ’hy-
pothése (QC)y dans le théoréme II1.5, a ceci prés que les multiplicateurs de Lagrange-KKT
ne sont plus nécessairement uniques.

Démonstration. La preuve procéde de la méme fagon que pour la proposition III.1. d

Nous noterons cette nouvelle hypothese de qualification des contraintes :

(QC,) : Toutes les contraintes égalitaires ainsi que toutes les contraintes inégalitaires
actives en u sont affines.

En fait lorsque toutes les contraintes sont convexes, il suffit méme que cette condition
s’applique en un point w € D arbitraire, et pas nécessairement en u. C’est le résultat que
nous énongons ci-dessous.

Lorsque les contraintes égalitaires sont affines et que les contraintes inégalitaires sont
convexes, on peut affaiblir I’hypotheése de qualification des contraintes dans le théoreme
de Karush-Kuhn-Tucker, en une condition qui ne dépend plus du point considéré.

(QC) : Les contraintes égalitaires sont affines, les contraintes inégalitaires sont
convexes, et Jw € U, tel que pour i = 1,..., ¢ soit ¢; est affine soit ¥;(w) < 0.

Proposition II1.3 (Qualification de contraintes convexes.) Le théoréme II1.5 reste
vrai, a l'exception de l'unicité des muliplicateurs de Lagrange-KK'T, sous [’hypothese de
qualification des contraintes (QC).

On en admettra la preuve, qui aurait necessité de prouver le théoréme II1.5 sous une hy-
pothese de qualification des contraintes plus faibles, I’hypothése Mangasarian-Fromovitz :
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(QCY) : {Vei(u),...,Vyp(u)} forment une famille libre, et
ddy € R", tq (V@l(u),d()} =0,Vi=1,...,p,
et (Vio;(u),do) <0, Vj tel que ¥(u) =0.

Le théoreme II1.5 reste vrai sous cette hypothese (plus faible) de qualification des contrain-
tes, hormis cependant 1'unicité des multiplicateurs de Lagrange-KK'T ; c’est d’ailleurs sous
cette hypothese qu’il est en général énoncé. Il n’est pas difficile de vérifier que (QCy) =

(%u) et que la réciproque en est fausse.

I11.2.4 Programmation quadratique sous contraintes

Nous pouvons d’ores et déja appliquer tout ce que nous avons vu a la programmation
quadratique. Le théoreme qui suit est une conséquence immédiate des résultats précédents.

Théoréme II1.7 (Programmation quadratique sous contraintes.) Soit f une ap-
plication quadratique, f(x) = %XTAX —b'x ot A est une matrice symétrique, et soit D
un domaine défini par des contraintes €galitaires et inégalitaires affines.

Alors, si A est semi-définie positive (resp. négative) un minimum (resp. mazimum,)
global de f sur D, s’il existe, est caractérisé par les conditions (i), (i) (resp. (i), (4ii)
de KKT.

Si de plus A est définie positive (resp. négative), f admet un unique minimum (resp.
mazimum) global sur D.

Nous en laissons la preuve en guise d’exercice d’application.

Exemple. Résoudre le probleme de programmation quadratique suivant.

r+y+z 3
5

3 2 2 2 . =
min x z“ sous les contraintes
Tyt { 2 —y+z <

C’est équivalent au probleme consistant & déterminer dans R? la distance d’un demi-plan
(défini par les contraintes) a l'origine.

Les contraintes étant affines, on peut appliquer telles quelles les conditions (KKT) :
en un minimum u, I\ € R, u € Ry tels que Vf(u) + AVp(u) + pVip(u) =0 :

204+ A+2u = 0

(1) 2yt+A—p =0

22+A+p = 0
(i) prx—y+2-5)=0
(i) p©>0

Supposons que p #0 = 2x—y+2=2>5

7= (=A—2p)/2
(i) = y=(=A+p)/2
z=(=A=n)/2
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r+y+z2=3 = “A=2u—-A+pu—A—pu=6 = 3\+2u=-6 (a)

20 —y+2=5 = 2(-A-2u) — (- A+p)+(-A—p) =10 = A+3p=-5 (b)

En formant (a)—3(b) on obtient 2u — 9u = —6 + 15, soit u = —9/7 < 0 ce qui contredit
(i4i) !

Ainsi p = 0. Donc (7) devient :

204+ A=0
20+ A=0 = 2(x+y+2)+32=0 = 2x3+3XA=0 = A= -2
2z4+2=0

—> x =y =z = 1. On obtient pour solution |u = (1,1,1) |

Pour conclure que u est le minimum global de f sur D, on a plusieurs possibilités :
— f est quadratique sous contraintes affines, de matrice A = Id définie positive.

— f est (fortement) convexe sous contraintes affines.

— f est coercive.

I11.2.5 Conditions nécessaire, suffisante, du second ordre

Nous établissons ici une condition suffisante et une condition nécessaire du second
ordre pour qu'un point soit extremum. La difficulté est qu’en présence de contraintes
inégalitaires il n’existe plus en un point u € D d’espace tangent T,D a D, hormis lorsque
u est dans l'intérieur de D, c’est a dire, plus géométriquement, que u ne ressemble plus
localement a un espace affine. Pour pallier a cette absence nous devons introduire la no-
tion de cone tangent. Elle nous permettra par ailleurs d’interpréter géométriquement les
conditions de KKT.

Définitions.

e En u € D, 'ensemble des indices de contraintes actives, J(u) C {1,...,q}, est ’ensemble
des indices j pour lesquels la j-éme contrainte inégalitaire est active en u :

J) ={je {1, at () =0} .
e Le cone tangent & D en u, noté CyD est le sous-ensemble de R™ :
CuD = {d € R" |(Vipi(u),d) = 0,5 = 1,...,q, (Vi5;(w),d) <0, j € J(w)}

Le cone tangent généralise en cas de contraintes inégalitaires la notion d’espace tangent,
au sens du résultat qui suit. Ce n’est plus un espace vectoriel, mais une intersection de
sous-espaces vectoriels et de demi-espaces.
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Proposition II1.4 (Le céne tangent en tant qu’espace tﬂgent.) Sienu € D une

des hypothéses de qualification des contraintes (QC)y, (QC)u, (QC) ou (%)u est vérifiée,
alors le cone tangent CyD est I'ensemble des directions d € R™ pour lesquelles soit d = 0
soit il existe une suite (ug)ren dans D, non stationnaire, tendant vers u, avec :

[[ug — ull

N P

d + o(|lug — ulf)

Démonstration. Notons Dy = {x € R"|p;(x) = 0,V: = 1,...,p}. Sous l'une quelconque des hypotheses de
qualification des contraintes, 1’espace tangent en u & Dy est TuDo = {d € R™ | (Vp;(u),d) =0, Vi=1,...,p}.
Soit (ug)ren une suite de D non stationnaire qui tend vers u. C’est aussi en particulier une suite de Dg tendant

vers u, et par définition de I’espace tangent TuDo, il existe d € TuDo, tel que : up = u+ “u"‘“cfuu“ d + o(|[ug — u]]).

Montrons que d € CuD. Soit j € J(u), i.e. ¥j(u) = 0. En utilisant un développement de Taylor-Young de ; au
voisinage de u, on obtient :

_ g —uf

¥j(ug) — Pj(a) = ¢;(up) = il (Vipj (), d) + o([lup —ul) <0

puisque uy € D. Il en découle que (Vip;(u),d) < 0 ce qui montre que d € CyD.
Montrons la réciproque. Soit d # 0 € CuD C TuDyp. Par définition de l'espace tangent T Dy, il existe une

suite (ug)ren de Do, non stationnaire, tendant vers u, avec uy = %d + o(|lug, — ul|). Il nous suffit de montrer

qu’a partir d’un certain rang k, uj € D. Soit j € J(u), c’est a dire tel que ;(u) = 0. Alors en considérant un
développement de Taylor-Young & I'ordre 1 de %; au voisinage de u, on obtient comme ci-dessus

[ug — ul

)= ]

(V;(u),d) +o(|lug —ulf) .
————

<0

Cela montre que pour k suffisamment grand, pour tout j € J(u), ¥j(ug) < 0. Par ailleurs, pour j € J(u), ¢;(u) <0
et par continuité de v;, & partir d’un certain rang ;(uy) < 0. Tout cela montre que uy, est dans D pour k assez

grand, ce qui achéve la preuve. O

FIGURE I11.3 — Le cone tangent CyD a D en u. C’est une intersection de demi-espaces (pour
chaque contrainte inégalitaire active) et de sous-espaces vectoriels (pour chaque contrainte
égalitaire). On a représenté aussi la direction de plus grande pente —V f(u). Si u est un
minimum local elle se trouve dans le cone polaire de C,D (délimité ici par u, Vi1 (u) et

Vipa(u)).
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Interprétation géométrique des conditions KKT. Les conditions nécessaires de
KKT, s’expriment géométriquement par : en un minimum (resp. maximum) local u de f
sur D, la direction de plus grande décroissance (resp. accroissement) de f, —V f(u) (resp.
Vf(u)) est dans le cone polaire de Cy, D, c’est a dire {c € R" |Vd € C,D, (d,c) < 0} (voir
figure I11.3). En présence de contraintes uniquement égalitaires, le cone polaire n’est rien
d’autre que 'orthogonal de I’espace tangent.

Théoréme III.8 (Condition suffisante du 2¢ ordre.) Soit U C R"™ un ouvert, on
suppose que f,p1,...,0p01,...,%y sont deuzx fois différentiables sur U, et que u € D
vérifie une des hypotheses de qualification des contraintes.
Siu € D wérifie les conditions (i), (ii), et (iti) de KKT, en particulier si il existe
A€ERP, e (Ry)4 tels que :
VxL(u, A\, ) =0

et si de plusVd # 0 € CyD, :
(ViL(u, A, p)d, d) > 0.

(i.e. V2L(u,\, ) est définie positive sur CyD), alors u est un minimum local strict de f
sur D.

Démonstration On note au point u € D, L(u, A\, u) le laplacien du probléeme avec contraintes égalitaires et
inégalitaires et L£(u,\) le laplacien du probléme ne comportant que les contraintes égalitaires. Soit x dans un
voisinage de u dans D. Comme dans la preuve du théoréme II1.3, on établit :

F) = f(u) = Lx,A) = L(w,A) = (VxL(1,A), x —u) + %(X —u) VLN (x —u) +o(x—ul?) (B

Par ailleurs, pour j = 1,...,q le développement de Taylor-Young & l'ordre 2 de v; dans un voisinage de u s’écrit :

¥j(x) = ¢ (u) = (Vih;(u), x —u) + %(X —u) " V25 (u)(x —u) + o|lx — uf|?) (E5)

On forme alors ’équation (E) + 231-:1 15 (E;). On obtient :

q
F) = F() + > i (05(%) — v (w) = (VxL(u, A, 1), x — ) + %(x —w) " VEL(u A, p)(x — 1) + of|lx — ul|?) (%)
j=1

Les conditions (%) et (i73) de KKT impliquent que 231:1 1 (Y5 (x)—1;(u)) <0, et la condition (i) que (VxL(u, A, u),
x —u) = 0, ainsi pour d € CyD :

l[x — ull?

T2 2
e @ VAL A+ oflx — ul?)

1
FOO) = f(w) > 50— )T VRL(u, A, ) (x = w) + of[jx — ul|?) =
Puisque d T VZ£(u, A, u)d > 0 on obtient f(x) — f(u) > 0 pour x suffisamment proche de u : u est un minimum
local de f sur D. d

Afin d’énoncer une condition nécessaire du second ordre, nous devons nous restreindre

a un sous-ensemble du cone tangent. On se place pour cela sous les hypotheses du théoreme
II1.5.
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Définition. Soit u € D, un point vérifiant une hypothese de qualification des contraintes
ainsi que les conditions (i), (i7) et (i7i) de KKT.

e Notons :

Jt(u) = {j e{l,...,q}|Yj(u) =0et p; > 0}
C’est ’ensemble des indices des contraintes fortement actives en u. Notons que, plus
simplement, J*(u) = {j e{l,...,q}|pj # 0}.

e Notons
CiD = {d € CuD | (Vi;(u),d) = 0, j € J*(u), }

Théoréme II1.9 (Condition nécessaire du second ordre) Soit U C R" un ouvert,
on suppose que f,p1,...,0p01,. ..,y sont deux fois différentiables sur U, et que u € D
vérifie une des hypotheses de qualification des contraintes.

Si u est un minimum local de f sur D, les conditions (i), (it), (iii) de KKT sont
satisfaites, en particulier 3N € RP € (R1)? tels que :

VxL(u, A\, ) =0

et de plus, Vd € Cf D, :
(ViL(u, A, p)d, d) >0

(i.e. V2L(u,\, 1) est semi-définie positive sur CyD).

Démonstration. Il suffit de montrer que sous ces hypotheses, Vd € CE D, : (V2L(u,\, ) d, d) = 0. Comme dans
la preuve du théoréme IIL.5, on retranscrit le probléeme d’optimisation comme le probléme d’optimisation (Q) sous
contraintes égalitaires :

min f(x)
X,y

Yj(x)+y;=0 Vji=1,...,q

Notons D’ son domaine, il intersecte R™ x 0 en D X 0, et notons v = (y/—=¢1(u),...,/—1¥q¢(u)) € R? de sorte que
u’ = (u,v) € D’. Comme conséquence de la proposition I11.4, I’espace tangent T,y D’ intersecte R"™ x 0 en CyD X 0.
Le point u’ est un minimum local de (Q), et vérifie ’hypotheése de qualification des contraintes, par construction
et car u vérifie une telle hypotheése. La condition nécessaire du second ordre (théoréme II1.3) implique alors que
Vx € R™,y € RY, tels que (x,y) € TwD’, on a (x,y) VZL(u, v, \, u)(x,y) = 0. Or,

0 -~ 0
VEL(u, A, 1)
) B 0 -~ 0
ViLl(u, v, p) = 0 0 %1 - 0
0 -+ -+ 0 0 - 2ug

et donc, en notant y = (y1,...,Yq),

q
(,y) T VEL(W, v, A ) (x,y) = x T VELW A )X +2 ) piys -

i=1
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Notons T:,D’ ={d e TyD'|Vje JT(u), (Vy;(u),d) =0}. Orsid € T,yD’, en notant v; = 1/—1;(u),
Vi=1,...,¢, (Ve;(w)"[0...02v;0...0)d=0
donc pour tout d € T:",D’, si j € Jt(u), la j® coordonnée de d est nulle. D’autre part si j & J*(u), on a p; = 0.
Ainsi : V (x,y) € TS D/,
0=(xy) VEL(u,v,\ p)(x,y) = x VEL(W, A, p)x .

Or, T:CD’ N(R™ x 0) = C&D x 0. On a donc montré que Vx € CI D, xTV2L(u, \, u)x = 0. ]

I11.2.6 Points-selles du Lagrangien : introduction a la dualité
On se rappelle qu’au probléeme d’optimisation sous contrainte :
min  f(x)
pi(x)=0,Vi=1,...,p, (P)
Yi(x) <0,Vj=1,...,q,
on associe le lagrangien du probleme (cf. p.63) :
L: R'xRPx(Ry)? — R

(x, A, 1) — LA ) = FR) D Niei(x) + D it (x)
i=1 j=1

(en notant A = (A1, ..., Ap) et o= (p1,...,tq))-

Définition. On appelle point-selle du lagrangien tout triplet (z*, A\*, u*) € R"xRP x (R )?
vérifiant :

Vi(x, A p) €R" X RV x (Ry), L(x", A, 1) < L(x5, N, p1%) < L(x, A 1)

c’est-a-dire que : — x* est un minimum de x — L£(x, \*, u*), et

— (A%, 1*) est un maximum de (A, p) = L(x*, A, ).
Proposition ITL.5 (Caractérisation d’un point-selle.) Si (x*, \*,u*) € R® x RP x
(Ry)? est un point-selle de L(x, A\, p), alors :

sup inf L(x, A, n) = L(x*, \*, u*) = inf sup L(x,\, p) .
AU X X AU

Démonstration. On a toujours : inf L£(x, \*, u*) < L(x*, \*, u*) < sup L(x*, A\, 1), ce qui implique :
A

X

sup inf L(x, A, p) <inf sup L(x, A\, p) .
Ap o x x A

D’autre part, puisque (u*, A\*, u*) est un point-selle, on a :

inf sup L£(x, A, p) <sup L(x™, A\, pu) = L(x*, \*, u*) = inf L(x,\*,p*) <sup inf L(x,\,pu) .
X Ap A x Ap X

et on a donc la conclusion recherchée. ]
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Théoréme III.10 (un point-selle du lagrangien founit une solution a (P).) Si
(x*, A%, ") € R" x RP x (R)? est un point-selle du lagrangien du probléme (P), alors x*
est solution du probléme (P).

Démonstration. L’'inégalité £(x*, A\, u) < L(x*,X\*, 1*), V, (A, 1) € RP x (R4)? montre que :

p q

Z(A _)‘ Z l"] d’] )gﬂ

=1 7j=1

En faisant tendre 1 vers +oo cela montre que ¢ (x*) < 0. En faisant tendre \; vers 400 cela montre que ¢;(x*) < 0,
et en le faisant tendre vers —oo, que ¢;(x*) > 0, et donc ¢;(x*) = 0. Ainsi x* est dans le domaine admissible D.
En particulier, >-7_, M;(x*) + 23:1 wi;(x*) < 0. Mais avec I'inégalité ci-dessus, en prenant p; = 0 pour
j=1,...,q, on obtient aussi >7_, AM¢;(x*) + 23:1 w35 (x*) 2 05 on obtient donc :

q
me )+ H5u(x) =0
=1

En combinant cette égalité avec L(x*, \*, u*) < L(x,A\*, u*) pour tout x € R", on obtient donc : Vx € R"
q
fx +Z>\1% X) + Y (%)
j=1

en particulier pour tout x € D,
f(x") < f(x)

ce qui montre que x* est solution de (P). O

Remarquer que ce résultat ne nécessite aucune hypothese que ce soit sur f ou sur les
contraintes. Par contre la réciproque ne peut s’établir que sous des hypotheses relativement
fortes.

Théoréme II1.11 (Cas ou la réciproque est vraie.) Supposons que f est dérivable
et convere, Q1,...,pp sont C! et affines, et 1, ... g sont C' et convexes. Soit x* un
point du domaine admissible vérifiant une hypothése de qualification des contraintes.

Si x* est solution du probléme (P), alors il existe (A\*,u*) € RP x (R4)? tel que
(x*, \*, u*) soit un point-selle du lagrangien.

Démonstration. On est dans le cadre d’application des conditions KKT (théoréme IIL5). Il existe donc A* € RP,
p* € (Ry)?, vérifiant les conditions de Karush-Kuhn-Tucker :

P q P q
Do)+ D () =0, et VI(XT)+ D A Vei(x") + D piVi(xT) =0
i=1 j=1 i=1 j=1
La premiére condition de KKT, avec le fait que x* € D, montre que pour tout (A, ) € RP x (R4)9 :
P q
LA p0) = FO) + D Ni(x") + D uj(x") < f(x7) = LT, A7, 1)
i=1 j=1
Pour ce couple (A\*,p*), 'application x — L(x,\*, u*) est convexe car somme d’une application affine, et donc
convexe, X — Y0 | A¥p;(x) et de ¢ applications convexes x pj¥;j(x). Ainsi la deuxiéme condition de KKT

montre que x* en est un minimum global (théoréme II1.6), et donc Vx € R™, L(x*, \*, u*) < L(x, \*, u*). Ceci

montre que (x*, A\*, u*) est un point-selle du lagrangien. |
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Exemple. Le probleme de minimisation suivant :

min x

x>0
est un probleme de programmation convexe qui a pour solution évidente x = 0. Son
lagrangien est £(z,u) = = — pxr qui admet un unique point-selle sur R x Ry en 2 = 0,
w =1, (voir figure I11.4) qui fournit le minimum et le multiplicateur de Lagrange associé.

FIGURE II1.4 — Le graphe du lagrangien £(z, u) = x — ux admet un unique point selle en
z=0,p=1.

Ainsi, en programmation convexe, sous des hypotheses adéquates (de différentiabilité et
de qualification des contraintes), une solution u* du probléme (P) correspond exactement
avec le premier argument d’un point-selle (u*, A*, ©*) du lagrangien. La connaissance des
arguments (A*, u*) d’un point-selle permettrait donc de ramener le probleme (P) a un
probléme sans contrainte :
inf L(x, \*, ") .
xER™

Comment trouver un tel couple (A*, u*)?

Avec la proposition II1.5, on a

L(x*, A", 1) = inf L(x,\",n") =sup inf L(x, A, p) .
xER™ Ap X

On se ramene donc & chercher (A*, u*) € RP x (R4 )? comme solution du probléme :

F\",u*) = sup F(\ p) (Q)
u=0, A

ou :
F:RP x (Ry)Y—R

(Aau)__%'FTA7M):: E%L‘E(XvAaM)‘
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Le probleme (Q) est appelé le probléeme dual de (P), qui est alors appelé probléme pri-
mal. C’est un probleme d’optimisation sous contraintes, mais avec des contraintes parti-
culierement simples, puisqu’il ne s’agit que de contraintes de signe sur les coefficients de
.

Par construction, sous les hypotheses du théoreme II1.11, si x* est un minimum du
probleme (P) alors le probleme (@) admet une solution (A*, u*) € RP x (R4 )7 telle que
(x*, \*, *) soit un point-selle du lagrangien.

Exemple. Si l'on reprend 'exemple ci-dessus, F(u) = —oo si u # 1 et F(1) = 1. Le
probleme dual a donc pour solution pu = 1.

Jean-Philippe Préaux - Optimisation Continue
http://www.cmi.univ-mrs.fr/~preaux


http://www.cmi.univ-mrs.fr/~preaux

II1.2- Optimisation sous contraintes : le cas général 75

Exercices.

Exercice 1. Retrouver les résultats obtenus aux exemples A et B du §111.1.2 en appli-
quant les conditions de Lagrange.

Exercice 2. Considérons I'application f : R?> — R définie par :
flay) =2 +y* + 2% +y* -1

déja étudiée dans ’exercice 1 du chapitre 2.

Soit C = {(z,y) € R?|x? + 42} le cercle unité de R2. Justifier de l'existence d’extrema
globaux de f sur D, et les déterminer.

Exercice 3. On évalue que le volume de vente d'un produit est fonction du nombre
de publicités dans les magazines = et du nombre de minutes de temps de télévision y :
f(z,y) = 3zy — 22 — 3y%. Chaque publicité dans les magazines et chaque minute de
télévision cotitent 100 u.m.. On dispose de 2800 u.m. de budget de publicité. Comment
I’allouer de facon optimale pour maximiser la vente de ce produit ?

Exercice 4. (Probleme de Kepler.)
Inscrire dans l'ellipsoide £ = {(x,y, z) € R3|2%/a® + 4?/b + 22/c* = 1} le parrallépipede
de volume maximal dont les arétes sont paralleles aux axes.

Exercice 5. (Probleme de Tartaglia)
Décomposer le nombre 8 en deux parties positives pi1, ps de sorte que le produit de leur
produit par leur différence soit maximal.

Exercice 6. Soit A une matrice symétrique réelle. Justifier que le probleme :

max x' Ax
[Ix[I<1

admet une solution u. Que représente u pour la matrice A?
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Chapitre III- Algorithmes Itératifs
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Chapitre IV

Algorithmes itératifs

Soit le probleme d’optimisation :

min f(x

xeD f( )

pour f : R" — R et D C R™ défini a l'aide de fonctions contraintes égalitaires et
inégalitaires. On cherche a se rapprocher algorithmiquement d’une solution en construi-
sant une suite (u,)peny de R™ qui converge vers une solution u du probléeme, c’est a dire
un minimum global de f sur D. On établit pour cela plusieurs méthodes, et on s’intéresse
a:

e des conditions suffisantes sur f et D pour que u, — u,

e sa vitesse de convergence.

Nous établirons d’abord des algorithmes dans le cas sans contrainte, i.e. D = R"”, puis
dans le cas sous contraintes. Nous verrons plusieurs types de méthodes; on les classifie
parfois en :

e Les méthodes directes. Elles n’utilisent pas les dérivées de ’application. Nous n’en ver-
rons aucune, mais on peut citer comme exemple la méthode de Hooke-Jeeves qui consiste
a fixer un pas p > 0 puis a construire ugy1 a partir de ug, en choisissant parmi tous les
points ux £ pe; (ou e, i = 1,...,n désignent les vecteurs de la base canonique) celui dont
la valeur prise par f est minimale. Si ug4+1 = ui on dimimue le pas. Cette méthode est
employée pour minimiser une application non différentiable ; sa convergence, lorsqu’elle a
lieu, est tres lente.

e Les méthodes de descente. Elles utilisent les dérivées d’ordre 1. Ici ugy1 est construit a
partir de ui en choisissant une direction de descente di et un pas de descente pi > 0, tels
que Uy 1 = ug+prdy. Nous en verrons plusieurs : la méthode de relaxation qui prend pour
direction de descente la direction des axes de facon cyclique et calcule le pas de descente en
se ramenant a un probleme de minimisation a une variable ; la méthode du gradient a pas
optimal qui prend comme direction de descente la direction locale de plus grande pente,
l'opposé du vecteur gradient, et détermine le pas optimal en se ramenant & un probleme a
une variable ; ces deux dernieres méthodes ont pour désavantage la résolution a chaque pas
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d’un probléme a une variable ; la méthode du gradient a pas fixe s’en démarque en fixant
le pas; enfin nous verrons la méthode du gradient conjugué, tres ingénieuse, qui pour une
fonction quadratique elliptique trouve le minimum en au plus n-itérations : on parle d’une
méthode exacte par opposition aux méthodes approchées qui ne peuvent qu’approcher une
solution.

e Les méthodes utilisant les dérivées secondes. 11 s’agit essentiellement de la méthode de
Newton (et de ses variantes) qui plus généralement détermine les zéros d’'une applica-
tion. Sous des hypotheses suffisantes sa convergence est tres rapide ; elle a cependant pour
désavantage de n’étre que locale : il faut choisir le point initial suffisamment proche du
minimum.

Dans le cas sous contraintes, les méthodes que nous verrons sont déduites des méthodes
ci-dessus en utilisant le théoreme de projection convexe : méthode de relaxation sous
contraintes, méthode de gradient projeté. Elles nécessitent cependant d’exprimer ’opéra-
teur de projection convexe, ce qui n’est possible que dans des cas tres simples. La méthode
d’Uzawa quant a elle contourne cette difficulté en mettant a profit la théorie de la dua-
lité convexe (§111.2.6) pour résoudre le probleme dual qui n’invoque quant & lui que des
contraintes de signe.

La convergence de toutes ces méthodes ne peut s’établir que sous de fortes hypotheses,
tout au moins (hormis pour la méthode de Newton) ellipticité de f et la convexité du
domaine D. En fait ce sont les méthodes algorithmiques a utiliser en programmation
convexe, et uniquement dans ce cadre. En programmation non convexe on utilise d’autres
méthodes, stochastiques, programmation dynamique etc..., de la recherche opérationnelle
qui sortent du cadre de ce cours (étudiées dans le cours de Recherche Opérationnelle EA3).

Pour aborder, concept essentiel, la vitesse de convergence de ces algorithmes, nous
avons besoin comme préliminaire de donner quelques définitions (a rapprocher du concept
d’ordre d’une application).

Définitions. Soit (u,),cn une suite de R qui converge vers u € R"™. On note r,, = u—u,.

- Si 3k < 1 et ng € N tel que Vn > ng, ||[tp1]] < k|rn|| la convergence est dite
géométrique.

—Si 3p € N* et ng € N tel que Vn > ng, ||rpt1]] < ||rn||P la convergence est dite d’ordre
p; sip =1 elle est dite linéaire et si p = 2 elle est dite quadratique.

— Si 3Ny tel que Vn = Ny, ||rn|| = 0, la convergence est dite finie. C’est ce qui caractérise
les méthodes exactes.
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IV.1 Méthodes itératives dans le cas sans contraintes

IV.1.1 Méthode de Newton

Pour chercher un extremum u d’une fonction différentiable, on peut se ramener a cher-
cher ses points critiques, Vf(u) = 0. Résoudre cette équation n’est pas toujours facile,
ni méme faisable. Il est utile de considérer une méthode de calcul approché. Nous voyons
ici la (célebre) méthode de Newton, qui d’une fagon plus générale permet d’approcher les
zéros d’une fonction (sous certaines hypotheses).

Méthode de Newton pour une application dérivable f : R — R. On cherche u € R, tel
que f(u) = 0. Au voisinage de xq, f(z) ~ f(xo) + f'(z0)(x — o).
— Si f/(z0) # 0, on considere :

f (o)
f'(zo)

Tl = X —

et on construit une suite par récurrence, par (figure IV.1) :

si f/(xn) #0, Tn4+l = Tn — ff,((xxz))

FI1GURE IV.1 — La méthode de descente de Newton pour la recherche du zéro d’une appli-
cation f: R — R.

Sous certaines hypotheses, la suite (z,,)nen converge vers un zéro de f. Plus précisément
et plus généralement :
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Théoréme IV.1 (Convergence de la méthode de Newton.) Soit F : R" — R" de
classe C1, et u un zéro isolé de F. Si la matrice jacobienne DF(u) de F enu est inversible,
alors il existe une boule B(u) centrée en u, telle que Vug € B(u), la suite :

U1 = Uy, — DF(un)_lF(un)

soit contenue dans B(u) et converge vers u seul zéro de F' dans B(u). De plus la conver-
gence est géométrique.

Démonstration. Par continuité de DF d’une part et d’autre part parce que u est un zéro isolé, il existe un
nombre € > 0 tel que DF(v) soit inversible pour tout v € B(u) = B(u,e), et tel que u soit le seul zéro de
f dans B(u). Supposons que u, soit dans B(u), de sorte que DF(uy,) soit inversible. Puisque F(u) = 0, on a
Upt1 —U=u, —u-— (DF(un))*l(F(un) — F(u)). En effectuant un développement de Taylor-Young & l'ordre 1
de F au voisinage de uy, cette formule devient u, 41 —u = (DF(uy)) " (||Ju — un || + o(||u — un|). Puisque DF est
continue sur le compact B(u), elle y est uniformément continue et donc il existe une constante C' ne dépendant pas
de n telle que |jup4+1 — u|| < C|jun — ul|. En choisissant e suffisamment petit pour que e C' < 1, up41 reste dans la
boule B(u). Ainsi par récurrence, avec ce choix de € et en prenant ug dans B(u) la suite (uy)nen reste dans B(u),

il existe K = eC < 1 tel que ||up, — u|| < K™|Ju; — ugl| et donc (un)pen converge géométriquement vers u. O

Avantage : La convergence est rapide. Si F' est supposée de classe C? la convergence
est méme quadratique (la preuve proceéde de la méme fagon; il suffit de poursuivre le
développement de Taylor-Young jusqu’a l'ordre 2, et d’utiliser la continuité uniforme de
la différentielle seconde; on la laisse en guise d’exercice.)

Désavantages : — Il faut prendre ug suffisamment proche du zéro u.

— Le calcul de la matrice jacobienne et son inversion sont cotteux en temps de calcul.
Pour cette raison ont été développées des méthodes dites 'quasi-Newton’ ou DF'(u,,) est
remplacée par une matrice moins coliteuse a inverser; par exemple la matrice identité :
c’est la méthode des approximations successives.

Application a la recherche de minimum. Pour résoudre
min f(x)
avec f: R®™ — R, on applique la méthode de Newton a Vf : R® — R".

Théoréme IV.2 (Application de la méthode de Newton a 'optimisation.) Soit
f : R* — R de classe C? et u un minimum local de f isolé. Si V2f(u) est définie
positive, alors 3 B(u) une boule centrée en u, tel que Vug € B(u), la suite u,, définie par :

Up4+1 = Up — V2f(un)_1Vf(un)
converge géométriquement vers le minimum u.

Remarques. — Si f est de classe C® la convergence est méme quadratique !

— 11 s’agit d’une méthode locale dans le sens ou il faut étre suffisamment proche d’un
extremum (que justement ’on cherche) pour converger. On peut raffiner le résultat pour
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majorer cette distance.

— Notons que si la méthode de Newton a pour désavantage de ne converger que localement,
elle a par contre 'avantage d’étre la seule méthode de ce chapitre qui ne nécessite aucune
hypothese de convexité ; elle a donc un champ d’applications tres large.

— Cette méthode est amplement employée en informatique, du fait de sa rapidité de conver-
gence, par exemple pour le calcul approché de \/a (avec f(z) = 22 — a) ou de 1/a (avec
f(z) = ax — 1). Voir l'exercice 1.

IV.1.2 Méthode de relaxation

Dans une méthode de descente, on construit une suite (u,), en choisissant en chaque
point u, une direction de descente d,, et un pas de descente p,,. Une méthode pour
construire p, peut consister a se ramener a un probléeme d’optimisation en dimension 1
par :

La méthode de relaxation consiste en une telle méthode, ou 'on prend pour direction de
descente successivement chacun des axes. Plus formellement la suite (ug)recn est construite
ainsi : ug est choisi arbitrairement, en pratique, si possible, proche d’un minimum, et si

u, = (acg ) acgk), Ry
Upy1 = (xgkﬂ),xgkﬂ), ...,z +1)) est construit par :
el = inf ey all)
(k+1) (k+1) (k)y — k+1) (k)
flay L xy o x) ;rel%f( Tyo.o,xn’)
FaY e ) = it fY Y )
Te

Théoréme IV.3 (Convergence de la méthode de relaxation.) Si f : R" — R est
elliptique la méthode de relaxation converge vers som unique minimum.

Démonstration. Notons uj.; = (a:}f"'l, acf‘H xf,...,xﬁ), de sorte que up = ug.0 €t upy1 = Uk:p. Notons

e1,...,en les vecteurs de la base canonique. Puisque f est elliptique, il en est de méme de chacune des applications
Pkl p € R — f(ugg—1 + pe;), qui admet donc un unique minimum global (cf. théoreme I1.7) caractérisé par
Iéquation d’Euler ¢}, (ug.;) = 0. Le point u; est donc bien défini, et donc la suite (un)nen aussi. Ecrivons :

Flag) = f(agi1) = F(r0) = F (i) = Y f(uka—1) = F(uga) -
=1

Puisque f est a-elliptique,

Fuga—1) — f(uga) = (VF(Uga), up—1 — uga) + g”uk:l—l — ug)?
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Yy U U3

FIGURE IV.2 — Dans la méthode de relaxation on prend comme direction de descente
successivement les directions des axes et on détermine le pas en résolvant un probleme de
minimisation & une variable.

Or par construction pour 1 <1 < n, (Vf(ug.), Ug.i—1 — Ug.) = g—gl(uk:l)(xf — ggé“+1) = 0. Et comme |jug.;_1 —

up|? = |xF — f+1|2 pour 1 <! < n, on obtient finalement :

(e
flug) = f(ugsr) |9ﬂ — a2 = lug — ] ()
2

La suite (f(ug))ren est décroissante, par construction, et minorée, puisque f admet un minimum (car elliptique), et

donc convergente. Avec (*) on en déduit que limy_, 4 o ||ur —ug41]| = 0, et donc aussi limy_, 4 o [[Uk:y —ugs1|| =0,
pour 0 <Il<n—1.
Notons u = (z1,...,2n) le minimum de f. Puisque f est a-elliptique et que V f(u) = 0 (condition d’Euler) :
n 8f
allupir —ull? <(Vf(upgr) = VW), uppr — u) = (VF(Uppr), Uppr —u) = 3, W) (@ — @)
1

=1
avec 'inégalité de Cauchy-Schwartz,
n n 2\ 3
> e ) < (l_zl (2 ) ) et — ul

et il découle alors de ces deux dernieres inégalités et du fait que par construction g—g{l(uk:l) = 0 (condition d’Euler),
que

. b
st —ull < & <Z (—( km—a—( kz)) ) (x%)
=1

Or puisque limy_, 4 oo [[Ug:; — ugt1|| = 0, et que z +— g—j[(m) est continue et donc uniformément continue sur tout

compact, on en déduit : 1imk—>+oo(%(uk+1) — (%fl(uk:l)) = 0. On déduit alors de (**) que ug tend vers u. |
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Remarques. — L’'inégalité (xx) obtenue dans la preuve donne une majoration de l’erreur
a létape k + 1.

— Le théoreme reste vrai sous les hypotheses plus générales o1 f est C!, strictement convexe
et coercive. La preuve en est cependant plus délicate.

IV.1.3 Méthode de gradient a pas optimal

Une méthode de type gradient est une méthode de descente ou la direction choisie en
chaque point x est celle de plus grande pente, c’est a dire! : —V f(x).

L ﬁ/wm)

courbe de niveau f(u)

FIGURE IV.3 — La direction locale en u de plus grand accroissement de f est V f(u), la
direction de plus grande descente —V f(u).

On construit par récurrence une suite de points (ug)ren, par la formule :
1 = ug — pVf(ug)
La méthode du gradient a pas optimal détermine a chaque itération le pas p; par :

Jlug — prV f(ug)) = (ug, — pV f(ug))

inf
pER

c’est a dire en se ramenant a un probléme & une seule variable.

Théoréme IV.4 (Convergence de la méthode du gradient & pas optimal.)
Si f : R®™ — R est a-elliptique, la méthode du gradient o pas optimal converge vers
lunique minimum de f. L’erreur a [’étape k est majorée par :

1
el = lu —ull < V£ (ur)l] -

1. cela découle immédiatement de la formule de Taylor-Young a ’ordre 1.
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Démonstration. L’ellipticité de f implique I'existence d’un unique minimum u caractérisé par I’équation d’Euler
V f(u) = 0 (cf. théorémes I1.7 et I1.6). Sans perte de généralité on suppose que Vk > 0, V f(ug) # 0, car autrement
la méthode est convergente en un nombre fini d’itérations. Chacune des applications ¢y : p € R — f(ur —pV f(ug))
est aussi elliptique et admet donc un unique minimum pj, caractérisé par 1’équation d’Euler ¢} (pr) = 0. La formule
de dérivation d’une application composée donne :

¢r(p) = —(Vf(up — pVf(ur)), VF(ur)) , ()

d’out on déduit la relation :

(Vf(ug41), VF(ug)) =0 (i)
qui montre que deux directions de descente successives sont orthogonales. Puisque ug41 = ug — pi V f(ug),
on déduit de (i) que (Vf(ugy1),up+1 — ug) = 0. Donc par ellipticité de f (théoréme IL.3) f(ug) — f(up41) >
Slag — ug11]|2. Or la suite (f(ux))ren est décroissante par construction et minorée par sa valeur minimale f(u),
d’olt on déduit que limg o0 (f(ug) — f(ug4+1)) = 0, et avec la derniére équation on en déduit que :

lim [lug — g1l =0. (44)
k— o0

En utilisant (1) d’une part ||V f(ug)||? < (VFf(ug), VF(ur) — VF(urs1)) et d’autre part avec I'inégalité de Cauchy-
Schwartz, (Vf(uy), Vf(ur) = Vf(api1)) < VS (ap)ll [[VF(ur) = Vf(agi1)]| et done

IV£(ue)ll < IVF(ug) = Vel - (iv)
Puisque la suite (f(ug))ren est décroissante elle est bornée, et f étant coercive (cf. théoreme II.7) la suite

(ug)ken est aussi nécessairement bornée. Puisque V f est continue par hypothese, elle est uniformément continue
sur les compacts. On déduit alors de (i) que limg_, o [|Vf(ur) — Vf(ug41)|| =0, et avec (iv) que

lim Vf(ug)=0. (v)
k— o0
En utilisant successivement, 1'a-ellipticité de f, la condition V f(u) = 0 et l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on

obtient :
allug —ull* <(Vf(ug) = VF(a),up —u) = (Vf(ap),up —u) < [V f(ug)] [[ug — ul

dont on déduit :

1
[l —ull < — IV £ (ug)ll

et il découle alors de (v) que la suite uy converge vers u. |

Remarque. Un point essentiel de la preuve réside dans le fait que V f(ug) et V f(ugs1)
sont orthogonaux. On peut mettre a profit cela pour s’abstenir de résoudre a chaque étape
un probleme d’optimisation & une variable dans le cas d’'une fonction quadratique ellip-
tique. C’est ce que nous faisons ci-dessous.

Le cas d’une fonction quadratique elliptique.

Soit f(x) = %XT Ax — b"x 4 ¢ une fonction quadratique elliptique (i.e. A est définie
positive). Le théoreme précédent s’applique, mais de plus on peut ici donner une formule
explicite pour le pas optimal pg.

Théoréme IV.5 (Pas optimal en programmation quadratique elliptique.) Dans
le cas de la fonction quadratique elliptique f(x) = %XT Ax —b'x + ¢, le pas optimal py,
est donné par :

o = | Auy, — b]? _ IV f (ug) ||
T (A(Au, —b),Aup —b)  (AVf(ug), Vf(ug))
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Démonstration. Mettons & profit le fait établi dans la preuve du théoréme IV.4 que V f(ug) et Vf(ugy1) sont
orthogonaux. Puisque :

(Vf(upq1), VF(ug)) =0
= (A(ug — pp(Auy — b)) — b, Auy, — b) (cf. théoreme 11.8) .

Par bilinéarité du produit scalaire :

= pp(A(Aug —b), Aug — b) = (Auy, — b, Auy, —b)
| Auy — b||? __ldel?

——4 Pk =

IV.1.4 Méthode du gradient a pas fixe

Les méthodes de relaxation et de gradient a pas optimal ont en commun la recherche a
chaque pas d’un pas de descente optimal, en se ramenant & un probleme uni-dimensionnel.
C’est pour s’abstraire de cette recherche du pas qu’on développe la méthode du gradient
a pas fixe. Il s’agit d’'une méthode de gradient ou le pas de descente est fixé a p > 0 :

Uy =ug — pVf(ug) .

Sous des hypotheses suffisantes, on peut choisir le pas pour s’assurer de la convergence.

Théoréme IV.6 (Convergence de la méthode du gradient a pas fixe.)
Soit f : R — R une application a-elliptique dont la différentielle est lipschitzienne, ¢’est
a dire qu’il existe M > 0 telle que Vx,y € R",

IVf(x) = Vil < Mlx =yl .

Si le pas p est choisi tel que :

2
alors la méthode du gradient a pas fize converge géométriquement vers l'unique minimum
global de f.

Démonstration. Par ellipticité de f le minimum u existe, est unique, et est caractérisé par I’équation d’Euler
Vf(u) = 0. On peut donc écrire ugy; —u = (ux —u) — p(Vf(ug) — Vf(u)). Ainsi, et en utilisant c-ellipticité de
f et le fait que V f est M-lipschitzienne :

g1 —ul® = [uy —ul|* = 2p(Vf(ug) = Vf(u), up —u) +p° |V f(ug) = VF(@)||* < (1 - 2ap+ M?p%)|luy —u|? .

On vérifie facilement que le trinéme t(p) = 1 — 2ap + M?2p? est convexe et a une valeur comprise dans ]0, 1] si et

seulement si p €]0, %[ Alorssi0<a<p<b< 2%

M2
V1 —=2ap+ M2p2 < % y/max {t(a),t(b)} < 1.

On a alors |Jugs1 —ul| < Bllug —u|| < BFH1|lug — ul|, et la suite (uy)gen converge donc géométriquement vers u. O
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Remarques. — Lorsque f est deux fois différentiable les hypotheses du théoreme re-
viennent a ’existence de deux réels strictement positifs a < M tels que pour tout x € R",
toutes les valeurs propres de V2 f(x) sont dans [a, M].

— En général le meilleur pas de descente donné par la preuve est p = a/M? = min, (1 —
2ap + M?p?).

— Pour f(x) = %XTAX — b x une fonction quadratique elliptique, o et M sont respective-
ment donnés par la plus petite (la plus grande) valeur propre de A. On peut vérifier que
dans ce cas le meilleur pas de descente est ﬁ ol A1, A, désignent la plus petite et la
plus grande valeur propre de A.

— Il faut noter que contrairement a la méthode de relaxation ou du gradient a pas optimal
on peut avoir f(ug41) > f(ug).

IV.1.5 Meéthode du gradient conjugué

Meéme si la direction opposée au gradient est localement la direction de plus grande
descente locale, ce n’est pas en appliquant une méthode de descente du type gradient que
I’on converge le plus rapidement vers un minimum. Et ce n’est pas ce que ’on peut faire
de mieux a l'ordre 1. L’idée de la méthode du gradient conjugué est de construire ug41
comme le minimum de la fonction sur 'espace affine up+ < doy,...,dg >. Dans le cas
d’une fonction quadratique elliptique la méthode converge en au plus n-itérations : c’est
une méthode exacte particulierement rapide. Le point essentiel réside dans le fait que dans
ce cas la famille des directions successives dy, . .., d; est orthogonale pour le produit sca-
laire associé a la matrice A, et en particulier est une famille libre dans un espace vectoriel
de dimension finie. Cette méthode ingénieuse prend en compte la géométrie globale de
la nappe représentative de la fonction. Cette propriété n’est plus vérifiée pour une fonc-
tion quelconque. Elle se généralise cependant a des fonctions non quadratiques par des
méthodes telles que Fletcher-Reeves? ou Polak-Ribiére®.

Soit f une fonction quadratique elliptique, f(x) = %XT Ax —b'x + ¢. La méthode du
gradient conjugué est la méthode de descente définie par :
e Etape 1 :
do = Vf(ug) = Aug — b

Idolf?
(Ady, do)

u; = ug — podo

2. R.FLETCHER, C.M.REEVES, Function minimization by conjugate gradients, Computer Journal, 7
(1964), pp.149-154.

3. E.PoLAK, G.RIBIERE, Sur la convergence de la méthode des gradients conjugués, Revue Francaise
d’Informatique et de Recherche Opérationnelle, 16(1) (1969).
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e Etape £+ 1 :

_ IV f () |12 L | Auy — b|?
dp = Vf(ug) + va(uk—1>H2 k—1 soit : dy = Aup — b+ HAuk—l — bHQdk—l
op = (Vf(uk), dk> op = <Auk — b, dk>

Upq1 = ug — prdg

Et ce tant que Vf(ug) = Auy — b # 0.

Théoréme IV.7 (Convergence de la méthode du gradient conjugué.) La métho-
de du gradient conjugué appliquée a une fonction quadratique elliptique de R™ converge en
au plus n itérations.

Démonstration. Puisque f est elliptique, il existe un unique minimum u caractérisé par I’équation d’Euler V f(u) =
Au — b = 0. Aussi lorsque V f(uy) = 0 lalgorithme s’arréte (devient stationnaire) en ug minimum de f.

Nous procédons par récurrence pour montrer ’hypothése suivante : Vk € N tel que Vf(u;) # 0 et p; # 0 pour
I<k:

(Vi(ug), Vf(u;)) =0 VO<j<k (HY)
(Hy) - (Vf(ug),d;) = 0 VO<j<k (H)
(dg, Ad;) = 0 VO<j<k (HP)

Preuve de Hli Pour k> 0:

(Vf(ur41),dr) = (A(ug — prdg) — b,di) = (Aug — b,dg) — pr(Adg,dr) = (Vf(ug),dr) — pr(Adg,dy) =0,

par définition de py

En particulier cela montre I'étape initiale (H{) de la premiere hypothése de récurrence (H}).
Montrons que (Hy) = (Hé_‘_l). On vient de voir que (V f(ug41),dg) = 0, montrons que (V f(ugy1),d;) =0
pour 0 <j<k:

(Vi(ugt1),ds) = (VFf(ug1),dy) —(Vf(ug),d;) = (Vf(ugps1) — VF(ug),dj) = —pr(Adg, d;) = —pr(dg, Ad;) =0

=0 =A(ug—prdg)—Auy puisque A = AT

en utilisant hypothese (H}).
Preuve de (HZ). Pour 0 < j < k,

0 sij=0,

(Vf(ug41), VI(uy)) = { <vf(Uk+l)7g;)§ faj(Vf(ukH),dj,l} =0 sij>0

(Vf(ug41),
en utilisant H;Jrl : pour j = 0 puisque dg = V f(ug), et pour j > 0 car par définition Vf(u;) =d; — a;dj_1 (ou
o est défini ci-desous).

11 ne reste qu’a montrer (Hy,) — (H;:’+1). Avant cela montrons que pour k > 1 :
o IVF@OI? (VS Adyy)

=- de sorte que : dj = Vf(ug) + apds_ "
IV f(ur—1)1? (Adg_1,dp_1) k (ug) + axdr—1 (%)

(275

Puisque Vf(u_1) — Vf(ug) = Aup_1 —b - A(up_1 — prp_1dg_1) —b=pr_1Ady_1,0na:

_ Vi) = Vi) (H) — (Vf(up), Adg_1) = — [V f (ug) |I?
Pr—1 Pk—1

Adg_q
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D’autre part (par construction de pg_1 puis en appliquant (H1371)) :

(Adg_1,dp_y) = (i1, Vi(ue—1)) _ (VFup-1) +ap1dp—2, VIf(ap_1)) _ IV f (ug—1)||?
Pr—1 Pr—1 Pr—1

ce qui montre (x).
Revenons & la preuve de (H3). Avec (x),
<d1, Adp) = (Vf(u1), Ado) + a1{(do, Ado> =0
qui prouve (Hf) Pour 0 < j < k, en utilisant dg11 = Vf(ug+1) + agy1dy, on obtient :

(di+1, Adj) = (Vf(upy1), Adj) + agp1 (dg, Adj) = (Vf(upq1), Adj) = L
Niiganis Pj

=0

(Vf(ug+1), VI(u;) = VF(ujt1)) =0

puisque Vf(u; 1) = Vf(u;) — pjAd;
). Par ailleurs, avec (x) :

(Vf(ugt1), Adyg)

ce qui acheve la preuve de (H;z) et donc de (Hy) pour k € N avec V f(u;) # 0 et p; # 0 pour tout 0 < < k.
Or, en appliquant (H%), on obtient :

Idill? = V£ (u)l® + ailldr—1l> et (VS (ug),di) = (Vf(ur), VI (ar)) + ox(VF(ug),de—1) = |V f(ap)]?

en appliquant (H,%Jrl

(dit1, Adg) = (Vf(ugt1) — di, Adg) = (Vf(uk+t1), Adg) — (Vf(ug41), Adg) =0

et donc p, # 0 et dg # 0 tant que V f(uy) # 0. Ainsi l'algorithme se poursuit tant que V f(ug) # 0.

Puisque A est définie positive, (x,y) + x| Ay est un produit scalaire. Or avec (H2) les directions do, . . .,dj sont
orthogonales pour ce produit scalaire. En particulier ils forment une famille libre tant qu’ils sont non nuls. Ainsi

apres au plus n itérations ’algorithme s’arréte en un point critique, et donc en un minimum. d

Ve

FIGURE IV.4 — Comparaison de la méthode du gradient & pas optimal (& gauche) et de

2

la méthode du gradient conjugué (a droite) pour minimiser f(z,y) = % + Z—z. Lorsque
a® # b? la méthode du gradient conjugué converge en deux étapes, tandis que la méthode

du gradient & pas optimal ne converge pas en un nombre fini d’étapes.

Remarque. La méthode du gradient conjugué est en fait apparue initialement? comme
méthode de résolution d’un systeme d’équations, comme nous le verrons dans le prochain
chapitre.

4. M.R.HESTENES, E.STIEFEL, Methods of conjugate gradients for solving linear systems, National
Bureau of Standards Journal of Research, 49 (1952), pp.409-436.
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Exemple.

Minimisation de la fonction quadratique :

flz,y,2)=a? + >+ 2 +aoy+az+yz4+az—y+32.

Le tableau suivant permet de comparer quatre méthodes de minimisation de ’application

quadratique f. Son minimum est (0.25,

—1.75,2.25) en lequel la fonction vaut —4.375.

Itérations Gradient conjugué | Gradient optimal Gradient fixe Relaxation
1 1 1 1
point initial 2 2 2 2
3 3 3
—0.5454 —0.5454 —1.4000 —2.0000
1 —0.3181 —0.3181 —1.6000 —1.0000
1.4545 1.4545 0.6000 3.0000
0.2500 0.3086 0.5200 —0.5000
2 —1.7500 —1.4569 —0.4000 —1.7500
2.2500 2.3086 2.5200 2.6250
0.1878 —0.3440 0.0625
3 —1.6381 —1.6960 —1.8437
2.1878 1.6560 2.3906
0.2451 0.0361 0.2587
5 —1.7412 —1.7305 —1.7749
2.2451 2.0361 2.2580
0.2500 0.2545 0.2500
10 —1.7499 —1.7273 —1.7499
2.2500 2.2545 2.2499
0.2500 0.2500 0.2500
20 —1.7499 —1.7498 —1.7500
2.2500 2.2500 2.2499
0.2500 0.2500 0.2499
30 —1.7500 —1.7499 —1.7500
0.2500 2.2500 2.2500
0.2500 0.2500
50 —1.7499 —1.7500
2.2500 2.2500
0.2500
80 —1.7500
2.2500

(Voir la figure IV.5 qui donne le code utilisé pour I'implémentation sous matlab.)

IV.2 Meéthodes itératives dans le cas sous contraintes

Dans le cas sous contraintes de domaine convexe fermé, on établit des méthodes
itératives en appliquant les méthodes sans contraintes vues précédemment tout en proje-
tant a chaque itération le point obtenu sur le domaine. On utilise pour cela le théoreme de
projection convexe que nous rappelons ci-dessous. C’est un grand classique dont on peut
trouver une preuve dans l’exercice 4 du chapitre 11, page 49.
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%% Méthode du gradient
A=[2 1 1;1 2 1;1 1 2];
b=[1;-1;3];

% etape 1

u=[1;2;3]; %
d=A*u-b; %
r=(d’*d)/(d’*A*d) ; %
v=u; %
u=u-r*d; %
% etape k > 1

for i=1:2

Gu=A*u-b; Gv=A*v-b;

if d==0
break;
end

v=u;
u=u-r*d; %

end

umin=u

fmin=0.5%u’*A*u-b’*u

grad=A*u-b

conjugué %%
% matrice A
% vecteur b

point initial u0
do
r0
u0
ul

d=Gu+(Gu’*Gu) / (Gv’ *Gv) *d;

r=((A*u-b) >*d) /(d’*A*d) ;

uk+1

% minimum de f
% valeur min de f
% gradient de f au min

%% Méthode du gradient & pas optimal %%
A=[2 1 1;1 2 1;1 1 2]; % matrice A

b=[1;-1;3]; % vecteur b
% Initialisation
N=30; % Nbre itérations
u=[1;2;3]; % point initial u0
% Implémentation
for i=1:N

d=A*u-b; % dk

if d==0

break;

end

r=(d’*d)/(d’*Axd) ; % rk

u=u-r*d; % uk+1
end
umin=u % minimum de f
fmin=0.5*%u’*A*u-b’*u % valeur min de f
grad=A*u-b % gradient de f au min

%% Méthode du gradient
A=[2 1 1;1 2 131 1 2]1;
b=[1;-1;3];
% Initialisation
N=80; Y
u=[1;2;3]; %
r=2/(1+4); A
% Implémentation
for i=1:N

d=A*u-b; %

if d==0

break;

end

u=u-r*d; %
end N
umin=u
fmin=0.5%u’*A*u-b’*u
grad=A*u-b

a pas fixe %%
% matrice A
% vecteur b

Nbre itératiomns

point u0
pas de descente

dk

uk+1

% minimum de f
% valeur min de f
% gradient de f au min

%% Méthode de relaxation %%
A=[2 1 1;1 2 1;1 1 2]; % matrice A

b=[1;-1;3]; % vecteur b
% Initialisation
n=3 % dimension
N=50; % Nbre itérations
u=[1;2;3]; % point initial uO
% Implémentation
for i=1:N

for j=1:n % calcul de uk

a=[A(j,1:j-1) A(j,j+1:n)];
v=[u(1:j-1) ; u(j+1:n)];
u(j)=(b(j)-a*xv)/A(G,j);

end
end
umin=u % minimum de f
fmin=0.5%u’*A*xu-b’*u % valeur min de f
grad=A*u-b % gradient de f au min

F1cURE IV.5 — Le code sous matlab des implémentations des méthodes du gradient a pas
conjugué, du gradient a pas variable, du gradient a pas fixe et de la méthode de relaxation.

Théoréme IV.8 (Théoréme de projection convexe.) Soit C un sous-ensemble non
vide fermé, convexe de R™. Donné u € R™ il existe un unique Pe(u) € C tel que

_p — inf _
Ju— Pe(w)] = inf fu—v]

et Po(u) est caractérisé par linégalité :

Vv eCcl,

(Pe(u) —u,v—PFPe(u)) >20.

L’application Pz : R™ — C ainsi définie est appelée l'opérateur de projection sur C. C’est
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une application contractante, i.e. :

Vx,y €R", [|Pe(x) — Pe(y)ll < [lx =yl -

IV.2.1 Meéthode de relaxation sur un domaine produit d’intervalles

Considérons une application f : R — R elliptique que I'on souhaite minimiser sur

un domaine de la forme :

n

D:H[az,bl] ou a;, b; ER:RU{—OO,—{—OO}.

i=1
Dans ce cas D est un fermé convexe de R™ (car produit direct de fermés convexes de R),
et puisque f est elliptique elle y admet un unique minimum. On adapte alors la méthode
de relaxation naturellement par :

u; = (Zﬁgk),ftgk), .. .,xff)) eD
Upy1 = (azgkﬂ),a:gkﬂ), e ,mg”l)) € D est construit par :
(k+1) (k) )y — (k) (k)
f(xl 7x2 w"?xn ) aligibl f(x,a:Q w"?fpn )
F@D 2 el = it f{ L a)
as<z<ho
A Sy = i (YY)

(les inégalités ayant lieu dans R et étant bien évidemment strictes lorsque a;, b; = +00.)
Théoréme IV.9 (Convergence de la méthode de relaxation sous contraintes.)
Soit f : R™ — R une application elliptique sur D C R™ qui est un produit d’intervalles :

n
’D:H[ai,bi] ou ai,biEKZRU{—OO,-FOO}, a; < b;.
=1

La méthode de relazation converge vers le minimum de f sur D.

Démonstration. La preuve est identique a celle dans le cas sans contraintes, a ’exception pres que ’on remplace
les conditions nécessaires et suffisantes de minimum :

Vf(u) =0, par VveD, Vf(u)(v—u)>0,et

0 0
i(uk:l) =0, par Vo € a,b], i(uk:l)(vlel —upy) =0, VI<I<n
ox; Oz

qui sont encore nécessaires et suffisantes pour un minimum u € D (théoreme I1.6.1.(iv)). O
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IV.2.2 Méthode du gradient projeté

La méthode du gradient projeté consiste & projeter sur le domaine C (convexe, fermé,
non vide) les points obtenus a chaque itération par la méthode du gradient a pas fixe.
C’est-a-dire, soit p > 0 un pas de descente :

1 = Pe(u, — pVif(ug) .

Sa convergence est assurée sous les mémes hypotheses que pour la méthode du gradient a
pas fixe par le théoréme suivant :

Théoréme IV.10 (Convergence de la méthode du gradient projeté.)
Soit f : R™ — R une application a-elliptique et un domaine C non vide fermé et convezxe.
On suppose de plus que Vf : R" — R™ est M-lipschtzienne (c’est a dire 3M > 0,
Vx,y €R" [[Vf(x) = V)l < Mx—yl)
Si le pas de descente p est choisi tel que :
2c
alors la méthode du gradient projeté converge géométriquement vers le minimum de f sur

C.

Démonstration. Puisque f est elliptique et C est fermé convexe non vide, f admet un unique minimum global
u sur C. Définissons l'application g : R® — C par g(x) = Pe(x — pVf(x)), en prenant p > 0. L’opérateur de
projection étant une application contractante, on a :

llg(x) — g(¥)|I* = [|Pe(x — pV f(x)) — Pe(y — oV f(¥)]I?
<lx—y) —p(VFx) — VDI,
=|x =yl = 2p(Vi(x) = V(y),x —y) + p*IVF(x) — V(y)|?

et puisque f est a-elliptique et V f est M-lipschitzienne :
<1 =204+ M?p%) x—y|*.

Comme dans la preuve du théoréme IV.6, on établit I'existence de 8 > 0, tels que : /1 — 2ap + M2p2 < B < 1.

Le point u est un point fixe de ’application g. En effet, avec le théoréme I1.5.1.a, Vx € C, (Vf(u),x—u) > 0, et donc
pour tout p >0 et x € C, (u— (u—pVf(u)),x —u) > 0 qui implique avec la caractérisation de P¢(u) donnée dans
le théoréme IV.8 que u = Pe(u — pV f(u)) = g(u). D’autre part chaque élément de la suite ugy1 = ug — pV f(uy)
vérifie g(uy) = ug41. Ainsion a :

[urs1 —ull = [lg(ux) — g(u)[| < B lup —ul|

qui montre la conclusion. O

Ainsi la méthode du gradient conjugué permet en théorie de déterminer le minimum
d’une fonction elliptique & dérivée lipschitzienne sur un convexe fermé quelconque. C’est
cependant illusoire : on ne sait pas en général construire 'opérateur de projection sur
un convexe. Les seuls exemples notables étant lorsque C = []7"_;[ai, b;] est un produit
d’intervalles, ou lorsque C est une boule fermée C = B(xq, 7). Aussi emploie-t-on plutot,
du moins lorsque les contraintes sont affines, la méthode d’Uzawa, que nous allons voir, qui
met a profit la notion de dualité et résout le probleme dual, ot I'opérateur de projection
est alors on ne peut plus simple, les contraintes n’étant plus alors que des contraintes de
signe.
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IV.2.3 Méthode d’Uzawa

Cette méthode applique la théorie de la dualité convexe (vue au §1I1.2.6), et recherche
dans un probleme de programmation convexe un point-selle du lagrangien. Il s’agit en
fait de la méthode du gradient projeté appliquée au probleme dual. Mais dans ce cas
Popérateur de projection de R? sur (Ry)? est particulierement simple a écrire; c’est 1a
qu’en réside tout l'intérét.

Algorithme d’Uzawa.

On construit une suite (xg)ren de R™ et deux suites (Ag)ken de RP et (ug)ren de (R4 )9
de la fagon suivante.

e Initialement. On fixe p > 0 et on choisit arbitrairement (Ao, o) € RP x (R4 ).

e Itération k. On détermine x; € R" par :

X} est solution de min L(x, Ag, k)

xER™
soit encore :  V,L(Xp, Ak, i) =0 .

On détermine ;41 et pgy1 par:

Met1 = Mg+ p-(01(Xk), -+, 0p(Xk))
pe1 = Pryo (ke + p.(01(Xk), - - Yg(xk)) -

Sa convergence est assurée sous certaines hypothéses par le résultat suivant.

Théoréme IV.11 (Convergence de la méthode d’Uzawa.) On suppose que f est a-
elliptique, que p1,...,p, et P1,...,9Pq sont affines, i.e.,

D:{XGR”\AX:b;CXSd}

avec A € Mpo(R), beRP, C € My,(R) et d € RY. Alors en choisissant p tel que

2

0<p< s
1Al + lC]1?

la suite (ug)ken converge vers l'unique minimum de f sur D.

Démonstration. Sous ces hypothéses le domaine D est un convexe fermé, et I’application f étant elliptique, y
admet un unique minimum u, solution du probléme que nous appellerons (P). Il en est de méme pour chacun des
problémes de minimisation permettant de déterminer ug dans la méthode d’Uzawa. De plus le probleme (Q) dual
de (P) admet aussi une solution.

Pour éviter les confusions, notons pour m > 0, (., .)m, le produit scalaire usuel de R™ et |||l la norme associée,
tandis que (.,.) et ||.|| désigneront le produit scalaire usuel de R™ et sa norme associée. Avec ces notations :

L3¢, A, 1) = f(x) + (Ax = b, A)p + (Cx —d, ) = f(x) + (ATAx)p = (b, A)p +(C T, %)g — (d, g -

On notera encore, pour plus de concision, p(x) = Ax—b = (¢1(x),..., p(x)) et P(x) = Cx—d = (P1(x), ..., Pq(x)).

Soit (A*,u*) € RP x (R4)? une solution du probléme dual (Q), de sorte que (u, A*, u*) soit un point-selle
du lagrangien ; en particulier on vérifie les conditions de KKT : (i (u), u*)q = 0, et Vf(u) + ATA\* +CTp* = 0.
Puisque la solution u est dans le domaine admissible D, d’une part ¢(u) = 0 et d’autre part il découle de la premiere
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condition de KKT ci-dessus que Vpu € (Ry)9, (¢(u), p — p*)q < 0. Cette derniere relation s’écrit aussi pour p > 0,
(w* — (u* + p(u)), p — p*)q > 0 pour tout u € (R4)9. Ceci montre (cf. theoreme IV.8) que u* est la projection sur
(R4)? de p* + py(u). On a donc établi :

Vi) + AT X* +CTp* =0
A =X+ pp(u)
= Pr (e + pip(a))

Par construction de la méthode d’Uzawa, on a pour tout k > 0 :

Vi(up) + AT A +CTup =0
Aig1 = Ap +pp(ug)
Br41 = P ya(pe + pb(ug))

dont on déduit, puisque la projection convexe est contractante :

Vi(ug) = Vi) + AT = A)+CT (ue —p*) =0 (1)
Megt1 = A lp = A = A" + p A(ug —u)l|p (2)
kg1 — p*llg < llpe — p* +pClug — u)llq (3)

Montrons maintenant que (uy)gen converge vers u; nous n’utiliserons que ces trois derniéres relations (1), (2),
(3). En élevant au carré (2) et (3) on obtient :

[Ned1 = AN2 = A = A2+ 20(AT (g = X), up —u)p + p2[|Aug — u)||2

letker = w7015 < ik = 1* 115 +20(C T (k= 1*), up — w)q + p*|C(ur — w7
ce qui donne en les additionnant puis en tenant compte de (1),

[Net1s 1) — N )24 < s ) — (N 1) 124 — 20(V f (ug) — V(u),ug — u)
+% | A(uy, — )12 + p?(|C (u — w2

puisque f est a-elliptique et par propriété de compatibilité de la norme matricielle,
<y ) = N 1) 124 — - 2 2 K —ull2 .
<Ny ) = (A, 1)l p(2a = p (A7 + IC17)) llug — ull

En particulier, en prenant 0 < p < T2 = (et ss1) — () < IOk ) = (169l 4q poUE
tout k > 0. Ainsi la suite (||(Ag, uk) — (A", 1*)||p+q)keN est décroissante et minorée par 0 et donc convergente. Cela
entraine :
. 2 2
T (O 1) = 5124 — 1O ) = A1)l 2) =0,
et alors :
2a

0<p< —————— — lim
SN VP To P Koo

Ce qui montre la conclusion. O

lug —ul[=0

Remarques. — Il s’agit en fait essentiellement de la méthode du gradient projeté appliquée
au probleme dual. Ce qui explique la similarité des conditions de convergence.

— Le résultat reste essentiellement vrai sous des hypotheses plus générales : 1,... 1,
sont différentiables et lipschitziennes, et le lagrangien admet un point-selle. La preuve
suit les mémes lignes ; on pourra ’adapter en guise d’exercice (par quoi est remplacé ||C||
dans la conclusion 7). Ces conditions sont immédiatement vérifiées lorsque les contraintes
inégalitaires sont affines.

— On peut utiliser dans la conclusion n’importe quelle norme matricielle compatible avec
la norme vectorielle usuelle (||x|| = 1/(x, X)), c’est a dire telle que || Ax|| < ||A] ||x]|. On a
un large choix, voir §A.3.2 de I'annexe.
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Exercices.

Exercice 1. Appliquer la méthode de Newton pour donner une valeur approchée de /2,
/2, que I'on comparera avec une valeur donnée par une calculatrice. Essayer plusieurs
points initiaux.

Exercice 2. Considérons le cas d’un probleme de programmation quadratique elliptique

sans contraintes : 1
min -x' Ax —b'x .
xX

Comment s’exprime dans ce cas la méthode de Newton ? Sa convergence dépend-elle du
point initial 7 En combien d’itérations converge-t-elle 7 Réinterpréter la méthode de New-
ton.

Exercice 3. Considérons le cas d’'un probleme de programmation quadratique elliptique

sans contraintes : 1
min -x' Ax —b'x .
xX

Comment s’exprime dans ce cas la méthode de relaxation ?

Exercice 4. Considérons le cas d’un probleme de programmation quadratique elliptique
sous contraintes :

1
min —x' Ax —b'x
X
Cx=c
Dx <d

ou A € M,(R) définie positive, b € R", C € M, ,(R), c € R?, D € M, ,(R), d € R
a. Comment s’exprime le vecteur gradient du lagrangien £(x, A, 1) de ce probléme ?
b. Exprimer les conditions nécessaires de KKT pour ce probleme sous forme matricielle.

c. Comment s’exprime ici la méthode d’Uzawa ?
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Chapitre V

Applications aux Maths
numériques

Les domaines d’application de 'optimisation sont innombrables. Nous passons ici en
revue quelques exemples en mathématiques numériques. Nous avons fait le choix de la
simplicité et de la concision; les développements que nous faisons découlent presque
immeédiatement des notions abordées dans les chapitres précédents, et auraient tout aussi
bien pu étre présentés sous forme d’exercices d’application ; par ailleurs la liste que nous
donnons est loin d’étre exhaustive. Ils revétent cependant un grand intérét et sont tres
largement utilisés.

Nous passons sous silence certains aspects présentant pourtant une grande importance.
Notamment le domaine du calcul variationnel : il s’agit de 'optimisation d’applications
définies non plus sur R™ mais sur un espace fonctionnel réel; un minimum n’est plus un
point de R™ mais une application définie sur R™. Cela aurait nécessité d’énoncer toute
cette théorie sur des espaces vectoriels réels de dimension pouvant étre infinie, et plus
précisément sur des espaces de Hilbert!. La plupart des résultats que nous avons vus y
restent vrais, sans apporter de difficulté supplémentaire, tandis que le champ d’application
de la théorie s’élargit considérablement. Une de ses applications en est la théorie du contréle
optimal fondamantale en automatique.

Exemple de probléme variationnel. Probleme de la brachistochrone. Quelle forme
doit avoir un toboggan pour que la durée de descente (sans frottements) soit minimale.
Ce probleme revient a déterminer 'application f : R — R qui minimise le critere :

/IB \/W L)Qd:c ?
TA vV f(z)

Réponse : c’est une cycloide. Elle peut se décrire comme la courbe décrite par le point
d’une roue roulant sur une surface plane.

1. Un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire (i.e. d’une forme bilinéaire symétrique définie
positive) qui est complet pour la norme induite (i.e. toute suite de Cauchy est convergente) est appelé un
espace de Hilbert. En dimension finie il s’agit des espaces euclidiens.
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F1GURE V.1 — Une cycloide décrit le trajet sans frottements du point A au point B de
durée minimale d’un corps soumis & un champ de pesanteur (a gauche). On peut la voir
(& un signe pres) comme le trajet que suit la valve d’une roue de vélo (a droite).

V.1 Résolution approchée d’un systeme d’équations

V.1.1 Systeme d’équations linéaires de Cramer

Soit M € M, (R) une matrice inversible, et soit ¢ € R™. On considére le systeme
d’équations linéaires de Cramer :

Mx=c (*)

La résolution d’un tel systéme intervient tres fréquemment dans tous les domaines d’ap-
plications mathématiques. Lorsque n est grand la résolution directe de ce systeme —par la
méthode du pivot de Gauss, ou par les formules de Cramer, par exemple— est fastidieuse et
prend un temps de calcul pouvant étre pénalisant. Aussi est-il tres utile dans la pratique
de disposer d’algorithmes de résolution approchée de systeme d’équations linéaires, plus
rapides ou moins gourmands en ressources. Nous allons appliquer les résultats établis dans
les précédents chapitres pour y parvenir.

Pour ce faire commencgons par nous ramener au cas d’'une matrice symétrique définie
positive. Il suffit de multiplier & gauche par la matrice transposée M T ; ¢’est une opération
peu couteuse en ressources.

Poser A= MTM et b= MTc; A est symétrique définie positive (cf. théoreme A.4
page 117) et le systéme linéaire

Ax=Db

est équivalent au systéme linéaire (x).

Dans la suite nous ne considérerons plus que des systemes linéaires & matrice symétrique
définie positive.
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V.1.2 Systeme d’équations linéaires & matrice symétrique définie posi-
tive

Soit A € M,,(R) une matrice symétrique définie positive; soit b € R™. On souhaite
appliquer un algorithme pour déterminer une valeur approchée de la solution du systeme
de Cramer :

Ax=Db ()

Résoudre ce systeme, on ’a vu, équivaut au probleme d’optimisation quadratique ellip-
tique :
1
min  f(x) = =x' Ax—b' x.
x 2
En particulier une méthode itérative de recherche de minimum fournit une méthode ap-
prochée de résolution du systeme linéaire.

Méthode du gradient a pas fixe. En notant A\i, A, la plus petite et la plus grande
valeur propre de A, elle s’écrit ici (voir §IV.1.4) :

2
Méthode du gradient a pas optimal. Elle s’écrit ici (voir §1V.1.3) :

e lAw b
T T (A(Au, — b), Aug — b)

(Auk — b) .

Méthode du gradient conjugué. Il s’agit cette fois-ci d’'une méthode exacte (si l'on
exclut les erreurs d’approximation) qui converge en au plus n itérations (voir §I1V.1.5) :

e Etape 1 :

d() = AU_() —b
ol
(Ado, do)

u; = ug — podo

e Etape k+1 :
| Auy, — b]?
dr=Auy, — b+ ————— __d;_
k ug + HAukfl _ bH2 k—1
(Aup —b,dyg)

Pk T Ady, dy)
Ugy1 = ug — ppdg

Tant que V f(ug) = Aup, —b # 0.

Jean-Philippe Préaux - Optimisation Continue
http://www.cmi.univ-mrs.fr/~preaux


http://www.cmi.univ-mrs.fr/~preaux

100 Chapitre V- Applications aux Maths Numériques

Le nombre d’opérations & effectuer est de I'ordre de O(n?) et ne présente pas de grand
avantage par rapport a d’autres méthodes directes telles la méthode de Cholesky ; en outre
c’est dans la pratique un leurre de considérer cette méthode comme directe, les erreurs
d’approximations dans les calculs successifs nécessitant de poursuivre la méthode au-dela
des n itérations théoriques, en ajoutant un critere d’arrét (tel |Aux — b|| < e.) Par contre
elle présente une tres bonne stabilité par rapport aux erreurs d’arrondi. D’autre part
pour des matrices creuses (i.e. comportant beaucoup de zéros), le calcul des Ady, les plus
coliteux numériquement, peut dans ce cas se faire a 'aide de relations de récurrence et
améliore considérablement la rapidité de calcul; c’est le cas par exemple dans le cas de
discrétisation de problemes aux limites par des méthodes de différences finies. Cela permet
une réduction spectaculaire de la quantité de calculs nécessaires a son application; c’est
alors une méthode de résolution approchée des plus efficientes.

Méthode de Gauss-Seidel.

La méthode de relaxation appliquée a f fournit une méthode approchée de résolution de
(*) connue sous le nom de méthode de Gauss-Seidel. Notons A = (aij)i=1.nj=1..n, €lle
devient dans ce cas (voir I'exercice 3 du chapitre IV) :

apnry+ -+ amr, = b
() <=
ap1T1 + -+ Ay, = by
Choisir arbitrairement un point initial ug et construire le point ug, 1 = (a;lfH, ok
a partir du point uy = (¥, ..., 2%) de la facon suivante :
k+1 k+1
a11x1+ + algxé: + - 4+ aln:cfg = b — x1+
k+1 k+1 k+1
a11x1+ + CL12£L‘2+ + -+ alnx’ﬁb = by - .2132+
k+1 k+1 1

Remarque. Clairement, pour appliquer la méthode, les coefficients diagonaux de A

doivent étre tous non nuls. C’est bien le cas puisque A est définie positive (cf. théoreme
A4).

En collectant tous les résultats établis dans le chapitre précédent concernant la conver-
gence de chacune de ces méthodes, on peut énoncer ici :

Théoréme V.1 (Convergence des méthodes de résolution approchée.) Lorsque
A est une matrice symétrique définie positive, chacune des suites (uy)ren construites selon
les méthodes du gradient a pas variable, a pas fize, du gradient conjugué ou de Gauss-Seidel,
convergent vers la solution u de (x).
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V.1.3 Inversion d’une matrice symétrique définie positive

Soit A € M,,(R) une matrice symétrique définie positive, et donc en particulier inver-
sible. Inverser la matrice A permet bien évidemment une résolution directe du systeme (x)
vu ci-dessus, de sorte que ce que nous allons voir présente encore une méthode de résolution
de systemes linéaires. Cependant l'inversion d’une matrice intervient tres fréquemment
dans de nombreux problémes (la méthode de Newton par exemple) et présente un intérét
qui ne se réduit pas seulement a la résolution de systemes linéaires.

L’inversion d’une matrice est une opération cotteuse numériquement, pouvant naive-
ment se ramener a la résolution d’un systéeme de Cramer de n équations qui se résout
en O(n3). Cest cependant un probléme incontournable dans bon nombre de problémes
de mathématiques appliquées. Aussi plusieurs méthodes ont-elles été développées pour
leffectuer au mieux, citons par exemple la méthode du pivot de Gauss, ou la factorisa-
tion LU, qui toutes deux se rameénent a l’inversion de matrices triangulaires. Nous allons
développer une technique d’inversion basée sur la méthode du gradient conjugué; ce que
nous voyons ici ne s’adapte qu’a une matrice symétrique définie positive. Il s’agit d’une
méthode exacte, pour peu que 'on oublie les erreurs d’arrondi.

Définition. Soit A € M,,(R) une matrice symétrique définie positive, et wi,...,w, une
famille de p vecteurs de R™. La famille est dite A-orthogonale si pour tout 1 < i,j < p,
i# j, w;, Awj = 0.

Clairement, puisque lorsque A est symétrique définie positive, la forme bilinéaire
(x,y) — x " Ay définit un produit scalaire, une famille de vecteurs non nuls A-orthogonale
est une famille libre.

Soit wi,...,wp, une famille de p vecteurs non nuls de R™ A-orthogonale (p < n). On
construit une suite finie C1, ..., C), de matrices dans M, (R) de la facon suivante :

Z TAwl k=1,....p.

Théoréme V.2 (Calcul itératif de I'inverse de la matrice A.) Si A € M, (R) est
symétrique définie positive et si w1, ...,w, est une famille A-orthogonale de vecteurs non
nuls de R™, alors :

Cp,=A"".

Démonstration. Par construction, pour j =1,...,k,

k T oy T .
Ch Aws — wiw,; Aw;  Wjw; Aw; W
RORT = wl Aw; Wl Aw; 7
i=1 i z J J

Posons Dy, = 1Id — Ci A ; avec ce qui précede, pour j =1,...,k,

Dywj =wj — CrAw; =wj —w; =0.
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En particulier Dpw; = 0 pour tout j =1,...,n. Or wy,...,wn est une famille libre et donc une base de R™. Ainsi,
Dy, est la matrice nulle 0. Donc D, =I1d —Cp,A=0 = C,, = A~ L. O

Pour appliquer cette méthode il suffit donc de construire une famille A-orthogonale
de n vecteurs non nuls. On peut appliquer la méthode du gradient conjugué a la forme
quadratique f(x) = %XTAX qui permet de construire une famille de p vecteurs non nuls A-
orthogonale. Si p < n on complete cette famille (que I'on peut aussi construire directement)
par :

Théoréme V.3 (Construction d’une famille A-orthogonale de n vecteurs.) Soit
Wi, ... ,wp une famille de p < n vecteurs non nuls A-orthogonale. Posons pourk =1,...,p,

D =1d— CLA .

Si D, est la matrice nulle alors, C, = A, et sinon soit u & ker D,, et wy11 = Dpu. Alors
Wi, ..., wpt1 est une famille A-orthogonale de p 4 1 vecteurs non nuls.

Démonstration. Il est clair par construction que si D) est la matrice nulle alors C;, = A~1. Supposons que ce
n’est pas le cas et soit u € ker Dp,. Pour j =1,...,p

(DPU)TAUJJ‘ = uTD;Aw]- =u'(Id— ACp)Aw;
=u' Aw; — u" A(CpAw;)

or CpAw; = wj, voir la preuve du précédent théoreme,
= uTij — uTij =0
Ainsi w1,...,wpt1 est une famille A-orthogonale, non nulle puisque wy1 = Dpu # 0. d
Exemple. Soit la matrice symétrique :
A < 2 1 )
1 2

qui est définie positive car a trace et déterminant > 0. Prenons w; = (1,0), alors :

.
Cww] 1 /1 0Y) (120 ‘ o (0 —1/2
Cl_wlTAwl_Q‘(o 0)‘( 0 0 e W
Posons u = (0,1) € ker Dy et wy = Dju = (—3,1). Alors :
T T
w2w2:< 1/6 1/3> I :< 2/3 1/3>:A_1
wy Auws -1/3  2/3 ’ 2T o] Aw, ~1/3  2/3 '
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V.1.4 Résolution approchée d’un systeme d’équations non linéaires

Soit F' : R® — R™ une application de classe C'; résoudre F(x) = 0 équivaut a
résoudre un systeme de n équations a n inconnues :

g1(z1,...,xy) =0

gn(T1,...,xy) =0
et les g1, ..., g, sont des applications de classe C'. On peut le résoudre en appliquant la
méthode de Newton (voir §IV.1.1) :
Xpi1 = Xn — DF(x,) ' F(xy,)
Chaque itération revient a résoudre le systeme d’équations linéaires d’inconnue 0x,, :
DF(xy,)0x, = F(xy,)

puis & poser : Xp11 = X — 0Xp,.

Seulement chaque itération est cotiteuse en temps de calcul. Aussi peut-on lui préférer
en pratique une méthode quasi-Newton qui consiste en chaque itération & remplacer
DF(x,) par une matrice A, (x,) pour laquelle la résolution du systéme linéaire est moins
coliteuse. Il y a beaucoup de telles méthodes, en voici deux :

e Fixer un entier k et poser Vn = p,p+1, ..., p+k, Ap(x,) = DF(xp) et Apiht1(Xprht1) =
DF (xptx+1) (c’est-a-dire conserve la matrice DF(x,) sur k itérations). Lorsque k est suf-
fisamment petit, cette méthode quasi-Newton converge.

e Poser Vn € N, A, (x,) = Id, i.e. xp41 = X5, — F(x5,). C’est la méthode des approxi-
mations successives.

Pour établir la convergence d’une méthode quasi-Newton on peut utiliser le résultat
technique suivant, que nous admettrons :

Théoréme V.4 (Convergence des méthodes quasi-Newton.) Soit xg € R"; s’
existe 8 constantes v, M, (3 telles que : v > 0, B = B(xq,r),

sup sup [ A, (x)]2 < M

keN xeB
sup sup [DF(x) — Ayl < 2
keN x,x’'eB
)
IF(x0)ll < (1 5)

alors la suite définie par Xpi1 = X — A;l(xk) converge vers l’'unique zéro X de F' dans

B, et la convergence est géométrique :

. X] — X
VEEN, |- x| < KXol g
1-p
Nous restons succinct et ne développons pas plus loin ces techniques quasi-Newton.
Elles pourraient mériter un chapitre a elles seules. Ce qui d’ailleurs ne serait pas cher

payer au vu de leur puissance et de leur vaste champ d’applications.
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V.2 Approximation d’un nuage de points

Soit p un entier strictement positif, et un nuage (=suite finie) de p points de R? :

{(l'la yl)v ($27y2)) ) (xpvyp)} .

Soit
{fu:R— R|ueR"}

une famille d’applications dépendant continiiment de n parameétres réels. Soit ||.||gr une
norme de RP, posons :

Y1 — ful1)
Z(u) = Y2 — fu($2)
Yp — fulzp)

et considérons le probleme d’optimisation :

i Z
min |20 e
C’est un probléme d’approximation des p points (z1,y1), ..., (¥p,yp) de R? par une
application de la classe {fy|u € R™}.

e Lorsque ||Z(u)| a pour valeur minimale 0, il s’agit d’'un probléme d’interpolation.
Dans ce cas le résultat est indépendant de la norme ||.||grr considérée.

1
e Lorsque ||.|gr = ||.|]2, c’est-a-dire, |[x[l2 = (31, 2?)? il s’agit d’un probléme d’ap-
proximation au sens des moindres carrés.

e Lorsque ||.||ge = ||.||oo, C’est-a-dire, ||X||oc = sup {|z1],...,|zn|}, il s’agit d’'un probléme
d’approximation au sens de Tchebychev ou encore d'un probleme d’approxima-
tion minimax.

e Lorsque fy dépend linéairement des parametres u = (u, ug, ..., u,) on parle d’approxi-
mation linéaire; c’est-a-dire, Vo € R, u — fy(x) est linéaire. Dans ce cas, on a la

notation matricielle :
n

Vi=1,....p, ful@:)= ziju

=1

et le probleme s’écrit :

T
min  [|Mu -y
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V.2.1 Approximation linéaire au sens des moindres carrés

Soit M € M, ,(R) et y € RP donnés. On s’intéresse a :

p
. . _ . . 2 _ . N2
min [Mu -yl = min (|Mu-yl2)° = min 2 (Mu); —y:i)” (*)

e Existence d’une solution.

Im(M) est un sous-espace vectoriel de R? ; ¢’est donc un fermé convexe non vide. Avec le
théoreme de projection convexe (cf. théoréme IV.8) :

J!'a = Mu tel que ||a— = min v — .
ave A=yl = min v-yl

et un élément u* tel que 1 = Mu* est une solution du probleme d’approximation.

e Si M est inversible (rg M =n = p).
Le probléme () admet une unique solution u* = M 11, o @ est le projeté de y sur I'm M.

e Comment déterminer la solution ?

Posons :

(1000~ y112)* - 2 (Iyl)?
(Mu—y,Mu-y)— %<y,Y>

(Mu, Mu) — (y, Mu)

=~
£
Il
=
4
=
o

) — (M Ty,

=]

)

NI~ N RN RN

J : R" — R est une fonction quadratique de matrice Hessienne M T M, et :

) = min M
min J(u) = min [Mu-yl2

Or VM € My, (R), la matrice carrée MM € M, ,(R) est semi-définie positive (cf.
théoreme A.5 page 117) et méme définie positive lorsque M est de rang maximal. Ainsi
un minimum u* de (*) est caractérisé comme solution du systéme linéaire :

M"Mu=M"y
d’inconnue u € RP.

Si en outre p = n et M est inversible, alors M ' M est définie positive. Dans ce cas (cf.
théoreme I1.10) il existe une unique solution u* € RP de (x) caractérisée par le systeme de
Cramer :

Mu=y.

Il s’agit alors d’un probleme d’interpolation linéaire.

On peut résumer tous ces faits dans le théoreme suivant :
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Théoréme V.5 (Approximation linéaire au sens des moindres carrés.)
Un probléeme d’approrimation linéaire d’un nuage de points au sens des moindres carrés
admet toujours une solution. En notant M € M, ,,(R) la matrice associée, une solution
est caractérisée par le systeme linéaire d’inconnue u :

M"Mu=M"y

De plus la solution est unique si et seulement st M est de rang mazximal. Lorsque M est
inversible la solution est aussi caractérisée par le systeme de Cramer Mu =y, et il s’agit
alors d’une interpolation (la valeur minimale est 0).

V.2.2 Exemple important : la droite de régression linéaire

On cherche la droite y = az + b qui approche le mieux le nuage de points (x1,91),. ..,
Ty, Yp) de au sens des moindres carrés. Soit f, (x) = az ; on cherche :
D, Yp) d R? d ind és. Soit f,, +b herch

p

min Z (yi — ax; — b)?

bER
@ i—1

Avec les notations précédentes, posons u = (a,b) et :

p

p p
zp 1 Z a; Z Z; Z TiYi
i—1

M= : MTM=| 5t = M'y =

(2
p p
p 1 Saooop > i
i=1 =1

Or det(M M) =p> P 22 — (30, 2;)® # 0. Ainsi existe-t-il une unique solution (a, b),
caractérisée par le systeme :

p
aZx% + bZ:L‘i = Zwiyi
i=1

M'Mu=M'y <+ 2 i=1

p
ad z o+ b = Dy
] =1
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V.2.3 Exemple important : le polynome d’interpolation de Lagrange

Soit {(z1,41),...,(xp,yp)} un nuage de points, soit u = (ug,u1,...,up—1) € R", et
soit 'application fy : R — R polynomiale a coefficients réels de degré au plus n — 1,
fu(®) = uo + iz + ugz? + - + up_1z" L

Le probleme d’approximation du nuage de points par une application polynomiale de
degré au plus n — 1 au sens des moindres carrés est un probleme d’approximation linéaire,
et sa matrice associée est :

2 n—1
1 =z zy - xy ,
1 @y 23 - 2l
M = : : € Mpn(R)
2 .. n—1
1z T, T,

Elle est de rang maximal lorsque n < p (voir plus bas le déterminant d’une matrice carrée
de Vandermonde), et donc

H
M-
5
L
g
T

s
I
—_
-
I
_
o
I
—

()=

&
INgRll

&

8,

()=
8

ERN)

i=1 i=1 i=1
p p p
M™M= 9 3 A
i=1 =1 =1
p p
§ : n—1 2 : 2n—2
x/[/ o« o e Y o« o e ;UZ
i=1 i=1

est lorsque n < p inversible, et méme symétrique définie positive. Il existe donc lorsque
n < p une unique solution u* € R”, pour lequel fy~ est la meilleure approximation du
nuage de points au sens des moindres carrés. Une solution est caractérisée par le systeme
d’inconnue u, M Mu = M "y, qui s’écrit ici :

=1

P P P
UQ —+u1 Z Tr; +r FUp—1 Z x?_l = Z Yi
i=1 i=1 i=1
P P P P
uo Z% tuy wa +e AUup ZOC? = Z%‘yi
i=1 i=1 i=1

P P p P
-1 2n—2 -1
U E x; +uq E xzy +-o Fup—1 E x;" = E ]y
i=1 i=1 i=1 i=1

e Lorsque n < p. La solution optimale fy+ est unique et approxime au mieux le nuage
de points au sens des moindres carrés. On peut en déterminer une valeur approchée en
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implémentant les méthodes de résolution approchées vues au chapitre 4.

e Lorsque n = p. La matrice M est connue sous le nom de matrice de Vandermonde, et
son déterminant est non nul égal a [], j <icn(Ti — x5). La matrice M est inversible, et il
existe donc une unique solution u* et fy. est le polyndéme de degré minimal interpolant
le nuage de points. C’est le polynéme d’interpolation de Lagrange. On peut vérifier
qu’il s’écrit explicitement :
P P
fu(z) = Zyz H —

O
=1 j=li#j =" Y

e Lorsque n > p. L’ensemble des solutions est isomorphe & un sous-espace affine de I'espace
vectoriel R,,_1[z] des polynomes a coefficients réels de degré au plus n — 1. Une solution
particuliére est donnée par le polynome d’interpolation de Lagrange (de degré p — 1), et
une base du sous-espace vectoriel sous-jacent est donnée par :

p P p

{H(UC —xi);z[Je—m); 2 P e - Uﬁi)}
i=1 i=1 i=1

C’est I’ensemble des polynomes de degré au plus n—1—p ayant x1, xa, ..., x;, pour racines,

c’est-a-dire les solutions du probleme homogene associé.

V.2.4 Approximation minimax

Donnés un nuage de points {(z1,41), (2,%2), ..., (2p, yp)} et une classe d’applications
fu : R — R dépendant d’un parametre u € R", on cherche, une fois posé x = (z1,...,xp)
et y = (y1,...,Yp) & résoudre le probleme d’optimisation :

min [y ~ fa(x)llec = min (]?1% lyr — fu(l'k)|>

Il s’écrit aussi comme le probleme d’optimisation avec 2p contraintes inégalitaires suivant :

min T
reR,ucR”

Y — fulor) =7 <0
—yk + fulzg) —7r <0
k=1,2,...,p

(implicitement r > 0 puisque |y — fu(zr)| < 7))

V.2.5 Approximation minimax linéaire

Lorsque fy, dépend linéairement de u, c’est a dire lorsque Vz € R, u — fu(z) est

linéaire : fu(w;) = >5_) zijuj, notons M = (2i5)i=1.p € Mpn(R), le probleme s’écrit
j=l.n
matriciellement :

M
min [|Mu - ylle
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qui est équivalent a :

min r
reR,ueRn
( P
Yk _Zzikuk —r<0
i=1
P
—Yk +Zzikuk -r<0
i=1
L k=1,2,...,p

C’est un probleme de programmation linéaire. Puisque r est minoré, r > 0, il existe une
solution au probleme que I'on détermine avec la méthode du simplexe. On a donc montré :

Théoreme V.6 Un probléeme d’approximation minimazx linéaire s’exprime comme un
probléme de programmation linéaire et admet toujours au moins une solution.

Interprétation d’un probléeme minimax linéaire.

Interprétation algébrique. Notons pour ¢ = 1,2,...,n, z; = (214, 22i,.- ., 2pi) € RP,
c’est-a-dire les n vecteurs colonnes de la matrice M.

e Si la famille zy,...,z, n’est pas linéairement indépendante alors un des parametres
U1, ..., U, peut étre supprimé : en effet, si par exemple z; = Y ;" , \;z; alors remplacer

dans les équations u; par Y ;" o Aju;. On réduit le probleme & un probléme minimax linéaire
équivalent et de dimension inférieure.
Aussi suppose-t-on dans la suite que les zq, ..., z, forment une famille libre.

e Lorsque p < n la valeur minimale de ||[Mu — y|| est 0; le probleme consiste en la
résolution du systeme linéaire Mu = y d’inconnue u; appliquer ici la méthode du sim-
plexe au probleme linéaire équivalent consiste en fait a le résoudre par une variante de la
méthode du pivot de Gauss; cela ne présente pas un grand intérét.

e Par contre lorsque n < p et que le systeme linéaire Mu =y n’admet pas de solution : la
solution 1 au probléme minimax est optimale dans le sens ou c¢’est I’élément le plus proche
(pour la norme ||.||«) d’étre une solution.

Interprétation géométrique. Notons pour i = 1,2,...,p, z; = (zi1 zi2 -+ 2zin) €
M, (R), c’est-a-dire les p matrices lignes de la matrice M. On considere les p hyperplans,
Hi, ..., Hp, définis par H; = {u € R"|z;u = y;}.

e Une solution & du probleme minimax est un point de R™ dont la distance maximale a
la famille d’hyperplans H1, ..., H, est minimale.

e Exemple en dimension 2 : les p hyperplans sont des droites.

— Si p = 1 une solution u est n’importe quel point de la droite H;.

— Sip = 2; siles 2 droites Hi, He sont non paralleles, 'unique solution a1 est leur point
d’intersection ; c’est la solution d'un systeme de 2 équations linéaires. Si Hj}Ha sont pa-
ralleles ; soit elles sont confondues, et dans ce cas tout point de H1 = Hs est solution ; soit
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elles sont disjointes, et ’ensemble des solutions est une droite parallele et équidistante a
Hi, Ho.

— Si p = 3; si les 3 droites sont deux a deux non paralleles elles découpent un triangle
et la solution du probléeme minimax est le centre du cercle inscrit a ce triangle (cf. fig.
V.2; si Hi,Hs sont paralleles et Hs ne leur est pas parallele, la solution est le point de
Hs équidistant de Hy, Hs ; etc...

FIGURE V.2 — Le centre du cercle inscrit est la solution d’un probléme minimax d’approxi-
mation linéaire a deux parametres d’un nuage de 3 points.

Exercices.

Exercice 1. Justifier que la matrice symétrique A ci-dessous est définie positive.
2 11
1 21
11 2

Déterminer son inverse.

Exercice 2. Déterminer ’espace des polynéomes P de degré au plus 5 interpolant les points
(0,0), (1,1) et (2,2).
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Annexe A

Rappels de pré-requis
Mathématiques

A.1 Rappels d’analyse

A.1.1 L’espace euclidien R"

Soit R™ L’espace vectoriel réel de dimension n € N,. On notera sa base canonique eq,...,e,.
On munit R™ du produit scalaire usuel < .,.> et de la norme associée ||.||2 (ou ||.| lorsqu’il n’y a
pas d’ambiguité). C’est & dire que si dans la base canonique de R™ les vecteurs u, v € R™ s’écrivent
u = (ug,ug,...,u,) et v=(v1,vq,...,0,), alors :

<u,v>= uTV=u1’01 + UV + -+ UV,

lul| £< v, u>2= \/u§+u§+...+u%

On parle alors de Uespace euclidien (R™,< .,. >) de dimension n. On y vérifie I'inégalité de
Cauchy-Schwartz :

e < Il Iyl soit | wayi| < (Z w?) (Z y?) :
i=1 i=1 i=1

A.1.2 Normes de R"

Une norme ||.|| sur R™ est une application de R dans Ry vérifiant : Vx,y e R", VA € R :
(séparation) x| =0 = x=0,
(homogénéité) [ x]) = || x|,
(sous-additivité)  [|x +y| < ||x/| + [|¥|l-

Lorsque 'on munit R™ d’une norme ||.||, on parle de ’espace normé (R™,|.|).

Voici plusieurs exemples de normes sur R” :

~Lanorme 1 : ||x|[y = >0, |2,

1
— Lanorme 2 : [|x|2 = (37, 27) 2,

111
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1
~ Lanorme p : [|x[|, = (325, |#:f") 7,

— La norme sup : ||x||cc = max {|z1], ..., |za|}.

Sur R™ toutes les normes sont équivalentes, c’est & dire si ||.||o et ||.]|» désignent deux normes de
R™, il existe c1,co > 0 tels que Vx € R” :

xlla < ecrllxlls et x[ls < callxla -

L’espace normé (R, ||.||) est un espace complet : toute suite de Cauchy y est convergente.

A.1.3 Topologie de R"

Soit u € R™ et r > 0. Une boule ouverte de I’espace normé (R™, ||.||) centrée en u et de rayon
roest:

Bu,r) 2 {xeR" | [|[u—x| <7}

On munit R™ d’une topologie naturelle : un sous-ensemble U C R™ est un ouvert de R™ si pour
tout u € U, U contient une boule ouverte centrée en u. C’est la topologie engendrée par les boules
ouvertes. Elle ne dépend pas de la norme considérée.

Propriétés :

— () et R™ sont des ouverts de R",

— une réunion d’ouverts est un ouvert,

— une intersection finie d’ouverts est un ouvert.

— Un sous-ensemble £ de R™ contient un unique ouvert maximal pour l'inclusion ; on le note int(€)
et on 'appelle 'intérieur de £.

Un sous-ensemble V de R™ est un fermé pour cette topologie si son complémentaire est un ouvert.
Toute boule fermée B(u,r) = {x € R" | ||u — x|| < r} est un fermé de R™.

Propriétés :
— () et R™ sont des fermés,
— une intersection de fermés est un fermé,

— une réunion finie de fermés est un fermés.

Dans cette topologie, ) et R™ sont les seuls sous-ensembles de R™ & la fois ouverts et fermés : on
dit que R™ est connexe.

Une application de R™ dans R™ est continue si pour tout ouvert (resp. fermé) U de (R™,||.|),
f71U) & {x € R", f(x) € U} est un ouvert (resp. fermé) de (R™, |.||).

Un sous-ensemble K de R™ est un compact si il est fermé et borné (i.e. 3C > 0, Vx € K, ||x]| < O).

Si f est une application continue de R™ dans R™ et si K est un compact de (R™, ||.]|), alors f(K)
est un compact de (R™, ||.|]).
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A.2 Rappels de calcul différentiel

A.2.1 Applications différentiables

Soient U un ouvert non-vide de R™, xg € U, et f: U — RP. L’application f est différentiable
en X si il existe une application linéaire D f(xp) : R” — RP (la différentielle de f en xp), tel que
pour tout x € U, f(x) = f(xo) + Df(x0)(x — x0) + o([[x — xol]).

Ce qu’on peut aussi écrire :
Ve>0,3r>0,tel que Vx e U, ||x — xof| < = | f(x)— f(x0) — Df(x0)(x —x0)| <e.

La notation de Landau : o(]|x — x0||?), (p € N), signifie ||x — x¢||? #(x) ol limyx_,x, 0(x) = 0.

A.2.2 Vecteur gradient

Dans ce qui suit on considere le cas particulier d’une application f : & C R" — R, c’est a
dire a valeur réelle.
Lorsque f est différentiable en xg, les dérivées partielles de f en x( existent. Soit :
o)
3_7]01(X0)
Vf(xg) = : eR"”

)
ﬁ (x0)

C’est le vecteur gradient de f en xo (on prononce "nabla f de x¢”). On a alors :

D f(x0)(x — x0) =< Vf(x0),x — x0 >

Lorsque f : U — R est différentiable sur U (i.e. en tout point de U), on définit sur U Papplication
gradient :
Vf: U—R"
x — V)

(Remarque : lorsque f: U C R — R, Vf n’est rien d’autre que lapplication dérivée f’.)

Une application f : & C R®™ — R est de classe C! lorsqu’elle est différentiable sur U et que
Vf:U — R™ est continue.

A.2.3 Matrice hessienne

L’application f : U C R™ — R est 2 fois différentiable en xo € U, si f est différentiable sur
un ouvert )V contenant xg, et si Vf : V — R est différentiable en xq. Dans ce cas les dérivées

partielles secondes de f en xq existent et de plus on a Vi, j, %(Xo) = %(Xo) (formule de
Schwartz). On note :
’f % f
82f 8.1?18.%1 (XO) T amlaxn (XO)
V2f(xo) 2 X = : :
f< O) aﬂflal’]( 0) i=1,2,...,n an an
j=1,2,...,
J n 9z, 0 (Xo) e B, 0. (Xo) nxn

la matrice Hessienne de f en xq. C’est une matrice symétrique de M, (R).
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Remarque. Puisque V2 f(xq) est symétrique :

x| V2f(x0)x =< V2f(x0) 'x,x >=< V2 f(x0)x,X > .

A.2.4 Développements de Taylor
Formule de Taylor-Young (a 'ordre 1 et 2)

Lorsque f: U C R™ — R est différentiable en xq on a le développement de Taylor-Young de
f a lUordre 1 au voisinage de xg :

f(x) = f(x0)+ < Vf(x0),x —x0 > +o([[x — %ol|)

(Cette condition est équivalente a la définition de la différentiabilité de f en xg.)

Lorsque f : U C R™ — Rest 2 fois différentiable en x, on a le développement de Taylor-Young
a 'ordre 2 au voisinage de xg :

f(x) = f(x0)+ < Vf(x0),x —x0 > +% (x —x0) "V f(x0) (x — x0) + o(||lx — x0|?).

Ces deux formules de Taylor-Young a l'ordre 1 et 2 sont fondamentales pour établir des conditions
nécessaires, suffisantes a ’existence d’extrema locaux.

Les formules de Taylor-MacLaurin et de Taylor avec reste intégral qui suivent donnent plus de
précision sur le reste. Elles nous sont bien moins essentielles, n’apparaissant que sporadiquement
dans certaines preuves du § 2.3.

Formule de Taylor-MacLaurin (a ’ordre 2)
Lorsque f : U C R™ — R est deux fois différentiable sur 4, 36 €]0,1] tel que :
1
f(x0+x) = f(x0) + (Vf(x0),x) + §XTV2f(X0 +0x)x .
Formule de Taylor avec reste intégral (a ’ordre 1)

Lorsque f: U C R® — R est de classe C1, 36 €]0, 1] tel que :
1
f(xo+x) = f(x0) —|—/ (1 =t){(Vf(xo+0x),x)dt .
0

A.2.5 Espace tangent

Soit f : R® — R une application. La nappe représentative de f ou graphe de f est définie
comme le sous-ensemble de R*+! :

Cr2{(xy) eR" xRly = f(x)} .

Lorsque f est différentiable sur un ouvert & de R", C'y admet en chaque point (u, f(u)) ot u € U
un espace tangent, noté 7,C'y et donné par :

TuCy 2 {(xy) €R" x R|y = (Vf(w).x)} .
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C’est un sous-espace vectoriel de R*T! de dimension n.
L’hyperplan tangent & Cy en u a pour équation y = f(u) + (Vf(u),x — u); c’est un espace af-
fine dont le sous-espace vectoriel sous-jacent y = (V f(u), x) n’est autre que 'espace tangent T,,C'y.

Plus généralement soit f : R™ — RP une application différentiable sur un ouvert &/ de R™. Le
graphe de f est le sous-ensemble de R"*? :

Cr 2 {(xy) eR" xR |y = f(x)}

et C'y admet en chaque point (u, f(u)) ot u € U un espace tangent, noté 7,Cy donné par :
TuCr 2 {(xy) € R" x R” |y = Df(u)(x) |

ou Df(u): R® — RP est sa différentielle en u. C’est un sous-espace vectoriel de R"™? de dimen-
sion n.

Lorsque D C R™ admet en u € D un espace tangent T, D, ce dernier est ’ensemble des
directions d € R™ pour lesquelles soit d = 0 soit il existe une suite (uy) ey dans D, non stationnaire,
tendant vers u, tel que :

lug — u|

L’intervention de la notion d’espace tangent est essentielle en optimisation sous contrainte
lorsqu’appliquée au domaine admissible. Pour le caractériser par une expression explicite nous
utilisons le théoreme des fonctions implicites (ou plutot d’un cas particulier de ce théoréeme).

Théoréme A.1 (Théoréme des fonctions implicites.) Soient U un ouvert de RP x R"™P et

p: RPxR"P — RP
e1(y,%)
(v,x) — :

©p(y, %)

une application de classe C1. Soient v € RP et u € R"P tels que (v,u) € U et tels que :

dpi o :
p(v,u) =0 et la matrice < Ld (v, u)) soit inversible.
Oe; i':i..p
j=1.p

Alors il existe un ouvert Uy de RP, un ouvert Us de R™ P, tels que (v,u) € Uy x Uy C U, et
une application f : Us — RP continue telle que

{0 et xthl oy ) =0f = {(v,x) e R x|y = f(x)} .

De plus f est différentiable en u.

Comme conséquence, le résultat suivant est essentiel en optimisation sous contrainte égalitaire :
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Théoréeme A.2 (Espace tangent d’un domaine égalitaire.) Soit U un ouvert de R"™ et
1y pp : U — R des applications de classe C'. Soit le domaine

D={xetlp(x) = =p(x) =0} .

Siu €D et si Voi(u),... Voy(u) forment une famille libre, alors l’espace tangent Ty,D enu a D
eziste et est donné par :

TuD:{deR"Wi:l,...,p, (Vs (), d) :o} .

Démonstration. Notons ¢ : Y — RP Dapplication de classe C' qui est définie par p(x) =
(p1(x), ..., pp(x)). Le fait que la famille Vi (u), ... Ve, (u) soit libre revient & dire que la matrice

O0pi
E)ej

(u)) i=1.p est de rang p. Alors quitte & permuter ses colonnes on peut supposer que sa sous-
j=1l..n
matrice carrée constituée des colonnes 1 & p est inversible. En notant uy et uy les projetés de u

sur RP x 0 et sur 0 x R" P le théoreme des fonctions implicites fournit f : R"7P — RP? tel que
uy = f(ux). De plus f est différentiable en ux. En particulier D admet en u un espace tangent de
dimension n — p.

Soit (uk)ken une suite de D non stationnaire qui tend vers u € D, avec up = u+ Hul"“(;”uud +

o(|lug —u|). Alors sii € {1,...,p}, pi(ur) = ¢;(u) = 0. En utilisant le développement de Taylor-
Young au rang 1 au voisinage de u, pour k suffisamment grand,

[[ug — |

||dH (V(pl(u),d>+o(Huk—uH) .

pi(ug) = pi(u) +
—_—— ——

On a donc nécessairement (Vip;(u),d) = 0. Ainsi T, D est un sous-espace vectoriel de dimension
n — p de l'orthogonal : < Vi (u),...,Ve,(u) >+. Or puisque Vi (u),..., Vp,(u) forment une
famille libre de dimension p dans R™, ce dernier a pour dimension n — p. Ainsi T,,D coincide avec
< Vegi(u),...,Ve,(u) >+, O

A.3 Rappels sur les matrices

A.3.1 Notations

On note M, ,,(R) 'espace vectoriel des matrices p x n & coefficient réel.
Si A€ M,,(R) on note A" sa matrice transposée.
On note M,,(R) l'algebre des matrices carrées n x n a coefficient réel.
Pour A € M,,(R) on note det(A) son déterminant et tr(A) sa trace.

A.3.2 Norme matricielle

On peut munir M, ,,(R) d’une norme de plusieurs fagons. Une norme matricielle ||.|| est com-
patible avec une norme vectorielle ||.|| si VA € M, ,(R) et Vx € R", || Ax|| < [|4] ||x||. Voici
quelques exemples de normes matricielles compatibles avec la norme euclidienne ||.||2 :

— La norme de Frobenius :

1Al =

zm: ia?j =tr(AAT) .

i=1 j=1
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— La norme induite par |||z :

[ Ax||2
A = sup .
” ”SUP x40 HX||2

— Si A est une matrice carrée diagonalisable, elle coincide avec la norme spectrale :

|A]ls = max {|\| | A est une valeur propre de A} .

A.3.3 Matrice (semi-)définie positive/négative
Une notion d’importance en optimisation est la propriété de la matrice Hessienne d’une appli-
cation d’étre (semi)-définie positive ou négative.
Définitions.
Une matrice A € M,,(R) est semi-définie positive si ¥x € R", x" Ax > 0.
Une matrice A € M,,(R) est définie positive si Vx € R™\ {0}, x" Ax > 0.
On définit de fagon analogue une matrice carrée semi-définie négative, définie négative.

Dans les cas nous intéressant, les matrices considérées sont symétriques (i.e. AT = A) réelles. On
dispose du résultat important suivant :

Théoréme A.3 (Symétrique réelle — diagonalisable.) Toute matrice symétrique réelle
est diagonalisable.

Pour déterminer si une matrice symétrique est définie positive on utilisera le résultat suivant qui
en donne plusieurs caractérisations.

Théoréme A.4 (Caractérisation des matrices symétriques définies positives)
Soit A = (a;;); j=1..n une matrice symétrique. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) A est définie positive.
(i) Toutes les valeurs propres de A sont > 0.
(iit) Vi=0,...,n, ¢; >0, ot pa(A) = Y1 o(=1)'c; AT est le polynome caractéristique de A.
(i) Les déterminants det(Ay) ot Ay désigne A = (aij)ij=1..k sont tous > 0.
(v) Il existe une matrice M inversible tel que MTM = A.
De plus :
(a) Si A est définie positive alors Vi =1,..,n, a;; > 0.
(b) Si Ae My(R), A est définie positive si et seulement si det(A) > 0 et tr(A) > 0.

Pour déterminer qu’une matrice symétrique est semi-définie positive on utilisera le résultat suivant
qui en donne plusieurs caractérisations.

Théoréme A.5 (Caractérisation des matrices symétriques semi-définies positives)
Soit A = (a;j)ij=1.n une matrice symétrique. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) A est semi-définie positive.
(i) Toutes les valeurs propres de A sont > 0.
(i) Vi=0,...,n, ¢; 20, ot pa(\) = 31 o(—=1)'c;\? est le polynome caractéristique de A.
(iv) Les mineurs principauzr de A sont tous > 0.
(v) Il existe une matrice M tel que MTM = A.
De plus :
(a) Si A est semi-définie positive alorsVi=1,..,n, a; > 0.
(b) Si Ae My(R), A est définie positive si et seulement si det(A) = 0 et tr(A) > 0.
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Correction des exercices

Chapitre 1.

Exercice 1. On note z,y les quantités en litre de produits finis.
La fonction économique & maximiser -qui représente le bénéfice brut- est :

Fla,y) = 8o + 4y

sous les contraintes :

z +y < 1000
15z + 3y < 4500
z,y>0
Méthode du simplexe :
1 1 1 0] 1000 —1y 0o (4/5) 1 -1/15 | 700 I
3 0 14500 I 15 3 0 1 |4500 —l
8 4 0 0[f-0 -3l 0 12/5 0 -8/15 | f— 2400 —3l
0 4/5 700 — y =875
15 0 1875 — =125
0 0 f — 4500 fmaz = 4500

Exercice 2. Le probléme s’écrit (voir §3.1) :

max 2z + 1.6y + 1.8z

z,Y,2

90z + 93y + 95z < 6500
10z 4+ 7y + 5z < 500
z,y,z >0

Le probleme est écrit sous forme normale, on lui applique la méthode du simplexe :

90 93 95 1 0| 6500 0 30 1 -9 | 2000
7 5 0 1] 500 10 7 5 0 1 500
2 16 18 0 0| f-0 0 02 08 0 —02] f—100
0 2000 = 3 =40

300
F—132

— 21 =230
= fmax = 132

On obtient x1 = 30, x2 = 0, 3 = 40, pour fmax = 132. Il faut produire 30t, 0t et 40t, respectivement
de bronze de qualités A, B, C, pour un benéfice maximal de 132000 €. Les stocks de cuivre et d’étain sont
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épuisés (s1 = s2 = 0).

Exercice 3. a. En appelant x1, x2, x3, 4 les quantités exprimées en unité de poids de chacun des 4 types
d’aliment, le probléeme s’écrit :

min 2z 4+ 2x2 + x3 + 814

T1yeeny T4

2z1 + 22+ 74 2> 12
x1 + 2.5x2 + 2x3 +4.504 > 7

T1,T2,T3,T4 2 0
Par dualité min/max, il est équivalent au probleéme :

max 12y1 + Tys

Y1,y2

2y1 +y2 <2
y1 +2.5y2 < 2
2y2 < 1

y1 +4.5y2 <8

y1,y2 <0

11 est écrit sous forme normale ; on applique la méthode du simplexe.

1 1 0 0 0] 2 2 1 1 0 0 0 2
1 25 0 1 0 0 2 6 2 =05 1 0 O 1
0 2 0 0 1 0| 1 0 0 0 1 0| 1
1 45 0 0 0 1| 38 0 4 —05 0 0 1 7
12 7 0 0 0 0] f-0 0 1 —6 0 0 0] f-12

2 0 1 0 -05 0 L5

00 —-05 1 -1 0 0

02 0 0 1 0 1

0 0 —05 1 5

0 0

ORESROIFEEE

Il faut acheter 6 u.p. d’aliment de type 1, 0.5u.p. d’aliment de type 3, et aucun aliment de types 2,4.
Pour un cotit de 12.5 u.m. on obtient 12 u. de glucides et 7 u. de lipides.

b. En appelant y1,y2 le prix par unité de volume des aliments 1 et 2, il s’agit de maximiser la fonction
(c’est la gain obtenu pour 'achat permettant d’obtenir 12u. de glucides et 7u. de lipides) :

9(y1,y2) = 12y1 + Ty2

Pour étre compétitif le colit de ses produits pour obtenir la méme quantité de glucides et lipides que dans
les produits concurrents doit leur étre inférieur ou égal. Cela s’exprime :

2y1 +y2 <2
y1 + 2.5y2 < 2
2y2 <1

y1 +4.5y2 < 8

Ce probleme n’est rien d’autre que le probléme max dual du probleme du consommateur. On lui a déja
appliqué la méthode du simplexe. On obtient en résolvant le systéme restant : y; = 0.75u.m. et y2 = 0.5u.m..
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Chapitre II.

Exercice 1. L’application f est infiniment différentiable, car polynomiale. Pour mener un étude locale on
détermine en chaque point son vecteur gradient et sa matrice Hessienne.

6z + 2 0 )

322 + 2z 2 _

Vit = (e o

On recherche ses points critiques,

. 3z? + 2z . 322 +2z =0 r=0oux=—
Vf(x,y)_<3y2+2y>_0 = {3y2+2y -0 — _ _

<
|
[en]
o
=
<
|
\
(IS

Les points critiques sont donc : (0,0), (0,—2/3), (—2/3,0), (-2/3,—-2/3).
On évalue en chaque point critique la matrice Hessienne.

V2£(0,0) = < (2) (2) > est définie positive : (0,0) est un minimum local.

sz((), 72) = ( g _02 ) n’est pas semi-définie : (0, fg) n’est pas un extremum.
o, 2 2 0\ o 2
\Y f(—g,()) = 0 2 )™ est pas semi-définie : (—5, 0) n’est pas un extremum.

2 2 20 (=2 0 2 2 :
Vf(—g,—g)—< 0 72>est définie negatlve.(—g, 3)ebt un maximum local.

L’application f n’admet pas d’extremum global, car elle est surjective sur R :

lim f(z,0) = 400 lim f(z,0) = —oc0 .
Tr—r— 00

Tx—+o0

Exercice 2. Soit I'application f(z,y) = z* +y* — 2% — ¢3.

a. Montrons que f est coercive. Formons :

flay) —a® =y =@ —e - )+ (" —y - 1) .
Le trinéme t? — ¢t — 1 est positif lorsque ¢ g]*%‘/g, %\/g[
—%. Ainsi lorsque z ou y est suffisamment grand, f(z,y) > ||(z,y)
sur R?, 3C > 0 tel que :

et a pour minimum ¢ = —% en lequel il vaut
[|?. Toutes les normes étant équivalentes

(@, y)llee = sup{lz], [yl} = Cll(z,y)l2 = V&> +y* .

Ainsi lorsque ||(z,y)||2 tend vers 400, sup {|z|, |y|} tend aussi vers +o0, de sorte que f(z,y) > ||(z,y)]]2 et
tend aussi vers +o00. Donc f est coercive.
On en déduit (théoréme I1.2) I’existence d’un minimum global et d’aucun maximum global pour f sur R

b. Afin de déterminer le(s) minimum(s) de f on cherche ses extrema locaux en poursuivant une étude locale.
L’application f est infiniment différentiable. Son vecteur gradient et sa matrice hessienne s’expriment :

4z® — 32° 2 122° — 6 0
Vien = (e ) Ve = (20 L0
Ainsi f a 4 points critiques A = (0,0), B=(0,2), C = (2,0) et D = (2, 2). En D la matrice hessienne est

définie positive : D est un minimum local de f. En A, B, C' la matrice hessienne est semi-définie positive :
on ne peut rien déduire sur la nature des point critiques A, B, C.
Pour déterminer le(s) minimum(s) de f il suffit d’évaluer f en ses 4 points critiques :

10.0=0 > j0.H=C0=-3 > 555=-2.
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Ainsi le minimum de f est le point D = (%, %)
c. Soit u un point critique de g, i.e. Vg(u) = 0.

Si u est un minimum local de g, il existe une boule ouverte B centrée en u tel que, Vx € B, g(x) > g(u) =
g(u) + (Vg(u),x — u). Avec le théoréme IL1.5.1 on en déduit que la restriction de g & B est une application
convexe.

Réciproquement, avec le théoreme 11.5.1, si g est convexe sur une boule B centrée en u, alors Vx € B,
g(x) = g(u) + (Vg(u),x — u) = g(u) et en particulier u est un minimum local de g.

d. Revenons en a ’étude des extrema locaux de f. Nous avons déterminé la matrice Hessienne de f. Le
binéme 12t* — 6t ne garde pas un signe constant sur un voisinage de 0. Ainsi sur aucun voisinage de A, B
et C, la matrice hessienne ne reste semi-définie positive ou négative. Avec le théoreéme I1.5.2, application
f n’est ni localement convexe ni localement concave sur un voisinage convexe de A, B ou C. Ainsi en
appliquant le résultat établi en ¢), ni A, ni B, ni C' n’est un extremum local de f.

Exercice 3. On rappelle que 'indice de réfraction est n; = v% ou ¢ désigne la vitesse de propagation de
la lumiére dans le vide et v; sa vitesse de propagation dans le milieu.

La lumiere parcourt le trajet qui minimise le temps de parcours. Ce dernier est :

AlM + AQM _ n1A1M + 7’L2A2M )

U1 V2 C &

Il s’agit donc de déterminer le point M de fagon & minimiser le chemin optique n1 A1 M + n2As M.

On se donne un repére orthonormé construit de la fagon suivante (voir la figure ci-apres) : soit O le point
d’intersection de la droite (A1 A2) avec le plan de séparation que nous appelerons (P). Soient My et Ms
les projetés orthogonaux respectifs de A; et Ay sur (P). Le segment [M; Ms] passe par O. On choisit un
repeére orthonormal d’origine O, tel que (Ot) est confondu avec (M1 Ms) et (Oj) est dans (P); alors k est

orthogonal a (P).
Ay
\ndice de réfraction ny

Indice de réfraction no \
Ag

Les coordonnées de M, A1, A2 dans ce repére sont respectivement (z,y,0), (21,0,21) et (z2,0,22). Le
chemin optique s’exprime alors :

Fa,y) =my/(@ = 21)? + 92 + 2 oy (@ — 22)2 442 + 23

et il s’agit de le minimiser. L’application f est clairement coercive et admet donc un minimum. Etudions
ses points critiques :

8f(a:y) n T — 11 4n T — T2

a_ 5 —ni 2

O Vi —21)? + 92 + 27 Ve —22)2 + 92+ 23
of y Yy

= (z,y) =m +n2

9y V(e —a1)? +y? + 27 V(e —a2)? +y? + 23

Puisque g—i(x,y) =0,0n ay=0. Ainsi M est situé sur la droite (M;Ms).
Puisque %(x,y) =0, x —x1 et T — z2 sont de signes opposés, ainsi (par exemple) 1 < © < x2 : M est
situé sur le segment [M;Ma]. Alors au point M(z,0),

af T —x1 T — X2 MM MM

——(z,0) =n +n =n —n =0
(=0) 1«/(x7x1)2+zf 2\/(x7x2)2+z§ YAM ?

617 AQM
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MM _ MM . My M
A0 "M O A

ce qui implique n;
minimum on a :

= cos(§ —ix) = sin ix, k = 1,2. On trouve donc qu’au
n18iniy = nosinis .

Exercice 4. a. Le probléme de minimisation mig |lu — v|| est équivalent au probléeme mi? |la —v]|* Or
ve ve

I'application
n

fixelu—x|* = Z(uZ —z)? =x'Idx — 2u' x + |Jul|?
i=1
est une application quadratique de matrice hessienne 21d. Avec le théoreme I1.9, f est une application
elliptique, et donc strictement convexe et coercive. Le domaine C étant convexe fermé et non vide elle y
admet un unique minimum, Pe(u).

b. On est dans le cadre de la programmation convexe, et f est différentiable. La caractérisation de Pc(u)
est donnée par le théoreme IL.6.(iv) : Vv € C, (Vf(Pc(u)),v — Pc(u)) = 0. Or Vf(Pe(u)) = 2 (Pc(u) —u).
On obtient donc :

Vv eCl, 2(Pe(u) —u,v— Pe(u)) >0

et la caractérisation donnée en découle immédiatement.

c. En appliquant la caractérisation des points Pe(x) et Pe(y) :
(Pe(x) — x, Pe(y) — Pe(x))
(Pe(y) —y, Pe(x) — Pe(y))

En additionnant ces deux inégalités :

0
0

AR\

< Pe(x) = Pe(y) —x+y,Pe(y) — Pe(x)) 20,
soit
(y —x,Pely) = Pe(x)) = | Pe(y) — Pe(x)|”

et en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz au membre de gauche :

ly = xI[|Pe(y) = Pe(x)|l > {y = x, Pe(y) = Pe(x)) = [|Pe(y) — Pe(x)|”

dont on déduit ’inégalité recherchée.

Exercice 5.
1. Puisque | — 0o, u[ est un ouvert de R et que f : D — R est continue, f~*(] — 0o, u[) est un ouvert de D.

2. Soit r = v — u, alors tout point x de la boule ouverte B de R centrée en v et de rayon r vérifie z > u,
en particulier f~*(B) est contenu dans Cp f~*(] — oo, u[) et contient f~*({v}). Puisque B est un ouvert
de R et f est continue, f~'(B) est un ouvert de D. Donc Cp f71(] — 0o, u[) est un voisinage de tout point
de f~1({0}).

3. Soit x € f~({u}) ; puisque x est un min local il existe un ouvert 2 de R™ contenant x tel que Yy € UND,
f(y) = f(x) = u. Ainsi UND) C Cp f71(]—o0, u|), et par définition c’est un ouvert de D; bp £~ (] — o0, u[)
est donc un voisinage de x dans D.

4. On déduit de 2 et 3 que bp f~1(] — oo, u[) est un voisinage de tous ses points. C’est donc un ouvert de
D et donc son complément, f~!(] — 0o, u[) est un fermé de D.

5. On a montré en 1 et 4 que f~'(] — co,u[) est & la fois fermé et ouvert dans D. Puisque D est connexe,
F71( — oo, ul) est soit O soit D. Puisque u € D n’est pas dans f~'(] — oo, u[), c’est ensemble vide. Ainsi,
Vx € D, f(x) = f(u); u est donc un minimum global de f sur D.
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Chapitre III.

Exercice 1. On traite séparément les exemples A et B.

Exemple A. f(z,y) = z et D = {z? +4* = 1} ; on retrouve les solutions évidentes trouvées au §111.1.2 en
appliquant ici les conditions de Lagrange.
On l’a vu, puisque f est continue et D est compact, il existe un minimum et un maximum global.

Vi = (g ) @ Vet = 5 ).

2y

Puisque Vo(z,y) # 0 sur D, Vo(z,y) forme une famille linéairement indépendante. On applique la condi-
tion nécessaire de Lagrange :

1 4+ 2 = 0 (1)
(z,y) extremum local = V,L(z,y,\) =0 = 22y = 0 (2
2 4+ 2 =1 (3
On résout ce systéme d’inconnues z,y :
2) = y=0o0u A=0 . (3) _
(1) = A0 = y=0 = z==I1.
On obtient deux solutions :
a=(1,0) (avec A=-1/2) ; b=(-1,0) (avec A =1/2).
Puisque f(a) = 1 et f(b) = —1, et que 'on connait déja I'existence d’un minimum et d’un maximum

global, on peut d’ores et déja conclure que b est le minimum et a est le maximum (globaux). On retrouve
cependant qu’il sont minimum et maximum (local) en appliquant les conditions du second ordre.

) (22 0

L’espace tangent & D en u = a ou b est ici le méme, TyD = Vect((0,1)); ¢a n’a ici peu d’importance,
puisque :

-1 0

2 —
en a, VyL(a,—1/2) = < 0 —1

) est définie négative = a est un max,

1 0
0 1

et puisque ce sont les seuls extrema locaux de f sur D, ce sont des extrema globaux par compacité.
Exemple B. On reprend ’exemple B du §1I1.1.2 :

fl@,y) =2 +y* et D={(z,y) eR*|ay=1}.
Vien =5 ) 5 Ve = (1) ¢ Vetwan=( 5T

Sur D, V(z,y) # 0, aussi on peut appliquer les conditions de Lagrange, ce qui nous ameéne a résoudre le
systéme :

en b, V2L(b,1/2) = ( ) est définie positive = b est un min,

2w 4+ Ay = 0 (1)
2 + A o= 0 (2
y = 1l/z (3)

En formant 1’équation (1) — (2) on obtient :

rT=1y g =1 = z=%+1

(z—y)(2-N)=0 = ou
A=2 g Yy=—x % z? = —1 impossible.
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On obtient deux solutions :
a=(1,1) et b=(-1,-1) (avec A = —2).
On détermine en ces deux points la matrice Hessienne du Lagrangien :

2 — 2 A . 2 ) oy _ 2 =2
Vzﬁ(w,y’k)f(A 2) . V2L(a,—2) = V2L(b, 2),(_2 2)

Enu=aoub, TyD = Vect((1,—-1)) = {(t,—t) |t € R} (orthogonal de V(u) = < 1 ) et ( -1 )) Or,

-1
sit#0:
(t,—t)( _; _3 ) ( _i):8t2>0

Ainsi, Vx # 0 € TuD, x' V2L(u, —2)x > 0, et donc a et b sont deux minima locaux stricts. Ils sont en
fait globaux car f est coercive sur le fermé D et f(a) = f(b).

Exercice 2. L’application f a déja été étudiée dans l’exercice 1 du chapitre 2.
On se souvient qu’elle n’admet pas d’extremum global sur R? car elle est surjective.

Le cercle C est un compact (fermé borné) de R?, donc f étant continue elle admet un minimum et un
maximum global sur C. Il s’agit d’un probleme d’optimisation sous contrainte égalitaire.

2x
2y
point de C les contraintes sont qualifiées. On a donc en tout extrémum (z,y) € C de f, les conditions de
Lagrange :

Soit la contrainte égalitaire o(z,y) = 22 + 3> — 1 =0. On a Vo(z,y) = ( # 0 sur C. Donc en tout

JAER, Vf(z,y) + A\Vo(z,y) =0

322 +2z+2\x =0 z(Bz+2+2X) =0 z=0ouzx=—222
2 e 2492
3y"+2y+2xy =0 yBy+2+2)) =0 y=0ouy= -2

Puisque (z,y) € C, on a z® + y* = 1, et donc :
=0 = y==1

y=0 = x==1

242\ 24+ 22\ 2 1
T=y=— +3 :2( +3 > :1:>A:71i%\/§:>:r:y:iﬁ

On obtient donc 6 points vérifiant les conditions nécessaires de Lagrange :

Point | (0,1) | (0,-1) | (1,0) | (=1,0) | (5. 75) | (=

Valewrde f| 1 | 1 | T | 1 | L

7)

1
75

SHO

Ainsi f admet sur C :
— pour minima les 2 points (—1,0) et (0, —1),
— pour maxima les 2 points (1,0) et (0,1).

Exercice 3. Le probléeme se formule :

max 3zy — z? — 3y2
zy

T4y =28
z,y >0

Tl s’agit d’un probléme de programmation quadratique sous contrainte égalitaire, sur 'ouvert U = (R%)?.
La matrice hessienne de f est
-2 3
A= .
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Puisque det A =3 > 0 et tr(A) = —8 < 0, A est définie négative i.e. f est strictement concave et admet
donc au plus un maximum u, et s’il existe (x,y) est solution sur (R4 )? du systeme :

—2x+3y+A=0
3xr—6y+A=0
r+y =28

Que l’on résout pour obtenir x = 18 et y = 10. L’allocation optimale est 18 publicités en magazine et 10mn
de télévision.

Exercice 4. (Probleme de Kepler.)
Le probleme se formule :

max zyz
2?/a® + 2 /b? + 22/ =1
z,y,z =0
On calcule :
yz 2x/a?
Vix)=| =z i Vex)= | 2y/b? # 0 sur & si zyz # 0.
xy 2z/c?

Les contraintes inégalitaires étant toutes insaturées car x,y,z >0 = pu1 = p2 = pus3 = 0. En appliquant
(KKT) :

Vf(x)+ AVep(x)=0
yz 4+ A2x/a® =0
xz + A2y/b> =0
Ty +A22/c* =0

On multiplie la premiére ligne par x, la deuxiéme par y et la derniére par z, puis on somme : on obtient

3ryz+22 =0 = yz = —2)/(3z) = —2)\/(3z)+X2z/a®> =0 = 2A(3z° —a?)/(3a®z) =0.Or A =0
est impossible car autrement zyz = 0. Donc 3z = a?. De la méme facon 3y = b et 322 = ¢2. Donc :

Et par suite, par compacité :
VOlmax = —F

Le volume maximal du parallélépipede rectangle inscrit dans une ellipsoide est 1/(3v/3) fois le volume du
parallélépipede dans lequel £ est inscrit.

Exercice 5. (Probleme de Tartaglia)
Le probléeme se formule :
max pip2 X (p2 — p1) = p1p3 — pip

p1+Dp2 =38
P — 2p1p2
p1p2

p1,p2 =0
(1) oao(1] -2

D2
Les contraintes étant affines on peut appliquer les conditions (KKT). Clairement les contraintes inégalitaires
sont insaturées : p1,p2 >0 = p1 = p2 = 0. On obtient :

p5—2pip2 +A=0 ()
2pp2 —pi +A=0 (L)
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En formant (I1) — (l2) on obtient p + p3 — 4pip2 = (p1 + p2)* — 6p1p2 = 0. Puisque p; + p2 = 8, on a
pip2 = % Donc p1, p2 sont les racines du polynéme z2 — 8z + % On trouve (A = %) :

pr=4- p2 =4+

4 4
V3 V3
Question. Par compacité il existe aussi un minimum global que les conditions de Lagrange doivent déterminer !
Réponse : c’est (p2,p1).

Exercice 6. Le domaine D = {x € R™||x| < 1} est un compact. L’application f(x) = x' Ax est

quadratique et donc continue. Ainsi f admet (au moins) un maximum sur D.

Appliquons les conditions de KKT. La contrainte est ¢(x) = > ", 22 — 1. En un maximum u, il existe

n <0, tel que :
Vi) 4+ pVy(u) =2Au+2puldu=0 = Au=—pu.

Ainsi :
—si u # 0, u est un vecteur propre de A associé a la valeur propre —u > 0. Dans ce cas la contrainte est
saturée, [ull = 1, et f(u) = —pu"u=—pllulf’ = —p.

—si p =0, u est un vecteur de ker A.

On peut conclure : si A a une valeur propre > 0, u est un vecteur propre unitaire associé a la plus grande
valeur propre de A. Sinon u est n’importe quel élément du noyau de A.

Chapitre IV.

Exercice 1. On applique la méthode de Newton pour la recherche de zéro de 'application f(z) = z2 —2.
Elle s’écrit :

e = e~ /(a0 () = - 2un) T (ud -2) = P o
En prenant up = 1, on obtient :
Avec 10 chiffres significatifs : /2 = 1.41421356237309.
u; = 1.50000000000000,
uz = 1.41666666666667,
us = 1.41421568627451,
ug = 1.41421356237469,
us = 1.41421356237309,
La convergence est particulierement rapide! On trouve une valeur approchée & 1070 prés en 5 itérations.
Elle dépend ici peu du point base. Avec un point base négatif elle converge néanmoins vers —v/2, c’est
a dire vers I'autre zéro de f. Pour des valeurs initiales s’éloignant de la solution le nombre d’itération
nécessaire est plus important. Voir en guise d’exemple le code matlab pour I'implémentation :

%% Méthode de Newton pour sqrt(2) %%
format long;
u=1;
N=5;
for i=1:N
u=u/2+1/u
end

Voir aussi & ce sujet ’exercice 1 du TP n°4.

Exercice 2. Dans ce cas Vx € R, Vf(x) = Ax — b et V2f(x) = A. La méthode de Newton s’exprime :
Ug+4+1 = U — VQf(uk)AVf(uk) = U — Ail(Auk — b) = Ailb .

Puisque A est définie positive, A™'b est 'unique minimum de f sur R"™ (cf. théoreme I1.10). Ainsi la
méthode de Newton équivaut a la résolution directe de ce probléme. Sa convergence se fait en une itération
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et ne dépend pas du point base. Elle n’apporte donc rien ici. En général, la méthode de Newton peut se
réinterpréter de la facon suivante : elle revient a approcher au voisinage de u, 'application & minimiser
par une application quadratique.

Exercice 3. Soit t € {1,...,n}.

n n
— 1 2 b
f(xl,asz, ... ,l‘n) = 5 ai; Ty + Qi T x5 — i L
i=1 =1

i<j
= jouTi + o Z at;xj — biwe + 5 Zaiﬂi + Z AijTiT; — Z bix;
j=1 i=1 1<J i=1
j#£t i#t i,j#t i#t
dépend de z¢ ne dépend pas de z¢
Alors :
af n n
%(ml,...,xn) = auTt + Zat]’x]’ —b= Zatjxj —b
t j=1 Jj=1
At

Puisque A est définie positive, f est elliptique. Cela implique qu’en tout point u € R™, et pour tout
t € {1,...,n} chacune des applications = +— f(u + ze;) est strictement convexe et coercive. Chacune
admet donc un minimum global caractérisé par la condition d’Euler :

of

—((u+ze)=0.

ot (u+ zet)
Ainsi, si :

Faf 2l al) = inf fral?, L al?)
xTE
f('rgk+1)7 m;k-'—l)a e 7.%%]“)) = 1161% f(a:(lk+1)7 Ly ’m%k))

Alors donné uy, = (xgk), e x;k)), le point ug41 = (:cgkﬂ), e mgﬁl)) construit par la méthode de relaxa-

tion est caractérisé par :
allwng) + a12$€;k) + .+ amz =b

a21$§k+1) + a22wék+1) +. o HamaP =b,

a1+ @z L anneTY = b,

On le construit donc grace a :

w(lk-H) = i(bl - alzwém — = a1n$5g€))

I;k+1) = é(bQ - a21I5k+1) — .= aznﬂfgbk))

.’L"(nk+1) = a,:,n (bn - an1x§k+1) e T ann71$£7‘kj'11)) N
en effet la matrice A étant définie positive, ai1,as2, ..., Gnn 7# 0.

Exercice 4. a. Le vecteur gradient du lagrangien du probléeme est :

VoL (A, ) = V() + 3 AVei(u) + 3 Vs ()

j=1
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En notant ¢; et d; la i® ligne de la matrice C' et la j¢ ligne de la matrice D, V;(u) = ¢, et Vop;(u) =d; .
Aussi :

p q
Vsl(u A, p) = V() + Y Niel +3pgd]
i=1 j=1

=Au—b+C'A+D'p.
b. Les conditions de KKT s’écrivent ici :
Au—-b+C"A+D"'u=0,
rz0,
p (Du—d)=0.
c. En utilisant 'expression du vecteur gradient du lagrangien obtenue en a. :
xp=A""b-C'A=D"p),
Aet1 = Ak + p(Cxp — ),
P41 = Pryya(pe + p(Dxp — d))

Chapitre V.

Exercice 1. On applique le théoréeme A.4 :

2 1 11 11 2 1
det(A)72‘1 2‘—‘1 2‘+‘2 1‘f2x3—1+(—1)74, det(Az)f‘l 2‘73, det(A1) =2.
Ainsi A est définie positive.
Prenons w = (1,0, 0), alors :
T 1 00 0 —1/2 —1/2
1
=2 —-10 0 0 ; Di=ld-CiA=| 0 1 0
wpdor 24 g g o 0 0 1
Posons u = (0,2,0) ¢ ker D1 et wa = Diu = (—1,2,0). Alors :
T 1 -2 0 T 2/3 —1/3 0
1
@ _ 2| 2 4 0 L Ch=Ci+ 222 [ 173 2/3 0
wy Awa 6 0 0 0 wy Awa 0 0 0
Posons v = (0,0, 3) & ker D3 et wg = Dav = (—1,—1,3). Alors,
T 1 1 -3 T 3/4 —1/4 —1/4
1 _
s (1 1 -3 D Cy=Co+ 25 | 14 34 —1/4 | =AT.
wgAws 12\ 3 3 g wz Aws 14 14 3/4

Exercice 2. On commence par déterminer le polynéme p(z) d’interpolation de Lagrange des points (0, 0),
(1,1), (2,2). On pourrait remarquer que x — x interpole ces points et est de degré 1 et donc minimal;
ainsi p(x) = z. On applique cependant naivement la formule :

3 3
p)=> v [] %
i=1  j=1,i#tj " J
zlxx_oxm_2+2>< T Xw—l
1-0 1-2 2—-0 2-1
=z(2—2)+z(z—-1)
=z
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L’ensemble des polynémes de degré au plus 5 interpolant ces 3 points est I’ensemble des polynémes :
Pope(z) =2 +a(x —1)(z — 2)(a + bz + cz?)

ou a, b, ¢ décrivent R.
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