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Comment resoudre un probleme NP-difficile ?

= On a vu en optimisation combinatoire plusteurs
classes de problemes NP-difficiles,dont :

= Coloration de graphe,

= Probleme du sac a dos,

* Probleme du voyageur de\commerce,

= Probleme de satisfaisabilité des clauses.



Comment resoudre un probleme NP-difficile ?

= On a vu en optimisation combinatoire plusteurs
classes de problemes NP-difficiles,dont :
= Coloration de graphe,
* Probleme du sac a dos,
* Probleme du voyageur de\commerce,
* Probleme de satisfaisabilité des clauses.
= On a vu pourguoil (P=NP?), sauf a étre éxagéeremment
optimiste (pessimiste?) on ne pouvait espérer en
trouver<one solution vraiment efficace, I.e. un
algorithme de complexité polynomiale.



Comment resoudre un probleme NP-difficile ?

= Cependant, la technologie moderne imgose tous les
jours de résoudre aussi efficacementcgue possible de
tels problemes avec des tailles de-données
gigantesques
» Réseaux modernes de communication,
= Gestion du trafic aérien,
» Geénie logiciel, Intelligence artificielle,
= Organisation logistique,
= Optimisation, des-colts, des bénéfices, des stocks, dans
I'industrie;'‘€gonomie,
= efc...
= Comment alors doit-on procéder ?... C’est le sujet de
ce cours.
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Comment resoudre un probleme NP-difficile ?

On distingue deux types de méthodes :

" | es méthodes exactes, qui retournent une
solution optimale -de complexité exponentielle
en theorie- mais qui, en moyenne, s'averent
efficientes.

" | es méthodes.approchées ou heuristiques,
gui construisent en un temps acceptable une
solutier raisonnable sans aucune garantie
d’optimalite.




Les méthodes exactes

" Méthodes arborescentes : (ou branch & ound. ex:
algo. de Little pour le PVC).
Elles cherchent ‘intelligemment’ parmi\’ensemble des
solutions a déterminer une solutiogaptimale sans
analyser tous les cas.
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Les méthodes exactes

= Meéethodes arborescentes : (ou branch & bound. ex:
algo. de Little pour le PVC).

Elles cherchent ‘intelligemment’ parmiénsemble des
solutions a déterminer une solutromaptimale sans
analyser tous les cas.

" Programmation dynamigue::

Elles déterminent inductivement une solution en
ramenant un probleéme’ssur N données a un probleme sur
N-1 données.

" Laprogrammation linéaire en nombres entiers
(PLNE)

Elle développe principalement 2 types d’approche dont
laneyr’est autre gu’'une methode arborescente.




Les heuristiques

= Méthodes constructives :

Elles construisent une solution par une suite de choix
partiels et deéfinitifs, c’est a dire sans-retour arriere.
Lorsque a chague itération elles*prennent le choix le
plus avantageux, on parle de<methodes gloutonnes.
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Les heuristiques

= Méthodes constructives :

Elles construisent une solution par une suite de choix
partiels et deéfinitifs, c’est a dire sans-retour arriere.
Lorsque a chague itération elles*prennent le choix le
plus avantageux, on parle de<methodes gloutonnes.

"= Recherches locales :

On part d’une solution.iftitiale et par transformations
successives on construit une suite de solutions de codts
decroissants.

= Métaheuristigues :

Il s’agit diune)méthode de recherche locale ou 'on
s'autorise d’augmenter temporairement la fonction
@eanomique pour eviter de rester piegée en un minimum
local. En général elles convergent en probabillité.
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qui est>1 pour un probleme de minimisation et
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Evaluation des Heuristiques

= |e probleme de I'évaluation des heuristigies est
crucial : en effet n’ayant aucune garantie
d’optimalité on peut dans une implémentation
étre proche ou tres éloigné d’'unoptimum.

" Pour une donnée D on note (D) le colt d'une
heuristigue H et Opt(D) fe’colt optimal. On
appelle performance.relative le quotient :

qui est>1 pour un probleme de minimisation et
<lmour un probleme de maximisation.

" Elfe peut étre parfois évaluée a priori ou étre
Imprévisible et constatée a posteriori.



Evaluation a priori

" On appelle performance relative au gire d’'une
heuristique H :

c’est a dire sa plus mauyaise performance relative
sur 'ensemble des.données.

" |l s'agit d’'une garantie de performance obtenue
mathématiguement par I'analyse de I’'heuristique
H

= C’estdifficile a obtenir et I'on n’en connait que
pous'guelques heuristiques.



Exemples de performances relatives au pire

= on connait une heuristigue de PRP 1.5pour le
PVC (A-PVC) lorsque les codlts vétifient
'inegalite triangulaire C; < Cy+Cy et sont
symetriques C;=C;.
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Exemples de performances relatives au pire

= on connait une heuristigue de PRP 1.5pour le
PVC (A-PVC) lorsque les codlts vétifient
'inegalite triangulaire C; < Cy+Cy et sont
symetriques C;=C;.
— Le resultat de cet heuristigue n’est jamais a
plus de 50% de |.optimum.

" On
pro
PR
en

] —

ne connaitpas d’heuristique pour le
nleme _dé\coloration de graphe avec une
P meilleure que O(N/log N), ou N=card(D),

narticulier bornée.
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= || est bien rare de pouvoir determiner la PRP. En
voicl cependant un exemple :

= Probleme du transversal minimal : dans/un
graphe non orienté trouver un ensemble de
sommets T, de cardinal minimal tel,que toute
aréte en soit incidente.

Heuristigue :
T est vide
Tant gu’ll reste des\arétes
choisir une atéte, ajouter ses extremites a T

Les suppfimer du graphe, ainsi que toute aréte
Incidente.

Fim Tant que
" | e résultat obtenu est clairement un transversal.




= Tout transversal du graphe, y compris un
transversal minimal, doit contenir au moins un
sommet de chaque aréte choisie dans
I’heuristique. Aussi aucun ne peut contenir

moins de la moitié des sommets.de T.
AUSSI
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Aussi

= Voici un exemple ou

A \/ B
C
Cholisit\[A,C]. On obtient un transversal {A,C} de
cardinal 2, alors que celui minimal, {C}, est de

cardinal 1.



= Tout transversal du graphe, y compris un
transversal minimal, doit contenir au moins un
sommet de chaque aréte choisie dans
I’heuristique. Aussi aucun ne peut contenir
moins de la moitié des sommetsde/T.
Aussi

= Voici un exemple ou

A \/ B
C
Cholisit\[A,C]. On obtient un transversal {A,C} de
cardinal 2, alors que celui minimal, {C}, est de

cardinal 1. Ainsi,



Evaluation a posteriori

= |e plus souvent, on ne sait pas evaluer la performance
relative au pire. On ne peut alors gu’évaluer la
performance relative sur les résultats obteaus.apres
execution de I'heuristique, et encore, a condition de
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pour un minimum oy pPar'exces (majorant) pour un
maximum.



Evaluation a posteriori

Le plus souvent, on ne sait pas eévaluer la performance
relative au pire. On ne peut alors gu’évaluer la
performance relative sur les résultats obteaus.apres
execution de I'heuristique, et encore, a condition de
connaitre I'optimum.

Mais en géneral le calcul de 'optimum ne peut se faire
en temps raisonnable.

On peut obtenir une évaluation moins fine si I'on dispose
d'une évaluation de I'optilntim : par defaut (minorant)
pour un minimum oy pPar'exces (majorant) pour un
maximum.

Exemple : Dans.a recherche d’'un minimum, pour une
donnée D, en‘notant B(D) une évaluation par défaut de
Opt(D)..

En particulier si H(D)/B(D)=1, on est slr d’avoir atteint
un optimum.



Exemples de Bornes min B(D) pour le PVC

Soit D la matrice nxn des colts :
" borne Inf naive :
la somme des n plus petits elements de D.
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Exemples de Bornes min B(D) pour le PVC

Soit D la matrice nxn des colts :

" borne Inf naive :

a somme des n plus petits'elements de D.
" borne Iinf moins naive<

a somme des.mivima de chague ligne.

" borne Iinf de Little :

a somme)des nombres soustraits aux
Ignes & colonnes dans la ‘reduction de la
matrice’ (cf. algo de Little).




Exemples de Bornes min B(D) pour le PVC

= Si D est symetrigue (graphe non orienté)s.

= Si dans un circuit hamiltonien on supprime une
aréte on obtient un arbre recouvrant (i.e.
contenant chaque sommet)-de\cout inférieur.

® borne Inf : cout minimal d’un' arbre recouvrant.




Exemples de Bornes min B(D) pour le PVC

= Si D est symetrigue (graphe non orienté)s.

= Si dans un circuit hamiltonien on supprime une
aréte on obtient un arbre recouvrant (i.e.
contenant chaque sommet)-de\cout inférieur.

® borne Inf : cout minimal d’un' arbre recouvrant.

= C’est un probleme facile (en O(N?)), dont voici
un algorithme :

Initialement)l'arbre T est reduit a un sommet

Pour k'variant de 1 jusqu’a N-1
Chrercher I'aréte [i,j]decoUtmint.q. i1e T et jg T
Ajouter [i,j]laT

Fin Pour
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= Exemple:
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Exemple :
Borne naive :
B,(D)=6.

Borne moins naive :

B,(D)=7.
Borne de Little :
B,;(D)=9.

oA [O

= [ NLoT | T

—

WIN || |M

myg (O | >
NlOMD | w

R INN




Exemple :

Borne naive :

B, (D)=6.

oA [O

Borne moins naive :
B,(D)=7.

= [ NLoT | T

Borne de Little :

—

WIN || |M

B,(D)=9.

myg (O | >
NlOMD | w

R INN

Cout minimal d’'un arbre recouvrant :
B,(D)=7 (arbre : [A,B],[B,EJ{E,C],[C,D]).




Exemple : AIBICIDIE
Borne naive . Al - Ny
D)6 B|3|-/202 1
Borne moins naive

B,(D)=7. Cl 492 -11|2
Borne de Little : DV512|11]-1]3
B3(D)=9. E1 41|23 -

Colt minimal d’'un arbre recouvrant :
B,(D)=7 (arbre : [A,B],[B,E}{E,C],[C,D]).
Heuristique du plus proche voisin :

Partir du sommetAvet construire un cycle en reliant le dernier
sommet visjté\auw plus proche sommet libre.
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Exemple : AIBICIDIE
Borne naive . Al - Ny
D)6 B|3|-/202 1
Borne moins naive

B,(D)=7. Cl 492 -11|2
Borne de Little : DV512|11]-1]3
B3(D)=9. E1 41|23 -

Colt minimal d’'un arbre recouvrant :
B,(D)=7 (arbre : [A,B],[B,E}{E,C],[C,D]).
Heuristique du plus proche voisin :

Partir du sommetAvet construire un cycle en reliant le dernier
sommet visjté\auw plus proche sommet libre. On obtient A-B-E-
C-D-A de~calt 3+1+2+1+5=12. La performance relative au pire
sur C estau plus 12/9=1.33, soit une erreur d'au plus 33%. En
fait le"colt optimal est 12 (appliquer I'algo de Little). Par chance
c’est optimal...
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inférieure.
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connait |a PRP, elle peut n’étre atteint que dans des cas
patholegiguées. Une performance ‘en moyenne’ présente
un-grand intéreét.



Evaluation statistique(a posteriori)

= On est souvent contraint a cette extrémité pour les
problemes sur de grande taille de données.

= On compare diverses méthodes sur une serie de
problemes générés aléatoirement (ex..our le PVC sur
N sommets attribuer aléatoirementes_codts a l'aide
d’une loi de probabilité uniformesun[0,C, ..], TSPLIB)
aux methodes existantes.

= On compare leur résultatleur temps d’exécution
minimaux, maximaux, moyens, les écarts types, a un
réesultat optimal (si'6’est possible) ou a une borne
inférieure.

= Cela présente\par ailleurs un avantage : méme si lI'on
connait |a PRP, elle peut n’étre atteint que dans des cas
patholegiguées. Une performance ‘en moyenne’ présente
un-grand intéreét.

= Toute amelioration substantielle est interessante,
comme par exemple la meilleure heuristique ‘en
moyenne ‘ selon la taille des données.



Heuristigues gloutonnes



Probleme du sac a dos

= n objets disponibles.
" | 'objet i a un poids p;>0 et une>valeur v:>0.

= Emporter un sous-ensemble d’objets de
valeur maximale dans’un sac de capacité P.
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= n objets disponibles.
" | 'objet i a un poids p;>0 et une>valeur v:>0.

= Emporter un sous-ensemble d’objets de
valeur maximale dans’un sac de capacité P.

= Dans le problemeu sac a dos 0-1, chague
objet est en unigque exemplaire.

= > p.> Psinon le probléme est trivial.




Probleme du sac a dos

= n objets disponibles.
" | 'objet i a un poids p;>0 et une>valeur v:>0.

= Emporter un sous-ensemble d’objets de
valeur maximale dans’un sac de capacité P.

= Dans le probleme@u sac a dos en nombres
entiers chague-objet est en une infinité
d’exemplaire.




Heuristigue gloutonne

Pour |le sac a dos en 0-1 :
= Numéroter les objets i par vifp.-décroissants.
= Poids=0 ; valeur=0
= Pour | variant de 1 jusgu’a n
= Si Poids + p<P alors
" Poids=Poids+p,
"Valeur=Valeur+v,
x FjR' S
" Fin pour




Heuristigue gloutonne

Pour le sac a dos en nombres entiers :
= Numéroter les objets i par vifp.-décroissants.
= Poids=0 ; valeur=0
= Pour | variant de 1 jusgu’a n
» Tant que Poids + p;< P
" Poids=Poids+p,
"Valeur=Valeur+v,
» BN Tant que
" Fin pour




= Une heuristique gloutonne consistant’a
prendre d’abord les objets lesplus chers,
ou les plus lourds n’est pas’tres bonne :
elle ignore une partiedes donnees.



= Une heuristique gloutonne consistant’a
prendre d’abord les objets lesplus chers,
ou les plus lourds n’est pas’tres bonne :
elle ignore une partiedes donnees.

= a complexité de £heuristique est en O(n?)
avec un algorithme de tri naif (tri a bulle, tri
par insertion,...). En O(n log n) avec un
algorithme de tri efficace (tri fusion, tri par
tasyy)




TRI FUSION

Complexité : O(n log n)
Principe fondamental : DIVISER POUR REGNER !



TRI RAPIDE

Complexité O(n?), en moyenne O(n log n).

Complexité O(n log n) si I'on choisit bien le pivot (introsort...)



" Pour le sac a dos en nombre entiers
I'heuristique n’est pas mauvaise, de. PRP
0,5.
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L'algorithme (peut) trouve(r)Y k+1 tandis que
I'optimum est 2k. AinsP P, peut-étre aussl
proche que I'on setihaite de 0.5 (k—o0).




" Pour le sac a dos en nombre entiers
I'heuristique n’est pas mauvaise, de. PRP
0,5.

" Exemple : n=2, p,=v,=k+1, p5=v,=k, P=2k.
L'algorithme (peut) trouve(r)Y k+1 tandis que
I'optimum est 2k. AinsP P, peut-étre aussl
proche que I'on setihaite de 0.5 (k—o0).

= Avec M=P/max(p;), on montre que
P,=M/(M+1). " plus les objets sont legers
meilleure-est la performance de
I'’hedristique.
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" Exemple : n=2, p,=v;=1, p,=V,=FR.
= Elle (peut) trouve(r) 1 alorscque I'optimum
est P.

" Ainsi P, —0 quand®R—»c-.



= | 'heuristique est mauvaise dans le cas.du
probleme du sac a dos en 0-1.

" Exemple : n=2, p,=v;=1, p,=V,=FR.

= Elle (peut) trouve(r) 1 alorscque I'optimum
est P.

" Ainsi P, —0 quand®R—»c-.

" | e comportemeat moyen est bon en
moyenne.,

= Sans utilite pour les problemes
d’empilement (pi=v))
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Probleme de mise en boite

= Ranger n objets de tailles a, 1=1,..,n, dans’un
nombre minimal de boites de capacited.

= First-Fit (FF) : place a l'itération Fobjet i dans la
premiere boite qui convienne:;

= Best-Fit (BF) : place a I'itexation i I'objet | dans la
boite qu’il remplit le mieux.

Intuitivement Il vaut mieux placer d’abord les objets
les plus gros.

= Avec un tnipréalable par ordre décroissant sur la
taille des objets on obtient :

= First=Fit-Decreasing (FFD).
= Best-Fit-decreasing (BFD).
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" FF et BF ont une PRP de 2.

" FFD et BFD ont une PRP de 1.5.

= BFD est meilleure que FFD en-moyenne.

= On a prouve des résultats.Hfins :

" FF(d) £17/10 OPT(dy*2 (tend vers 70%)

" FFD(d) £11/9 ORIT(d)+4 (tend vers 22.2%)
= Ca marche mieux quand la taille diminue :
" Si a,< B/2(la PRP tend vers 18.3%.

= Si B/3<a<B c’est un probleme de couplage,
polyromial. Dans ce cas FFD donne
toujours 'optimum.




Heuristiques séguentielles pour la
coloration de graphes

" Probleme : Dans un graphe non\orienté,
colorier chaque sommet de-sorte que deux
sommets adjacents sojent'de couleur
différente, avec un aembre minimal de
couleurs.
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= Cette heuristique peut étre tres mauvaise :

=Soit G un graphe biparti de
sommets Xy,...,X, et yy,...,y,, et
d'arétes [x,,y,] ou a=b.

" Avec l'ordre Xq,...,X,Yei- 5, Y,
I’heuristique trouve £optimum

" Avec l'ordre xX,,¥4,....X,,,Y,, €lle
utilise n/2 couleurs

= Soitune PRP d’au moins n/4.
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= Cette heuristique a cependant 2 proprietés
Intéressantes :

Soit d, ., le degré maximal d’un sommet
= Elle utilise au plus d ., +1.cotleurs.

En effet il faut une couleur pour le premier sommet,
DUIS chaque sommet auravau plus d, ., voiIsIns.

= || existe un ordreysur les sommets pour
equel elle trouve I'optimum.

En effet soit'une coloration optimale. Ordonner les
sommets en regroupant ceux de méme couleur.

Cependant il y a n! ordre possibles...
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Notons B,=d..+1 et ordonnons les sommets par
S.,S,,...,S,,. Notons d; le degre de S..

S; admet une couleur <iet <d+1. Donec'au plus min {i,d+1}.
Il faut donc au plus B,=max; {min {i;d.+1}} couleurs.
B, dépend de I'ordre considere.

B, <B,, et B,=B, si le Sommet de plus grand degré d ., est
coloré en dernier.

L’heuristiquesliargest First Sequential (LES) consiste a
ordonnerles'sommets dans I'ordre décroissant des degrés.

On montre que cet ordre minimise B, pour tout graphe.
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Notons D, le degré de S, dans le sous-graphe)engendre par
S,,S,, ..., S,

La Couleur de S; est au plus 1+D.. Il faut donc au plus
B;,=1+max{D;} couleurs. (B, depend de Yordre.)

83£B (car D;<d, et D;<i-1).

Heuristigue Smallest Last Sequential (SLS) :
Ordre :

e S, estle sommet deydegré minimal.

e Pouri=n-1, n<2,.:., 1, S; est le sommet de degré minimal
dans le sous* graphe obtenu en supprimant S;,,,..., S, (et
leurs arétes.incidentes).

On mentre que SLS minimise B; sur tout graphe.

SL.S*eolore tout graphe planaire en au plus 6 couleurs
(optimum < 4)
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colorer avec la plus petite_couleur possible.
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Construction de bons ordres pour les
heuristiques séquentielles |

L'heuristique Degré de Saturation (DS) construit'yhrordre
dynamiquement :

A l'itération i le degré de saturation d’'un.soymmet S, DS,(S) est
le nombre de couleurs déja utilisées parles voisins de S.

Colorer le sommet de degré maximal*avec la couleur 1.

Aux etapes suivantes prendre\le'sommet libre de DS maximal
(si plusieurs prendre parmigux celui de degre maximal) et le
colorer avec la plus petite_couleur possible.

Le nombre de couleur utilisées est au plus :
B,=1+max {DS(S;), 1 <i<n}.

B,<B;<B,<B1l.

L’heuristique DS est tres bonne en moyenne.

Toutes ces Heuristigues sont de complexité lineaire et de PRP
d’ordre O(n). La meilleure connue (Johnson) a PRP n/log n.

On ne connait pas de bonne heuristique pour la coloration.
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= Nous avons deja vu I'heuristigueduplus
proche voisin (PPV), la plus\naive. Elle
s’implémente en O(N?).

= Pour le A-PVC sa performance relative au
pire est log, N..€'est franchement mauvais

. pour 1024 sommets elle peut trouver un
cout 10 feis supérieur au codt optimal...

= Sa performance moyenne est meilleure.
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chague étape non pas l'aréte de colt' minimal au
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Heuristigues gloutonnes pour le PVC

= Une approche moins naive consiste a, gjouter a
chague étape non pas l'aréte de colt' minimal au
depart de x, mais celle de regretynaximal. C’est
une méthode a pénalité.

3

= [X,y] a pouncodt 2 et pour regret (ou pénalite)
3+7=10:

" Ces'methodes par pénalité sont meilleures en
moyenne car moins locales, mais en O(n3)...



Methode a pénalité pour le PVC

= Reprenons I'exemple précédent :
A | B | C | D.|rE

A - 3 4 ) 4

B | 3 2 1%2 | 1

C| 4| 1|2

D | 5 1 3

E ¢ 4 1 2 3 -




Methode a pénalité pour le PVC

= Reprenons I'exem

nle précedent :

A

B

C

D

E

3(5)

4(4)

5(4)

4(4)

3(5)

2(2)

2(2)

1(4)

4(4)

2(2)

1(4)

2(2)

5(3)

2(2)

1(4)

3(2)

m o0 T >

4(4)

1(4)

2(3)

3(2)
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= Reprenons I'exem
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D
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Methode a pénalité pour le PVC

= Reprenons I'exem

" A-B-E
" cogt=3+1

nle précedent :

A|l B | C|DJNE
A - \ -

B | - 2(2) | 2(2) | 1(4)
C | 4 1] 2
D | 5 1| - | 3
Ex | 4 2 | 3




Methode a pénalité pour le PVC

= Reprenons I'exem

» A-B-E-C

nle précedent :

A

B

C

D

E

m o0 T >

2(4)

3(3)

" cogt=3+1+2




Methode a pénalité pour le PVC

= Reprenons I'exemple précédent :

A B C D E

mol0O|w|>

= A-B-E-C-D-~A : cycle hamiltonien
" cout=3+1+2+1+5=12 (optimal ici...)



Méthodes par insertion pour le PVC

= On part d'un cycle U trivial sur un sommet
arbitraire.
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= On part d'un cycle U trivial sur un sommet
arbitraire.

= A chague itération on choisit un.sommet libre K,
et on cherche la position d’insertion entre deux
sommets consécutifs i,j de U, qui minimise
'augmentation de cotult :

= On changeU'en un cycle ayant un sommet

supplementaire en supprimant I'aréte [i,j] et en
ajoutant [i,k] et [k,]].




Méthodes par insertion pour le PVC

On part d'un cycle U trivial sur un sommet
arbitraire.

A chaque itération on choisit upn.sommet libre K,
et on cherche la position d’insertion entre deux
sommets consécutifs i,j de U, qui minimise
'augmentation de cotult :

AC=C;+C,-C;
On changeU'en un cycle ayant un sommet
supplementaire en supprimant I'aréte [i,j] et en
ajoutant [i,k] et [k,]].
On poursuit tant qu’il reste un sommet libre.
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Méthodes par insertion pour le PVC

Selon le choix du sommet libre on.a
différentes heuristiques :

= Plus proche insertion (PP1):

Le sommet choisi estde\plus proche de U

(ou dist(x,U)=min {Cy, : y sommet de U}.)
= Plus lointaine insértion (PLI)

Le sommet.ehoisi est le plus éloigné de U
= Mellleure-insertion (M) :

Fe.sommet choisi est celul qui donne la
plus faible augmentation de codit.
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Ml

2
3

1

2121

B|C|D|E

314935714

3

B

C\yad 2

D | 5(2]|1

E(4|1]2|3

PLI
B|C|D|E

2
3

1

21211

A

3

B

Cl4d4|2

D|5|2]|1

E|4]1|2]|3

PPI

2
3

1

2121

B|C|D|E

3

B

Cl4d|2

D521

E|4(1(2]|3

On choisit (arbitrairement ici...) A comme sommet initial.
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Le mellleur est E
(A=2)




PPI

1>
log)
Im

LRI (@

(N OO
1

IN

o (I&
N [IN

1
w

Im | O (IO |lIW |I>

|
'
N [ -
w
|

Le plus proche est C
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Le plus éloigneé est B

(et C, distance 1) A=2
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AlB|C|D|E
Al-|-]14457-
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cval2|-|1]2
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4
A\/C
2
3< E
B/l

Le mellleur est C
(A=2)
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A=0

Ml
A|B|C|D|E
Al-|-|<457-
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5/D
L
3 E/2
s

Il ne reste que D
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A-E-B-D-C-A, colt 12

cycle hamiltonien

PLI
AlB|c|D|E
Al-|-14]-]-
B|-|-[2]-]-
Cl4|2|-111|2
D|-|-]1]-]|-
E-- DY N
‘VA\“

C E
T

2

A-E-B-D-C-A, coult 12

cycle hamiltonien

Ml
A|B|C|D|E
Al-|-|<457-
B|-|l=(*2]-
SV-Y-1|-[1]-
D(5(2(1|-|3
E|-|-|-|3]-
5/D
L
3 E/2
L,

A-D-C-E-B-A, colit 12

cycle hamiltonien
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PLI, dont la perfermance moyenne
(statistique).est 1.16 (testée sur TSPLIB).



= PLI et PPI s'implémentent en O(n?) ; Mlen
O(n3). On prouve (a prior) que leur PRP
pour le A-PVC est au pire 2.

= | eur performance est cependant meilleure
en moyenne. En moyenne Ml est
meilleure que PPI qui est meilleure que
PLI, dont la perfermance moyenne
(statistique).est 1.16 (testée sur TSPLIB).

" Pour desPVC euclidiens, étonnement (?..)
la meilleure est PLI. Ce qui montre la
necessité d’'évaluer les heuristiques...




UnBVYC euclidien de 1173 sommets.
(Le record (aout 1994) est de 7397 sommets.)




@ nimale : arbre recouvrant de codt minimal
colt =51488



Q&
0O
@Q&ﬁnimale plus fine : borne de Held-Karp

colt = 56349



Hednistique : Plus Proche Voisin
colt = 67822 ; erreur au plus 20%

Remarquer les nombreux « longs trajets »




A
O
g@@ﬁue : Plus Proche Insertion

ut = 72337 ; erreur au plus 28%



@@quue Plus Lointaine Insertion

cout = 65980 ; erreur au plus 17%



Meilledre heuristique connue : Lin-Kernighan
(Recherche locale, d’erreur 1% sur TSPLIB)

colt = 56892 ; erreur au plus 1%




Heuristigue de Christofide

C’est I'heuristiqgue de meilleure PRP=1,5 connue pour
le A- PVC !
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Construire un graphe T,oT, avéc.T,=T|C (ajouter les
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qui sont déja dans T). Tous les sommets de T, sont
de degre pair.
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de degre pair.
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faire, de_surcodt minimal). (« shortcut »)



Heuristigue de Christofide

Soit G graphe complet valué pour le A-PVC.
Déterminer un arbre recouvrant T de colt minimal.

Soit | les sommets de T de degré impair/Déeterminer
dans G un couplage C parfait de | decout minimal.

Construire un graphe T,oT, avéc.T,=T|C (ajouter les
arétes de C qui ne sont pas'dans T, et dupliquer celles
qui sont déja dans T). Tous les sommets de T, sont
de degre pair.

Pour chaque saommet u de degré >4 dans T,
supprimer deslarétes [v,u] et [u,w] de T, et ajouter
[v,w] a T, én'gardant le graphe connexe, (et tant qu’a
faire, de_surcodt minimal). (« shortcut »)

Des-gu’il N’y a plus de sommet de degre >4, on a
construit un cycle hamiltonien.



= Exemple ; graphe G :




= Exemple ; graphe G :

Un arbre T recouvrant de
cout minimal 3.



= Exemple ; graphe G :

Un couplage parfait de
cout minimal des
sommets impairs de T.



= Exemple ; graphe G :

Un surgraphe de T
contenant un cycle
eulérien de colt minimal 6.
Il contient un sommet de
degré >2.



= Exemple ; graphe G :

Tous les sommets sont de
degré 2 apres « shortcut »:
on obtient un cycle
hamiltonien de coUt 6.




= Théoreme : Pour le A-PVC, la PRP de
I'heuristique de Christofide est < 1.5.
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Preuve : Soient O une solution au PVC, et H\le cycle obtenu.
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= Théoreme : Pour le A-PVC, la PRP de
I'heuristique de Christofide est < 1.5.

Sa complexité est en O(n3).

Preuve : Soient O une solution au PVC, et H\le cycle obtenu.
L’'inégalité triangulaire = c(H)<c(T)+c(C)-
Or ¢(T) £ c(O) (car supprimer une arete-de O donne un arbre
recouvrant). Il suffit donc de_mantrer que :
c(C)<0.5 c(0O)
Soit un circuit U dans Gelilant les sommets | impairs de T, par
des arétes et dans 'ardre ou ils apparaissent dans O.

U=(iy,l,) (i2’i3)"'(ip-l’ip)
L’'inégalité triangulaire = chaque aréte est géodesique
= c(U) £c(0). Or U donne deux couplage parfaits de U : (iy,I,)
AL et (is,ig) 5 (ig,05) 5 ...
Donc I'un des deux est de coult au plus : 0.5 c(0).
Donc ¢(C) £ 0.5 ¢(O) puisqgue c’est un couplage optimal. cqfd




PRP(Christofide) = 1,5

= Considérer un graphe complet a n sommets dontdes
distances sont celles dans le graphe suivant:

O S . M)
/
/
U \\
/ \
/ \
/ \
/ \
’ \
Ly - A
N N\




PRP(Christofide) = 1,5

= Considérer un graphe complet a n sommets dontdes
distances sont celles dans le graphe suivant:




PRP(Christofide) = 1,5

= Considérer un graphe complet a n sommets dontdes
distances sont celles dans le graphe suivant:

EEEEEFEEEEEEEEEEDR
U

= Un cycle hamiltonien optimal a pour codt = n.



PRP(Christofide) = 1,5

= Considérer un graphe complet a n sommets dontdes
distances sont celles dans le graphe suivant:

EEEEEFEEEEEEEEEEDR
U

= Un cycle hamiltonien optimal a pour codt = n.
= UYnfarbre recouvrant de colt minimal = n-1.



PRP(Christofide) = 1,5

= Considérer un graphe complet a n sommets dontdes
distances sont celles dans le graphe suivant:

EEEEEFEEEEEEEEEEDR
U

= Un cycle hamiltonien optimal a pour codt = n.
= UYnfarbre recouvrant de colt minimal = n-1.
= Christofide construit un cycle de colt n-1+(n-1)/2.



PRP(Christofide) = 1,5

= Considérer un graphe complet a n sommets dontdes
distances sont celles dans le graphe suivant:

= Un cycle hamiltonien optimal a pour codt = n.

= UYnfarbre recouvrant de colt minimal = n-1.

= Christofide construit un cycle de colt n-1+(n-1)/2.
= Soit une R-=(3n-3)/2n



PRP(Christofide) = 1,5

= Considérer un graphe complet a n sommets dontdes
distances sont celles dans le graphe suivant:

= Un cycle hamiltonien optimal a pour codt = n.

= UYnfarbre recouvrant de colt minimal = n-1.

= Christofide construit un cycle de colt n-1+(n-1)/2.
= Soit une R-=(3n-3)/2n — 3/2 = P~=1,5.



Heuristigues de Recherches
Locales
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une coloration, etc..).
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Recherches locales

Pour un probleme donné soit S I'ensemble’des
solutions realisables (les cycles hamiltoniens
pour le PVC, les colorations realisables pour
une coloration, etc..).

On se donne un procéde_polir‘construire pour s
€ S un voisinage V(s) dans S de s.

On cherche dans V(s)\une solution s’ de meilleur
cout que s.

On poursuit Falgorithme avec s’ en construisant
V(s').
On continue tant que I'on améliore le colt et que

'ophe dépasse pas une limite préétablie de
duree d'implémentation .
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nasard, ou mieux, construite a I'aide é'une
neuristique gloutonne.
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Recherches locales

_a solution initiale peut étre construite au
nasard, ou mieux, construite a 'aide_d'une

neuristique gloutonne.

En général on se donne le vaisinage
iImplicitement, comme obtenu asl’'aide de petites
transformations, et on ne l'explore pas
iIntégralement : on va.sur‘la premiere
amelioration trouvee:

Il est important que V(s) soit suffisamment petit
pour gue lasxecherche soit rapide et
suffisamment grand pour avoir une chance
d’ameliorerle colt. Sur n élements V(s) doit
comporter au plus O(n?), O(n3) éléments.




® | orsque la recherche s’arréte sans trouver de
solution améliorante, on n’est pas
nécessairement sur un optimum, maisStr un
optimum local au sens de la topolagie définie
sur S par le choix des voisinages::

f(s)

N

V(s) |
.—_O—.
optimum
local s

optimum
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= Exemple : probleme du sac a dos 0-1:

= Une solution réalisable s est un sous-ensemble
de 'ensemble des objets avec 2., p,&F:

= V(s) : ensemble des solutions obtenues a partir
de s en remplacant dans s umebjet quelconque
de poids p;, par un objetde, poids au plus P + p; -
Zs pk'

= Sila valeur de cet‘objet est > v, on a améliore
I'objectif.

= Avec n=2{p;=v;=1, p,=v,=P. Si s={objet,}, alors
V(s)={objet,,objet,}, et on améliore I'objectif en
femplacant I'objet, par I'objet..
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coloration realisable.
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Exemple :

Probleme de coloration : une solution est ape
coloration realisable.

Il est délicat de deformer une coloration en la
gardant réalisable.

On peut par contre modifierfacilement un ordre :
pour s une coloration réalisable obtenu par une
des heuristigues séqueéntielles grace a un ordre
des sommets :

Définir V(s) comme les colorations obtenues en
perturbantlerdre par une permutation de 2
sommetsily en a O(n?) :

SqseesSiyeeesSpye+1Sp

<

S1,..,Skye1SiyeesSh




" Avec FFS : 5 couleurs

1234567



" g = coloration suivante avec 5 couleurs obtenue
par FFS sur I'ordre donne :

,
1 O 3
8
2 @, 5
) 1+ @ 9

1234567



= 5 = coloration suivante avec 5 couleurs :

.
1 @ 3
8
2 (2 5
) 1@ 9

6

Voismage de s : Coloration obtenue par FFS
apres permutation de la position de 2 sommets

dans lI'ordre donné.
1234567




= 5 = coloration suivante avec 5 couleurs :

s’ ~Coloration dans V(s) obtenue par FFS apres
permutation des sommets 1 et 8.
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= 5 = coloration suivante avec 5 couleurs :

s’ ~Coloration dans V(s) obtenue par FFS apres
permutation des sommets 1 et 8.

1234567



= 5 = coloration suivante avec 5 couleurs :

s’ ~Coloration dans V(s) obtenue par FFS apres
permutation des sommets 1 et 8. Avec 3 couleurs !

1234567



= Autre exemple de coloration :

" Reprenons le graphe biparti de
sommets Xq,...,Xc et y,,...,Ys, et
d’arétes [x,,Yy,] ou a#b.

= Et 'ordre X,,Y1,-.-,Xs,Ys quUI produit
5 couleurs avec FFS.

ordre : X1Y1X0Y2X3Y3X4YuXsYs




= Autre exemple de coloration :

" Reprenons le graphe biparti de
sommets Xq,...,Xc et y,,...,Ys, et
d’arétes [x,,Yy,] ou a#b.

= Et 'ordre X,,Y1,-.-,Xs,Ys quUI produit

5 couleurs avec FFS.

ordre . X1Y1XoY 2 X3Y 3 X1 YuX5Y5
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= Autre exemple de coloration :

" Reprenons le graphe biparti de
sommets Xq,...,Xc et y,,...,Ys, et
d’arétes [x,,Yy,] ou a#b.

= Et 'ordre X,,Y1,-.-,Xs,Ys quUI produit

5 couleurs avec FFS.

ordre . X1Y1XoY 2 X3Y 3 X1 YuX5Y5
X1XoY1Y2oX3Y3X,4Y 41 X5Y5

= |[cl tout changement qui ‘casse’

le préefixex,(y,...y,)y; donne un
resaltat optimal, et autrement n’est
pas ameliorant...




Comparaison des Heuristigues de coloration

= |mplémentation sur une suite aleatoire de graphes,a'30
sommets avec un pentium 1Ghz.

Méthode | # couleurs | # optima {\\Erreur Duréee
moyen moyenne | moyenne
FFS 9.18 0 27% <lms
LFS 8.44 7 17,5% <lms
SLS 8:40 7 17% <lms
DS 7.92 17 10% <lms
R.,Loc. 7.64 28 6% 3ams
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les arétes [i,k]'et[],I]] de facon a obtenir un nouveau cycle
hamiltonien-s’.
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CikTCy < Cj+Cy



Recherche locale pour le PVC symétrigue

Méthode 2-opt : on part d’'un cycle hamiltonien,s«

s: | J | J

| K | k

Un élément de V(s)yslebtient en considérant deux arétes
non consécutives de’s, [i,j] et [k,l], que I'on remplace par
les arétes [i,k]'et[],I]] de facon a obtenir un nouveau cycle
hamiltonien-s’.

le cygle s’ est meilleur que s si et seulement si :
CikTCy < Cj+Cy
V(s) contient O(n?) éléments.
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= Un element de V(s) s’oltient en considerant k arétes de
s, que I'on remplace\de facon a obtenir un nouveau
cycle hamiltonien s’«(c’est a dire connexe).



Recherche locale pour le PVC symétrigue

= Méthode k-opt : on part d’'un cycle hamiltonien,s ¢

S 3-opt

ﬁ

= Un element de V(s) s’oltient en considerant k arétes de
s, que I'on remplace\de facon a obtenir un nouveau
cycle hamiltonien s’«(c’est a dire connexe).



Recherche locale pour le PVC symétrigue

= Méthode k-opt : on part d’'un cycle hamiltonien,s ¢

S 3-opt

ﬁ

= Un element de V(s) s’oltient en considerant k arétes de
s, que I'on remplace\de facon a obtenir un nouveau
cycle hamiltonien s’«(c’est a dire connexe).



Recherche locale pour le PVC symétrigue

Méthode k-opt : on part d’'un cycle hamiltonien s ;

S 3-opt

ﬁ

Un élément de V(s) s’obtient en considérant k arétes de
s, que I'on remplace\de facon a obtenir un nouveau
cycle hamiltonien' s’

V(s) contient'O(nk) éléments.

En moyenné-3-opt marche un peu mieux que 2-opt. Par
contre ¥-opt n’améeliore que tres peu 3-opt pour un codt
de calcul tres éleve (n-opt est optimal et non efficient).
AUssi on n'utilise que 2-opt et 3-opt.

Meilleures en moyenne que les méthodes gloutonnes.



= Exemple : V(s) par 2-opt.

= cycle s=A-B-C-D:E&:A)c=09.

NAW [ O

NN [N- O

WIN|FP LM
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= Exemple : V(s) par 2-opt.

= cycle s=A-B-C-D:E&:A)c=09.
= A-C-B-D-E-A, c=12.
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Exemple : V(s) par 2-opt.

cycle s=A-B-C-D:E&:A)c=09.
A-C-B-D-E-A, c=12.
A-D-C-B:E:A, c=8.
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Exemple : V(s) par 2-opt.

w=|I= | TO

NAW [ O

I= | | T

N | N [IN-| O

o [N

N
M| | T | >

cycle s=A-B-C-D:E&:A)c=09.
A-C-B-D-E-A, c=12.

A-D-C-B:E:A, c=8.

Puis@n repart de s’=A-D-C-B-E-A...




Heuristique de Lin-Kernighan pour le PVC

= On considere le PVC symetrique.

= Une des meilleures heuristiques est due a Lin-
Kernighan (erreur <1% sur TSRPKIB).
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= On considere le PVC symetrique.

= Une des meilleures heuristiques est due a Lin-
Kernighan (erreur <1% sur TSRPKIB).

" C’est une recherche locale,.parsune suite de
mouvements k-opt, ameéliorée :

» On effectue certalpsS'\mouvements k-opt pour
K variable.

= On ne ‘bifurque’ pas des que l'on trouve une
solution;ameéliorante, mais on les cherche
toutes)

= Onymemorise les meilleurs cycles trouveés .



Heuristique de Lin-Kernighan pour le PVC

On considere le PVC symétrique.

Une des meilleures heuristiques est due a Lin-
Kernighan (erreur <1% sur TSRPKIB).

C’est une recherche locale,.parsune suite de
mouvements k-opt, ameéliorée :

» On effectue certalpsS'\mouvements k-opt pour
K variable.

= On ne ‘bifurque’ pas des que l'on trouve une
solution;ameéliorante, mais on les cherche
toutes)

= Onymemorise les meilleurs cycles trouveés .

C’est une methode génerique qui admet
plusieurs variantes.



Heuristigue de Lin-Kernighan

= Pour le PVC symetrique :
= Partir d’'un cycle hamiltoniencC.
= Pour chaque sommet u'etaréte [u,v] de C
» Faire un « scan.de [u,v] »
(construit des‘cycles par k-opt sur C).
» Changer € par le meilleur cycle obtenu.

" Fin.houele pour
= Retourner C.



" Scande [u,v]:

= Chercher w, sommet de C avec c([uy,Wg]) < c([ug,V)]):
= Siaucun : fin du scan de [u,V].

= Sinon : changer dans C, [ug,V] par [uy,W,], et'1=0 :

Uy \ G v
P!
W, Wo




Scan de [u,,v] :

Chercher w, sommet de C avec c([ug,W,]) < c([ug,V]):
Si aucun : fin du scan de [u,,V].

Sinon : changer dans C, [u,,V] par [uy,W,], et'1=0 :

Uy \ A \Y;
y!
Wo Wo

« Refermer ».€n un circuit (2-opt).

. « fermeture » de C,

Wo
Si colt < c(C) le stocker. Passer a I'étape suivante



= Soit u, le successeur de w, dans C,. Chercher w, tel que
C(Wy,U;) < C(Wo,Uy).

Ug Vv Ug v
CO : Cl . /
W, Wq
Ul y Ul J/
W, Wo

= Siiln'y en a pas, ou si w,U,] a étée ajouté durant ce scan :
fin du scan.



= Soit u, le successeur de w, dans C,. Chercher w, tel que
C(Wy,U;) < C(Wo,Uy).

Ug Vv Ug v
CO : Cl . /
W, Wq
Ul y Ul J/
W, Wo

= Siiln'y en a pas, ou si w,U,] a étée ajouté durant ce scan :
fin du scan. Sinon remptacer [w,,u,] et l'aréte issue de w;,
par [wy,w;] dans C,~On obtient C,. Et I=1+1.

TN

/

J /‘r

= |e refermer (3-opt) et le stocker si le colt est meilleur.




" Tant que le scan de [u,,V] se poursulit :
= Soit u,, le successeur de w; dans Ci €hercher
Wi, tel que c(w;,Wi,q) < C(W;,Ujyy),
= Siil N’y en a pas, ou si [w,u;;y\a eté ajoute
durant ce scan : fin du-scan.
= Sinon remplacer [w;us,, ] et I'aréte issue de w; par
[wi,w:,,] dans €c0n obtient C,, ;.
" =i+,
» Refermer (1+2-opt) ; stocker si meilleur codit.
= Fin_Tant que.





