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Ensembles, sous-ensembles, élém

Définition
Soit E un ensemble, et x un élément de E ; on note x € E et on lit :
"x appartient a3 E".

Un ensemble est défini a partir de ses éléments : deux ensembles sont égaux si
et seulement si ils ont mémes éléments.

L’ensemble contenant les éléments a1, az, ..., an peut s'écrire a I'aide de ses
éléments entre accolades (et dans n’importe quel ordre) :

{31,227 00 .73,,}

Le singleton {a} est I'ensemble contenant pour seul élément a.

L’ensemble ne contenant aucun élément est |'ensemble vide; on le note @.

Remarques. g, N, Z, Q, R sont des ensembles.
o x ¢ A est la négation de x € A; il signifie x n'est pas un élément de A.
e A> x est équivalent a x € A et se lit " A contient |'élément x".
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Définition
Si A et E sont deux ensembles, et si tout élément de A est aussi élément de E,
autrement dit :
xeA — xcE
on dit que A est un sous-ensemble de E, ou une partie de E, ou que A
est inclus dans E.

On note :
AcE.

L’ensemble vide & est inclus dans tout autre ensemble :
@gcE

Remarque. g cNcZcQcR.

Propriété
SiAcBetBcC alors AcC. (Transitivité).
A = B si et seulement si Ac B et Bc A.

Démonstration. Découle immédiatement des définitions.
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Méthode. Pour montrer que deux ensembles sont égaux : A=B :

Dans les cas simples on procéde par équivalence en montrant que :
xeA < xeB.

Dans tous les autres cas on montre les deux inclusions Ac B et B c A.

Définition
Si E est un ensemble, et si P(x) est une assertion portant sur x € E, alors :

A={XEE|P(X)}

est le sous-ensemble de E dont les éléments sont tous les éléments de E pour
lesquels P(x) est vraie.

Exemples.
R+:{XER|XZO} @:{XER| apez,aqez*,xzﬁ}.
q
— Si a et b sont deux réels, on note :

[a,b]z{xeR\agxgb} [a7b[={xeR|35x<b}

]a,b]:{xeR\a<x£b} ]a,b[:{xeR|a<x<b}
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— Si a < b sont deux entiers relatifs, on note :

[[a,b]]={neZ|asngb}={a,(a+1),.4.,(b—1),b}

Définition
Lorsque f est une fonction définie sur E, on peut aussi définir :
{f (x) | xeE }

C'est I'ensemble des images par f des éléments de E.

On peut aussi définir certaines parties de R a |'aide des opérations usuelles :

Définition
Soit AcR et acR; alors :
aA:{axz|z€A} ; a+A:{a+z|zeA}

Exemple. En guise d'exemples tres fréquents :

WZ:{kxw\keZ} ; g+7TZ:{g+k><7r\k€Z}
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Ensemble des parties

L'ensemble des parties est une notion trés importante, notamment en
probabiltés.

Définition
Soit E un ensemble; P (E) est I'ensemble dont les éléments sont les parties de
E.

Remarque. &(E) n'est pas une partie de £ ; il contient toujours & et E
comme éléments.

Il découle immédiatement :

Propriété

AcE < Ac Z(E)

Exemples. Z(2) = {@} Si E={0,1}, alors :

2(E) = {2.{0},{1},{0, 1}
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Remarque. Attention : {@} # @ en effet le premier contient un élément, le

second aucun.

Exercice 19. Soit E = {0,1,2}; donner Z(E).

2(E) ={2,{0},{1},{2},{0,1},{0,2},{1,2},{0,1,2}}
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Complémentaire

Définition
Soit E un ensemble et A une partie de E. Le complémentaire de A dans E est :
Ce(A) = {x<E | x¢ A}

S'il n'y a pas d’ambiguité on le note aussi A.

Propriété _
A=A

Démonstration. Soit x € £; x € A < ~(x€A) = -=(xcA) < xcA
[ ]
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Exercice 20. Montrer que Ac B < B c A.
Notons E tels que Ac E, Bc E, A=Cg(A) et B=Cg(B). Alors :

AcB < (VxeE,xe A = x¢€B)
En passant a la contraposée de cette I'implication :

<~ (VxeE,x¢B = x¢A)

<~ ECZ
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Réunion

Définition
Soient E un ensemble et A et B deux parties de E. La réunion de A et B est

I'ensemble :
AUB={xeE|xeAouxecB}

C'est une partie de E.

Propriété
La réunion vérifie les propriétés suivantes :

e AUB=BUA (commutativité).
e Au(BuC)=(AuB)ucC (associativité).
e Aug=A

e SiAc B alors AuB = B.
e AcAuB et Bc AuB.
e (AcCetBc(C) = AuBcC.
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Démonstration. Elles découlent toutes des propriétés du ou logique. Par
exemple la commutativité découle de la commutativité du ou :

x€AUB < (xeA)v(xeB) < (xeB)v(x€A) < xecBUA.

L'associativité découle de |'associativité du ou. Toutes les autres s'obtiennent
facilement a partir de la table de vérité du ou. [ |

Exercice 21. Ecrire plus simplement :
2 U2nZ =77 car 2w/ c 7.

Définition
Si A1, Ay, ..., A, sont des parties de E :
Ai={xcE|3ic[1n]],xcA}=AUAuU-UA,
i=1
Plus généralement : soit | c Z et (Ai)je; une famille de parties de E ; alors :

UA,:{er|EIieI,xeA;}

iel
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Intersection

Définition
Soient E un ensemble et A et B deux parties de E. L'intersection de A et B est
I'ensemble :

AnB=-{xcE|xcAetxeB|

C'est une partie de E, mais aussi de A et de B.

Propriété
L’intersection vérifie les propriétés suivantes :

e AnB=BnA (commutativité).
e An(BnC)=(AnB)nC (associativité).
e ANg =0

e SiAc B alors An B = A.
e AnBcAet AnBcB.
e(CcAetCcB) = CcAnB.
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Démonstration. Elles découlent toutes des propriétés du et logique. Par
exemple la commutativité découle de la commutativité du et :

x€eANB < (xeA)A(xeB) — (xeB)A(xcA) < xecBnA.

L'associativité découle de I'associativité du et. Toutes les autres s’obtiennent
facilement a partir de la table de vérité du et. [ |

Exercice 22. Ecrire plus simplement :
wZ N 2n7 =277  car 2w c ©l.

Définition
Si A, Az, ..., A, sont des parties de E :

Ai={XEE | ViE[[]"”]]7X€Ai}=A10A20~--0An
=1

1

Plus généralement : soit | c Z et (A;)ier une famille de parties de E ; alors :

NA={xecE|ViclxeA}

iel
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Propriétés des opérateurs ensemblistes

Propriété
Distributivité
e den suru :
An(BuC)=(AnB)u(AnC)

e deuU surn :
Au(BnC)=(AuB)n(AuC)

Démonstration. Elles découlent de la distributivité du et sur le ou et du ou sur
le et. Par exemple pour la premiere : Soit x € E,

x€ An(BuUC) < (xeA)A((xeB)v(xe())
«— ((xe A)a(xeB))v((xe A)a(xeC))
<~ xe(AnB)uU(AnC(C) ]
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Propriété

Soient A et B deux parties de E.
(AnB)=AUB
(AUB)=AnB

Démonstration. Elles découlent des lois de de Morgan. Soit x € E,

x€ANB < —(xcAAxeB) — (x¢A)Vv(x¢B) < xcAuB
X€AUB < —~(xcAvxeB) — (x¢A)A(x¢B) < xcAnB
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Autres définitions

Définition
Soient A et B deux parties de E ; on note :
A\B:{er|xeA etx¢B}=AnCcB=AnB

c'est une partie de E qui se lit A privé de B.

Exercice 23. Soit :
s ™
E = —— 4+ km; = +k
g] Ttk T 71'[

Ecrire E sous la forme A\ B; on ne demande pas de justifier.

E=R\(§+7TZ)
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Définition

Soient A1, Az, ... A, des parties de E ; ils forment une partition de E si :

OUA;=E, et

i=1
ol%_/ =— AinA=a.

Exemple. Soit Ac E; A et A forment toujours une partition de E :

AUA=E :

AnA-=g.
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Produit cartésien

C’est une construction d’ensemble a partir de 2 ou plusieurs ensembles, qui est
trés importante.

Définition
Soient E et F deux ensembles. Le produit cartésien de E et F est I'ensemble :

ExF:{(x,y)|eretyeF}

des couples d’éléments de E et de F.

Exemple.

[[07 1]] X [[1’2]] = {(07 1)’ (072)7 (1’ 1)7 (1’2)}

Remarque. Ce nom de produit cartésien provient du fait que depuis Descartes,
on représente des points du plan a I'aide d'un repere orthonormé par des
couples de réels, c'est-a-dire des éléments de R x R.
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Exercice 24. Donner tous les éléments de :
[1,2]1 % {0}= {(1,0),(2,0)}
[t,21 > {0,3)= {(1,0), (2,0), (1,3),(2,3)}
11,21 x [[0,2])= {(1,0), (2,0),(1,1),(2,1),(1,2), (2,2)}

Plus généralement :

Définition
Soient Ei, E;, ..., E,, n ensembles. Le produit cartésien de Ey, E, ..., E, est :

Ex By x oo x By = { (31,5, %) | Vi€ [1,n]], 5 € i}

Ses élément sont appelés des n-uplets.
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Un cas particulier important survient lorsque E; = Ex =--- = E, :

Définition
Soit E un ensemble, et n e N*. On note :
E"=ExEx--xE-= {(xl,xz,...,x,,) | Vie[[1,n]],x € E}
—_
n fois

Ses éléments sont appelés des n-listes d'éléments de E.

Exercice 25. Donner tous les éléments de :

[o0,1]° = {(0, 0,0),(0,0,1),(0,1,0),(0,1,1),(1,0,0),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)
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