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Module d’'un complexe

On renvoie au préambule pour la motivation historique et pour une esquisse de
construction des nombres complexes.
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Conjugué d’un nombre complexe
Module d’un complexe

Forme algébrique

Nous considérons |'ensemble des nombres complexes :
. 2 .2
C={a+|b\(a,b)eR} avec i“=-1

muni des opérations + et x; elles vérifient les mémes propriétés que celles dans
R données dans le chapitre 0.

Définition

Soit ze C; z=a+ib est la forme algébrique du nombre complexe z.

Sa partie réelle est Re(z) = a.

Sa partie imaginaire est Im(z) = b.

L 'écriture sous forme algébrique est unique : deux nombres complexes sont
égaux si et seulement si ils ont mémes partie réelle et partie imaginaire ;

autrement dit :
a=a

a+ib=a +ib — {et
b=1>b

Un complexe z est réel ssi Im(z) = 0. Il est imaginaire pur ssi Re(z
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Nombres complexes ; forme algébrique

Forme algébrique
Conjugué d’un nombre complexe
Module d’un complexe

Remarques.

e L'ensemble des réels est une partie de C : Rc C.
e | 'ensemble des imaginaires purs, noté iR est une partie de C : iR c C.

RNiR ={0}.

Propriété

Re(z +Z') = Re(z) + Re(z")

Im(z+2") = Im(z) + Im(Z")

Démonstration. Si z=a+ibet 2z’ =a' +ib’, alors z+z = (a+a')+i(b+b').m

Les nombres complexes



Nombres complexes ; forme algébrique
Le plan complexe

Forme algébrique
Conjugué d’un nombre complexe

Exponentielle complexe .
P F Module d’un complexe

Résolution de z2 = a pour a €

Exercice 1.

1) Ecrire sous forme algébrique :
(1+20) ; (1-2i)x(3+2) ; (1-2i)x(1+2i)
2) Montrer que si z=a+ibet z' =a’ +ib’ alors :

Re(z x z') = aa’ — bb’

Im(zxz')=ab +a'b
3) Résoudre dans C les équations :

2 2 .
z =-1 : z- =i

Les nombres complexes
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Conjugué d’un nombre complexe

Module d’un complexe

Nombres complexes ; forme algébrique

Le plan comple

Exponentielle comple
= apour ae

Résolution de z

1) Par le calcul :
(1+20)°=1°+4i +4i° = -3 +4i

(1-2i)x(3+2i)=3+2i —6i —4i° =74
(1-2i)x(1+2i)=1*-(2i)°=1+4=5

2) Calculons le produit z x z’
zxZ =(a+ib)x(a +ib)=aa +iab +ia'b+i’bb' =aa’ — bb' +i(ab +a'b)
Im(zxz')=ab' +a'b

= Re(zxz')=aa - bb

3) Pour 2% = -1 :
22=-1 = 22+41=0 < 22-i’=0 « (z-i)(z+i)=0
il y a donc deux solutions : +i.
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Nombres complexes ; forme algébrique
Le plan complexe

Forme algébrique
Conjugué d’un nombre complexe

Exponentielle complexe |
| F Module d’un complexe

Résolution de z° = a pour a &

Pour z> =i : d'aprés 2), z = a+ib est solution ssi :

a=beta’=1

a@-b=0 2
ou

2ab=1
a=-beta’= -1 (impossible)

1 1
— a=beta’ =2 «— z=

5 + %‘FIE

On peut remarquer que les deux solutions de I'équation z* = i s’écrivent :

(Tr) . ' (Tr) ( 71-) ' ' ( 7T)
cos| — ) +i1sin| — ) cos|m+ —)+1Sin|mT+ —
4 4 4 4
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Conjugué d’un nombre complexe
Module d’un complexe

Conjugué d'un nombre complexe

Définition
On appelle conjugué du complexe z = a+ ib, le complexe :
Z=a-ib
Propriété
Lorsque bien définis :
Z=z
z+Z z-Z
Re(z) = ; Im(z) = —
(2)= 2 (2)= 2
z+2 =Z+7 ; zxz/=zZxZ
Gz (5)-2
z) =z ' z') 7
VneZ, 2" = ()"



Nombres complexes ; forme algébrique q
P gebriq Forme algébrique
Conjugué d’un nombre complexe

Module d’'un complexe

Démonstration. Soient z=a+ibetz =a’ +ib'.
z+Z a+ib+a-ib 2a
= — =Re(z2)

z=(a-ib)=a+ib ; 5 - 5 5
z—E_a+ib—(a—ib) 2|b m(z)

2i 2i
z+z’:(a+a’)+i(b+b’):(a+a’)—i(b+b):a—|b+a'—ib =z+2
zxz' =(aa" - bb') +i(ab’ +a'b)=(aa’ - bb') —i(ab’ +3a'b) e TR T oExT
Zxz' =(a-ib)x(a' -ib")=(aa’ - bb') +i(-ab’ - a'b) -

(E)XE:(EXZ):T:IZ(E):i
z z z z
(2)-(x2)-2(2)-75-3
—)=lzx=)=Zx|=)=Zx ===
z! z! z' zl Z
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Nombres complexes ; forme algébrique

Forme algébrique
Conjugué d’un nombre complexe

Module d’'un complexe

VneN, z7 = (Z)" s'obtient par récurrence :
(1) Pour n=0:2z7"=T1=1et (z)° = 1. L'assertion est vraie au rang n = 0.
(H) Supposons I'assertion vraie au rang n € N fixé : montrons qu'elle reste vraie
aurang n+1:
2l =Zixz=2"xZ = (2)"xz=(2)™"
HR
Et VneZ_, z" = (Z)" s'en déduit :
Soit ne€Z_, alors —n e N et donc :

?:ﬁ:sz(?;n:(z)". .

an
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Le plan complexe

Conjugué d’un nombre complexe
Expo complexe .
. Module d’un complexe
Résolution de z2 = a pour a €

a 2
Exercice 2. Soit Z = L3

-iz/)
Exprimer Re(Z) et Im(Z) en fonction de z et Z.
On exprime d'abord Z en fonction de Z :

7_(1+iz)2_ i+iz 2_(1—i2)2
\1-iz) \1-7z) \1+iz

puis on applique :
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Nombres complexes ; forme algébrique o
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Conjugué d’un nombre complexe
Module d’un complexe

Propriété
Soit z e C; alors :

e z est réel si et seulement si z—Zz = 0.

e z est imaginaire pur si et seulement si z+z = 0.

Démonstration.

zeR:»lm(z)=0<=>z_z z

z+Zz

2

zeiR — Re(z) =0
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Forme algébrique
Le plan compl B

Conjugué d’un nombre complexe
Module d’un complexe

Exponentielle compl

Résolution de z2 = a pour a €

Exercice 3. Déterminer |'ensemble des complexes z € C tels que :

Z + iz est un imaginaire pur.

z+izeiR < (z+iz)+(z+iz)=0
< z+iz+z-iz=0
<~ z+z+i(z-2)=0
<= 2Re(z) +i x2ilm(z) =0
<= 2Re(z) -2Im(z) =0
<= Re(z) =Im(z)

Ainsi :
{zeC|z+izeiR}={x+ix| xeR}

ycée Fénelon Les nombres complexes



Nombres complexes ; forme algébrique o
P gebriq Forme algébrique

Conjugué d’un nombre complexe
Module d’un complexe

Module d'un complexe

Définition
Le module d’'un complexe z = a+ ib est le réel positif :

|z| = V& + b2.

Remarque. Lorsque z est un réel, z = a, son module coincide avec sa valeur

absolue puisque :
|z| = Va2 + 02 = Va2 =|a

Le module généralise pour les complexes la valeur absolue d'un réel; c’est
pourquoi on emploie la méme notation.

Les nombres complexes



Nombres complexes ; forme algébrique Fornelalzebnaue

Conjugué d’un nombre complexe

Module d’'un complexe

Propriété
Lorsque bien définis :

[z] = || ; |zZ]=0 < z=0
IRe(z)| <|z| 5 [Im(2)| < ||
exzl=lzxlZ] 5 |E[-2

z'l|Z]
VneZ, |2" = 2|
ZXZ= |z|2 g l = i
- ' z |z

Démonstration. Soient z=a+ib, zZ =a+ib’ :

|zl =|a—ib|= /a2 + (-b)2 = Va? + b2 = |z|
2] =0 <= Va2 +b2=0 « a°+b°=0 <> a=b=0 < z=0
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Nombres complexes ; forme algébrique q
P gebriq Forme algébrique

Conjugué d’un nombre complexe

Module d’un complexe

VB2 = |b| = [Im(2)|
z><E=(a+ib)><(a—ib)=az—(ib)2=a2+b2=\/;:)2+b22=\z|2
12 iz40

sz:|z|2=>—:
z
72 U 2 —_ =/ 2 72 ! !
|zxZ|" =2z xzz/ =2Zx 2'Z =|z|" x|Z'| ‘::» |zx z'| = |z| x ||

2| = VR P > {@_ 4l = [Re(2)]

|22

.|=0
, z , z ||
—|x|Z|=|=xZ|=|z| = |=|=—
z! z' z'| |2
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Nombres complexes ; forme algébrique

Forme algébrique
Conjugué d’un nombre complexe

Module d’un complexe

Finalement : VneN, |z"| = |z|" se montre par récurrence :
(1) Pour n=0:|z"| =|1| =1 et |z|" = 1; I'assertion est vérifiée.
(H) Supposons I'assertion vraie a un rang n >0 fixé. Alors :

n+1| n+1

| n _ " _ n _
|27 = 12" x 2| = |27 x |2] = |2]" x|z = |z]

et donc |'assertion reste vraie au rang n+ 1.
Et VneZ_, |2"| =|z|" s'en déduit : soit ne€ Z_ alors —-neN et :

1

z—n

1 1 )
|z|".

2"

"z e [ T
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Nombres complexes ; forme algébrique o
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Conjugué d’un nombre complexe

Module d’'un complexe

Remarque. La propriété 1 = Z; est habituellement utilisée pour obtenir
z |z|

I"écriture algébrique de I'inverse ou du quotient de complexes écrit sous forme
algébrique : on multiplie en haut et en bas par le conjugué du dénominateur;

au dénominateur cela fait apparaitre le module au carré.

Exercice 4. Obtenir la forme algébrique de 11+ 2_| .
=1
1+2i 1+2i ><1 i (I+2)x(Q+i)  (1-2)+i(1+2) 1
1-i  1-i 1-7 [1-if? o 124(-1)2 2

+§-i
2

Les nombres complexes
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P gebnq Forme algébrique

Conjugué d’un nombre complexe
Module d’un complexe

Inégalité triangulaire

Remarque. Le module d'une somme n’est pas la somme des modules, comme
le montre I'exemple :

L+il=v2 ;  [1-i|=v2 ;  |[l+i+1-i|=]2=24V2+V2

Cependant, I'inégalité triangulaire des modules, qui généralise I'inégalité
triangulaire des valeurs absolues, montre que le module d'une somme est
comprise entre la différence et la somme des modules.

Propriété
(Inégalité triangulaire.)
Pour tous complexes z, z',
llzl - 12l| < 1z + 2] < |z| + ||

Izl = 12l| <1z = 2| < |2] + |2

Les nombres complexes



Nombres complexes ; forme algébrique

Forme algébrique
Conjugué d’un nombre complexe

Module d’un complexe

Démonstration. On démontre la premiére, la deuxiéme en découle en
appliquant la premiére 3 z et —z' puisque :
lzl == 2| < |z + (-2 < || + | - 2]
or |-Z|=|(-1)xZ'| =| -1 x|Z'| =1 x|Z'| = |Z/|, ainsi:
2| = || < |z = 2| < || + |2'].
Soient z et z' deux complexes quelconques; & montrer :

llz] = 1Z2'|| < |z + 2| < |z| +]Z']. Cette inégalité porte sur des termes tous positifs,
elle est donc équivalente a celle obtenue en élevant chaque terme au carré :

llzl - 12| <lz + 2| < |zl +|2'| == llz| = |2'|" < |z + 2/ < (|2] + |2])?

(2l +12')* = |2 + 12/ + 2 x |2| x|Z/|
——
eR

2 2 2 2
|12l = 121" = (2] = |2'))° = |2” + 2" = 2 x |2| x ||
€R
|z+2 P=(z+2)x(z+2)=(z+2)x (Z+2) =22+ 27+ 22 + 27’
——

eC
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Nombres complexes ; forme algébrique q
P gebriq Forme algébrique

Conjugué d’un nombre complexe

Module d’un complexe

Or:
27 = |z ; 277 =|ZP ; Z'Z+ 27 = 2'Z+2'Z = 2Re(zZ2')
Ainsi :
lz+ 2" = |z* + |2/ + 2Re(2'Z)
et donc :

2l = 12| < |z + 2| < |2 + ||
= |z’ +|2 =2 x|z x 2| < |2]* + |2/ + 2Re(2'Z) < |2 + ]2/ + 2 x |2] x ||
> —|z| x|Z'| <Re(Z'Z) < |2| x ||
> - |z| x|Z'| <Re(2'Z) < |2| x ||

> - |z'z| <Re(Z'7) < |77

ce qui découle de |[Re(Z)| <|Z| en prenant Z = z'Z. ]

BCPST1 - Lycée Fénelon Les nombres complexes



Nombres complexes ; forme algébrique Fornelalzebnaue

Conjugué d’un nombre complexe

Module d’'un complexe

Exercice 5. Montrer que pour tout z€ C :

|z| < |Re(z)[ + [Im(2)].

Ecrivons z = a+i b et appliquons la majoration donnée par I'inégalité triangulaire :
|z| = |a+ib| <|a| +ib] = a| + [i| x |b] = |a] + |b] = [Re(z)| + [Im(2)]
——
lil=1

d'ol :
|z| < Re(z)[ + [Im(2)].

(De méme, on aurait : ||Re(z)| - |Im(z)|| < |z|.)

BCPST1 - Lycée Fénelon Les nombres complexes



Construction - affixe d’un point
Affixe d’un vecteur; distance et module
Argument d’un complexe non nul; forme trigonométrique

Le plan complexe

Construction - affixe d'un point

On considére le plan & muni d’une repére orthonormé (0,7 T) Pour tout

point M € 2, il existe un unique couple (x,y) € R? tel que :

)

—

m:x~7+y~j.

Le nombre complexe z = x + iy est appelé affixe du point M.

Le plan & muni du repére (0,7,7) ou chaque point est repéré par son
affixe, est appelé le plan complexe.

Les nombres complexes



Nombres complexes ; forme algébrique

Construction - affixe d’un point
Le plan complexe

Affixe d’un vecteur; distance et module
Argument d’un complexe non nul; forme trigonométrique

Exponentielle compl

Résolution de z% = a pour a €

Exercice 6. Représenter dans le plan complexe les points d'affixes 1 +i et

=[S

+1
4

5
2

<l
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Nombres complexes ; forme algébrique

Construction - affixe d’un point
Le plan complexe

Affixe d’un vecteur; distance et module
Argument d’un complexe non nul; forme trigonométrique

Exponentielle compl

Résolution de z% = a pour a €

Exercice 6. Représenter dans le plan complexe les points d'affixes 1 +i et

=[S

+1
4

144
lfs=reeemre == .‘
\
\
\
\
= l
J \
\
\
i
\
\
| 0 A
—1 0
0 ki
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Nombres complexes ; forme algébrique
Le plan complexe
atielle comp
Résolution

Construction - affixe d’un point
Affixe d’un vecteur; distance et module

Argument d’un complexe non nul; forme trigonométrique

Exercice 7. Représenter dans le plan

complexe les points d'affixes 1 +i et

cée Fénelon
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Construction - affixe d’un point
Affixe d'un vecteur; distance et module
Argument d’un complexe non nul; forme trigonométrique

Le plan complexe

Affixe d'un vecteur; distance et module

Soient A et B deux points du plan complexe d'affixes respectives za = xa +iya
et zg = xg +iyB.

L 'affixe du vecteur AB (;B - ;A) est le complexe :
B~ YA

ZB — ZA = (XB —XA) + i(}/B _yA)'

Puisque la longueur AB est :

AB = |AB| = /(x5 - xa)? + (¥& - ya)? = |24 - z8].

La norme du vecteur AB est égale au module de son affixe.

En particulier, puisque le vecteur OM a méme affixe que le point M :

Le module |z| de I'affixe z d’un point M est égale & la distance du point M 3
I'origine O du repére.

BCPST1 - Lycée Fénelon Les nombres complexes



Le plan complexe Construction - affixe d’un point
ar X ;
p P Affixe d’un vecteur; distance et module

Argument d’un complexe non nul; forme trigonométrique

Argument d'un complexe non nul; forme trigonométrique

Le cercle trigonométrique est inclus dans le plan complexe. |l s'identifie via
|"affixe de ses points a I'ensemble :

{zeC|lz=1}.

Soit z € C avec |z| =1 et M le point d'affixe z; M est sur le cercle
trigonométrique et donc il existe 0 € R tel que :

M
sin(f) t———— :
|
|
P — — I
OM = cos(0) 7 +sin(6) ] 0 7
z =cos(0) +isin(0) cos(f)

BCPST1 - Lycée Fénelon Les nombres complexes



Construction - affixe d’un point
Affixe d’un vecteur; distance et module
Argument d’un complexe non nul; forme trigonométrique

Le plan complexe

Argument de z € C*

Le réel 0 est bien défini modulo 27. On I'appelle I'argument de z.
VzeC,|z|=1 = F0eR, z=cos(h) +isin(0).

z

Soit z € C* un complexe non nul. Alors ﬂ est un complexe de module 1 :
V4
z|_ld
lzl| |zl I

, z
On appelle argument de z, I'argument de ﬂ ; alors :
e z
z

VzeC*,30 R, £l cos(0) + i sin(6).

Le réel O est bien défini modulo 27 ; on I'appelle I'argument de z noté :
arg(z) =0 [2n]

Les nombres complexes



Construction - affixe d’un point
Le plan complexe 5 0 5
Affixe d’un vecteur; distance et module
Argument d’un complexe non nul; forme trigonométrique

sin(0)1—— -

Alors :

L 'argument de z est une mesure de I'angle orienté (7', OM), oii M a pour affixe
z.

Exemple.

R} = {z eC* | arg(z) =0 [27r]} ; R* = {z eC* | arg(z) =7 [27r]}

Les nombres complexes



Nombres complexes ; forme algébrique

Construction - affixe d’un point

Affixe d’un vecteur; distance et module

Résolution de Argument d’un complexe non nul; forme trigonométrique
» on de z

Pour déterminer un argument d’'un complexe non nul, on utilise

Soit ze C* et arg(z) =6 [2w]. Alors :

Re(z)

|2

cos(0) =

Im(z)

|2

; sin() =

Exercice 7. Déterminer un argument de :

1+i : V3-i

S
IES

; = +
1+i]= V2 =— cos(0) = % et sin(6) = % = arg(z) = % [27]
V3 -i]=2 — cos(0) = \/T§ et sin(f) = —% = arg(z) = —% (27]
_? + "_l‘ = % = cos(f) = —\/7§ et sin(0) = % = arg(z) = 5% (2]
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Construction - affixe d’un point
Affixe d’un vecteur; distance et module
Argument d’un complexe non nul; forme trigonométrique

Le plan complexe

Forme trigonométrique

Ceci nous amene a |'écriture sous forme trigonométrique d'un complexe
non nul :

Proposition-Définition
Pour tout complexe non nul z € C*, il existe un réel 6 € R tel que :

z=|z| x (cos(0) + isin(0)).

C’est |'écriture de z sous forme trigonométrique.

Le réel O n'est pas unique; il I'est modulo 27 ; c'est un argument de z :

arg(z) =6 [2x].

Les nombres complexes



Construction - affixe d’un point

Le plan complexe Affixe d'un vecteur; distance et module

Argument d’un complexe non nul; forme trigonométrique

Exercice 8. Donner une écriture sous forme trigonométrique de :

SV —£+i-

1t = VB (cos () wiin( %))
Vi =2 (eos(-E ) +1sn (L))

—? +iZ= % X (cos(%)ﬂsin(%))

Les propriétés de I'argument d'un complexe seront établies dans une prochaine
partie.

Les nombres complexes



Notation €'Y ; forme exponentielle

Exponentielle complexe
Exponentielle complexe Propri de I'argument

Formules d’Euler

Notation e'?

Définition
On définit pour tout réel 6 :

e'? = cos(0) + i sin(0)

Avec cette notation, pour tout z € C* de module |z| et d'argument
arg(z) =6 [2x] :

z=|z| x (cos(8) +isin(f)) = |z|x e’
—
forme trigonométrique forme exponentielle

|z| x e'® est une écriture sous forme exponentielle de z € C*.

Remarque. Pour tous réels 61,6, et tous réels strictement positifs p1, p2,

p1><ei91:p2><ei92 — p1=p2
01=0, [27]

Les nombres complexes



Notation €'Y ; forme exponentielle

Exponentielle complexe
Propriétés de I'argument

Exponentielle complexe
Formules d’Euler

Exercice 9. Donner une écriture sous forme exponentielle de

1+i : . : V3 i
+i V3-i : 4+4

1+i=V2xe? : V3-i=2xe

Les nombres complexes




Notation €'Y ; forme exponentielle
Exponentielle complexe

Exponentielle complexe Propriétés de I'argument
Formules d’Euler

On a pour valeurs remarquables et premieres propriétés :

Propriété
=1 2 e =-1 z €7 =i
Pour tout réel 0 :
|ei0|:1 : eW:e—ie
Vke7Z. o(0¥2km) _ i6
b
_alf _ ei(6+7r)

Démonstration.
€% = cos(0) +isin(0)=1; €™ =cos(w) +isin(m)=-1; €2 = cos(g) +1isin (g) =i
le"] = \/cos2(0) +sin®(0) = V1 =1
€19 = cos(f) —isin(f) = cos(~0) +isin(-0) =e’
e O+ cos(6 + 2km) +i sin(6 + 2km) = cos(f) +i sin(A) = e’

e = cos(0+ 1) +isin(6+7) = —cos(f) —isin(6) = —e’ ]
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Notation €'Y ; forme exponentielle
Exponentielle complexe

Exponentielle complexe Propriétés de I'argument
Formules d’Euler

Propriété
Pour tous réels 0,0’ :
; ot o 1 . el? o~
el@ i6 _ el(0+9 ) —if el(9—0 )

X . —_— = . —_— =
e ; - e ; o0

Démonstration. Pour la premiere on applique les formules de trigonométrie
cos(6+6"), sin(0+0") :

elxe? = (cos(f) +isin(#)) x (cos(8') +isin(0"))

= (cos(0) cos(0') —sin(0) sin(0")) +i x (cos(A)sin(0") + cos(0") sin(0))
cos(8+6") +i xsin(d+8")
_ ei(9+9')
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Notation €'Y ; forme exponentielle
Exponentielle complexe
de I'argument

Exponentielle complexe Propri
Formules d’Euler

Pour la seconde, on applique X = Z; avec |[e'/| =1 et ei? = e’ :
z |

1 e’ o

eld |eif]2 =€
La derniére se déduit des deux premieres :

i0
e ig 1 0 e’ i(6-6")
X e =€

p— X —— =
eiG’ € ei8'

Exercice 10.
1) Ecrire sous forme exponentielle a=1+i, b=+/3—i et ax b.

2) En déduire les valeurs exactes de cos(%) et sin (%)

Les nombres complexes




Nombres complexes ; forme algébrique Notation €'Y ; forme exponentielle
Le plan complexe Exponentielle complexe

Exponentielle complexe Propriétés de I'argument
Résolution de z“ = a pour a € Formules d’Euler

1) Puisque |a| = /2 et |b| =

1G] o) ()

n
b—2><(\£§—|2)—2x(cos( )+|sm( ))
On en déduit la forme exponentielle de ax b :
axb=2V2xe% xe —2\/§><e37r1_2 —2V2xeE,
2) Obtenons d’autre part la forme algébrique de ax b :
axb=(1+i)x(vV3-i)=(V3+1)+ix(V3-1)

Puisque |a x b| = 21/2, on en déduit :

=(&)-2r ¢ ~E)-%7
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Notation €'Y ; forme exponentielle
Exponentielle complexe

Exponentielle complexe Propriétés de I'argument
Formules d’Euler

On en déduit la célébre formule de Moivre :

Propriété
(Formule de Moivre.)
Pour tout entier n€ Z :
(cos(0) +isin())" = cos(nB) + i sin(nd)
Autrement dit :

(eiQ)” _ einGQ

Démonstration. On procéde en deux cas selon que n >0 ou n<0.
inf

Montrons d'abord par récurrence que pour tout entier ne N : (ei‘g)'7 =e
(1) Pour n=0, (e’e) =lete™=¢e"=1.
(H) Supposons I'assertion vraie au rang ne N. Alors :

ig\"1 io\" i0 in6 0 i(n0+6) i(n+1)6
e =le xe =e xe =e =e
HR

Donc I'assertion reste vraie au rang n+ 1.

On conclut a I'aide du principe de récurrence.
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Notation €'Y ; forme exponentielle
Exponentielle complexe

Exponentielle complexe Propriétés de I'argument
Formules d’Euler

Déduisons-en maintenant que pour tout entier ne Z_ : (eig)n =e".

Soit ne€Z_; alors (-n) €N, et :

(eie>":#:€%:eina .

Exercice 11. Donner la forme exponentielle de

. s (1-i)
(1+iV3) et de V3riy
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Nombres complexes ; forme algébrique

Le plan complexe
Exponentielle complexe

Résolution de z% = a pour a €

Notation e'” ; forme exponentielle
Exponentielle complexe

Propriétés de I'argument

Formules d’Euler

(1-i3

(V3+i)2

2(cosg+isin%)=2xe

w‘;

S -

,_.
=
3

|
|

ycée Fénelon
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Notation €'Y ; forme exponentielle

Exponentielle complexe
Exponentielle complexe Propriétés de I'argument
Formules d’Euler

Exponentielle complex

Définition
Soit z=x+ iy avec x, y deux réels. On définit :

e’ = =¥ xe” = e x (cos(y) +isin(y))

ol €~ désigne I'exponentielle réelle.

Cela étend la fonction exponentielle de R sur C; elle préserve les mémes
propriétés algébriques :

Propriété

Pour tous z,z' € C :

_ 1 e’ _
e€xe’ =, ef== ; — =€ ; VneZ, (&)=

e

nz
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Notation e' ? ; forme exponentielle

Exponentielle complexe

Exponentielle complexe Propriétés de I'argument
Formules d’Euler

Démonstration. Elles découlent facilement des mémes propriétés vérifiées par
I'exponentielle réelle et e'® et des propriété de la multiplication, inverse et
puissance. En guise d'exemple : soient z=x+iy, z' =x"+iy’ :

’ . v
V4 V4 X+1 X +1
e xe’ =™ x e

. ! P
—e*xe” xe xe¥

= (e xe)x (e xe”)

x+x" < ei (y+y")
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Notation €'Y ; forme exponentielle

Exponentielle complexe
Exponentielle complexe Propriétés de I'argument

Formules d’Euler

Propriétés de I'argument

L'argument d'un complexe vérifie les propriétés suivantes :

Propriété
Pour tous z,z' deux nombres complexes non nuls :
arg(z x z') = arg(z) + arg(z') [27]
arg (%) = —arg(z) [2n]
arg(z) = —arg(z) [27]
arg (5) = arg(z) —arg(z') [2r]

VneZ arg(z")=nxarg(z) [27]
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Notation e' ? ; forme exponentielle

Exponentielle complexe

Exponentielle complexe Propriétés de I'argument
Formules d’Euler

Démonstration. On les établit dans |'ordre a I'aide des propriétés de
|'exponentielle ; soient :

z=pe ; Z'= p'eie, avec (p,p’) € (Rif (0,0") e R

xz' = pp’ x ) — arg(z x 2') = arg(z) + arg(Z') [27].

z
2) lzlxe’ig = arg(l)z—arg(z) [27].
z p z
3) z=pxe'! = arg(Z) = -arg(z) [2n].
4) 5, =zx l, = arg (il) = arg(z) —arg(z') [27].
z z z
5) SoitneZ, z"=p"x€e" — arg(z") = nxarg(z) [2n].
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Nombres complexes ; forme algébrique Notation €'Y ; forme exponentielle
Le plan complexe Exponentielle complexe

Exponentielle complexe Propriétés de I'argument
Résolution de z“ = a pour a € Formules d’Euler

. 2 . e _ 1
Exercice 12. Représenter dans le plan complexe les points d’affixes z, z%,Z, -z, =
z

pour z=1+i etz:—?+i.0n posera a=1+i etb:—?+lz.

<0
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Nombres complexes ; forme algébrique
Le plan complexe

Exponentielle complexe
Résolution de z

=apourac

Notation €'Y ; forme exponentielle
Exponentielle complexe

Propriétés de I'argument

Formules d’Euler

Exercice 12. Représenter dans le plan complexe les points d'affixes z, 2%, Z, -z,
z

V3 i

pour z=1+i etz:—T+Z.On poseraa=1+ietb=——+

Vi i

4 4

| a
N )
'] s
%
| | = | |
1
)
VER)
a
—a | a

ée Fénelon
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Nombres complexes ; forme algébrique Notation €'Y ; forme exponentielle
Le plan complexe Exponentielle complexe

Exponentielle complexe Propriétés de I'argument
Résolution de z“ = a pour a € Formules d’Euler

Exercice 12. Représenter dans le plan complexe les points d'affixes z, 2%, Z, -z,
z

pour z=1+i etz:—?+i.0n posera a=1+i etb:—?+lz.

|
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; forme exponentielle
lle comple
Exponentielle complexe i de I'argument
Formules d’Euler

Formules d'Euler

e’ = cos(f) +isin(0)
e? = cos(0) — i sin(0)

on déduit I'expression de cos(6) et sin(6) en fonction de e'? et e ; ce sont

les formules d'Euler.

Propriété
Pour tout réel 0 :

0, -i6 0 _ -io
e’ +e e’ -e
0) = ; in(f)= ————
cos(6) 2 sin(6) 2
Démonstration.
. , 0, -io
e +e? =2cos(9) = cos(h) = ° +26
‘ . o _ _-io
e —e? = 2isin(f) = sin(h) = ° 2.e
i
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; forme exponentielle
lle complexe

Exponentielle complexe Propriétés de I'argument
Formules d’Euler

On les utilise pour établir des formules en trigonométrie, le calcul a I'aide
d’'exponentielle étant plus simple qu'avec des cos ou sin. En particulier elles
sont utiles pour "linéariser’ des expressions trigonométriques, c'est a dire
transformer un produit en somme.

Exemple. Linéariser cos®(#) :

i6 -i6\2
s e’ +e
H=—"°=
cos (0) ( 5
(ei9)2+(e_i9)2+2><eiexe“ig
- 4
) 20 L o720 o
- 4
1 20420 1
==X — + —
2 2 2
1
= 5(cos(20)+1)

En particulier on a redémontré le développement de cos(20) = 2 cos?(6) - 1.
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Nombres complexes ; forme algébrique Notation e' 7 ; forme exponentielle

Le plan complexe Exponentielle complexe

Exponentielle complexe Propriétés de I'argument
Résolution de z° = a pour a € Formules d’Euler

Exercice 13. Linéariser cos®(6) et sin’(6).

e|9+e i0

2
&30 4 302100710 | 3410210 | o310
8
0 1 &0 13 (e 1 e7i?)
8
2cos(36) + 6cos(0)
8

Z cos(0) + % cos(36)

cos’(0)
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Nombres complexes ; forme algébrique Notation e'° ; forme exponentielle

Le plan complexe Exponentielle complexe

Exponentielle complexe Propriétés de I'argument
Résolution de z° = a pour a € Formules d’Euler

i - 3
e|9 —e i6

- 3
sin”(0) %
&30 _ 302010 | 340,210 _ =30
-8i
30— 0 _3(eif _i0)
-8i
2i sin(30) — 6i sin(0)
—8i

%sin(@) - %sin(30)
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Nombres complexes ; forme brique Notation €'Y ; forme exponentielle

Le plan complexe Exponentielle complexe

Exponentielle complexe Propriétés de I'argument
Résolution de z° = a pour a € Formules d’Euler

Des formules d'Euler découlent immédiatement :

e’ + e = 2cos(8) ; e’ — e = 2isin(h)

Exercice 14. Développer puis simplifier :

(x+e)(x+e?) et (x—e%)(x-e?)

(x+ eia)(x+ e_ig) = x° +x(eie + e_ia) +efxel?
= x> +2xcos(f) + 1
(x-€e)(x-e)=x —x(eio + efi‘g) +efxe

= x* - 2xcos(f) +1
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Notation e' ? ; forme exponentielle
lle comple

Exponentielle complexe i de I'argument

Formules d’Euler

Méthode de I'angle moitié

Plus généralement, en présence d'une somme ou différence de €'? et €'’ une
simplification s'obtient en factorisant par e (on utilise la moyenne %b des
arguments a et b) ; en effet :

a+b 2a-a-b a-b ] bia+b_2b—a—b_ a-b

ST 2 2 2 ' 2 2 2
Ainsi :
e +el= ei% (ei(a_%) + ei(b_%)) = ei% (ei% +e_i%) = ¢ K X 2COS(7a; b)
e’ —ebf= ei%b (ei(a_%b) - ei(b_%b)) = ei% (ei% - e‘i%) = e*F x 2isin (—a_ b)
2
Cette méthode trés utile s'appelle la méthode de I'angle moitié (parce qu’on

décompose a la moitié des angles a et b); elle permet notamment d’obtenir la
forme exponentielle de e'? + e'?.

&
i~

S8

(Méthode de I’angle moitié.)

i i b _ i i jatb L
e+ et =% ><2cos(" b) ; el — et =% ><2/sm(37b)
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Notation e'  ; forme exponentielle

Exponentielle complexe

Exponentielle complexe Propriétés de I'argument
Formules d’Euler

Exercice 15. Ecrire sous forme exponentielle :
i s
l+e2 ; l-e2
s s fud s fud s s fus
lve?2=e"+e2=¢1% ><(e 'a +e'4):2cos(z)><e'4 =V2xe*
sl i s & i 90 ™ s
1-e2=e"-€?2=¢1 ><(e 'a —e'4):2|sm(—z)><e'4
Hpus - Hpus -
——iV2xet =v2xe 2 xet =\2xe "
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Résolution de z° = a pour a € C

Résolution de z2 = a pour a€ C

Résolvons I'équation

Z-a (E)
ou aeC.
On distingue deux cas selon que a=0ou a#0.

e Sia=0. Alors :

2 2
zZi=a <+ z27=0 <« z=0

par intégrité de la multiplication. Il y a pour unique solution z = 0.
eSia#0.
Alors il existe po = |a] € R et 6y € R tels que :

i6o
a=poxe

soit I'écriture sous forme exponentielle de a. Puisque z =0 n’est pas solution
de (E), une solution z peut aussi s'écrire sous forme exponentielle :

0

z=pxe? avecpeR}etfeR.
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Résolution de z° = a pour a € C

2 ( 19>2_ 0o 2 20 _ 0o
zZ'=a < (pxe =poxe ? < p xe =pyxe
0% = po p=+/po car p>0
«— {et — et
0
20 =0, [2n] 9550 [7]
95% [27]

<~ p=/po et <ou
957r+% [27]

Ainsi il y a deux solutions :

. 69
2

i % i %
zZ= pPo X € 2 2

— ) )
et z=\/,oo><e'(+2)=\/po><e'”><e' =—/po x €

On vient de montrer :

L'équation : z> = po x €'% (ol po € R} et By € R) a deux solutions dans C :

Z==%.\/po X €
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Nombres complexes ; forme algébrique
Le plan compl
Exponeptielle compl

Résolution de z° = a pour a€ C

Exercice 16.
1) Déterminer une "racine carrée” de i et de —i.

2) En déduire la factorisation dans C du polyndme x* + 1 en 4 facteurs de degré
1.

3) En déduire la factorisation dans R du polynéme x*+1 en 2 facteurs de degré
2.

1) On a:
%

= e 4 a pour carré i

. iz i z A
-1 =e 2 =—— e * apour carré —i|

2) Factorisation dans C; on utilise plusieurs fois - b= (a-b)(a+b):

X4+1:(X2)2_i2:(’<2_i)><(X2+i)=(x2—i)><(x2—(—i))

))<(-("%))
:(X—ei%>(x+ei%)(x—e’i%)(x+e7i%)

=R

1}
—
X

N
|
—

®_
ENE
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Résolution de z° = a pour a € C

3) On applique I'exercice 14, en regroupant (x+e'F)(x+e 7 ) et (x—€7)(x-

e'%)
e e o o L

(x° +2xcos% +1) x (x° —2xcos% +1)

(P +xV2+1) x (X = xV/2+1)

C’est la factorisation du polynéme x* + 1 dans R.
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