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Négligeabilité ; notation de Landau

Négligeabilité

Dans ce chapitre toutes les applications sont réelles. On désignera par | un
intervalle ouvert non vide de R.

Définition
Soit a=0 ou a=+oco ou a=-oo et soit f: | — R une application définie sur
un voisinage de a. pour tout n € 7, on note :

f(x) = o(x")| si )I(l_rg% =0.

On lit :
"f est un petit ‘o’ de x" au voisinage de a”

ou
"f est négligeable devant x" au voisinage de a”.
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Négligeabilité ; notation de Landau

Exemples. Au voisinage de +oo :

x = o(x*) car lim %:O

+oo X—+oo X
p<q = x” = o(x?) car lim x"77=0
+oo X—>+00
. Inx
Inx = o(x) car lim — =0
+oo X—>+oo X

Au voisinage de 0 :

2
2 . X

x“ = o(x) car lim— =0
0 x=0 X

p<q = x7=0(x") car limx7? =0
0 x—0

1 .
Inx = o= car lim xInx=0
o+ X x—0+
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Négligeabilité ; notation de Landau

Remarque. On a f(x) = o(x") si et seulement si f(x) = x" x e(x) avec

lime(x) =0 ; en effet il suffit de poser e(x) = fiﬁ) — 0.

x—a X—a

En particulier : f(x) = o(1) si et seulement si lim f(x) = 0.

Propriété
f(x) = o(x") et x" = o(x™) = f(x) = o(x™)
VpeZ,f(x) = o(x") = f(x)xx" = o(x™P)
f(x) = o(x") et g(x) = o(x") = V(A p) e R AF(x) + p.g(x) = o(x")

Démonstration.
IimM:Oet IimX—:O = lim —= F(x) =0
x—a X" x—a XM produit x—a xM
P
imfC) _o i )X
x—a xN produit x—a pard
li fq) 0 et “mg(x) 0 =— V(A p) e R?, imM:O ]
x—a X x—a XN combinaison xX—a xn

linéaire
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Négligeabilité ; notation de Landau

Propriété
f(x) s o(x") = VaeR", f(ax) s o(x")

f(x) = o(x") = VaeRl, f(ax) = o(x")

+oo +oo

Démonstration. Soit a=0,+00 ou —oo et ® € R, avec @ >0 si a=+o0. Alors:

@ 0 — f(ax) 0 f(ax)

— — 0xa" =0
x—a composition (OAX)" x—a xn x—a

f(x) = o(x") =
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Définitions et premigres propriétés

Liens avec la continuité et la dérivabilité
Développements limités ; définition et propriétés Existence de DL

Opérations sur les DLs

Formulaire des DL, (0) usuels a connaitre

Développements limités au voisinage de 0

Définition
Soit f : | — R définie sur un voisinage de 0 et n € N.
On dit que f admet un développement limité d’ordre n en 0 si il existe des réels

Ao, A1, ..., An tels que :

f(x) - Z Aex® = o(x").
k=0

Dans ce cas on écrit le développement limité de f(x), noté DL,(0) :

f(x) s z": Mex® + o(x™).
k=0

n
La partie réguliére du développement limité est Z \ex* ; c'est un polynéme de
k=0

degré au plus n.
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Remarque. Un développement limité d'ordre n de f(x) donne une
approximation par un polynéme de degré au plus n de f(x) au voisinage de 0.
Plus I'ordre n est élevé, plus I'approximation est fine.

C'est par exemple, comme nous le verrons plus loin, ce qui justifie
I'approximation habituelle aux physiciens de sin(x) ~ x lorsque x est proche de
0, qui s'écrit mathématiquement sin(x) =x+ o(x).

Parfois les physiciens sont contraints d'aller plus loin dans I'approximation :

sin(x) ~ x — % (mathématiquement : sin(x) =X - % +o(x*))...
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Liens avec la continuité et la déri
Développements limités ; définition et propriétés Existence de DL

Opérations sur les DLs

Formulaire des DL, (0) usuels & connaitre

Exemples.

N 1
e Développement limité d'ordre n en 0 de x — T
- X

Soit ne N; pour tout xe R :
1 1 1 - Kk Uk Nk
I-x" =1 X" = (1-x) x Y 1" xx" = (1-x) x Y x
k=0 k=0

Ainsi pour tout x e R\ {1} :

1_Xn+1 B 1 n B Xn+1
=) X" = -y X =
1-x pr 1-x & 1-x
Or: L .
X (") ) X" x
=o(x') puisque ——=—— —>
l1-xo0 x"(1-x) 1-x x>0
Ainsi :
1 2 3 n n
—— =1l+x+x"+x +-+x +o0(x")
1-xo0
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1
e Développement limité d'ordre n en 0 de x —> ——

1+x°
1
En appliquant le DL,(0) de 1 a —x, on obtient Vx e R\ {— 1} :
-x
1 _ n
5 RN o)
Soit :
1 3

= 1-x+x =X+ +(-1)"x" + o(x")
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Développements limités ; définition et propriétés

Définitions et premiéres propriétés
Liens avec la continuité et la dérivabilité
Existence de DL

Opérations sur les DLs

. . . 1
On a tracé les courbes représentatives de f : x — 1
+ X

Formulaire des DL, (0) usuels & connaitre

ainsi que des parties

régulieres (polynémes) de ses développements limités aux ordres 0, 1, 2 et 3.

\

DL, (0) \ DL,(0)
\
N2t
DL(0) \
— 0 N E—
-3 -2 -1
iyl
ol

DLs3(0)\

Plus I'ordre du DL est élevé, meilleure est |'approximation au voisinage du

point d’abscisse 0.

Par contre ces approximations ne sont valables qu'au voisinage de ce point : la
limite de f en +oo est nulle, tandis que toutes les parties réguliéres de ses DL
auront une limite non nulle en +oo (infinie si n > 0).
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Développements limités au voisinage de a € R

Il est intéressant d'obtenir aussi des approximations d'une fonction par des
polynémes au voisinage d'un réel quelconque dans son domaine de définition.

Définition
Soit f: 1 — R et ael. On dit que f admet un développement limité d’ordre

n au voisinage de a (ou DL,(a)) si h— f(a+ h) admet un développement
limité d’ordre n au voisinage de 0.
Dans ce cas le DL,(0) de f(a+ h) :

f(a+h)E)\o+)\1><h+>\2><h2+--->\,,xh"+o(h")

donne le DL,(a) de f :

f(x)j)\o+)\1 x(x—a)+ A x(x—a)Y+-Xx(x-a)"+o((x-a)")

ot o((x—a)") = (x—a)" xe(x) avec e(x) = 0.
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Développements limités ; définition et propriétés

Exemple. DL,(1) de x — l
X
on obtient le DL,(1)

. 1
En posant x =1+ h, et en appliquant le DL,(0) de .

de x — — :
X

1

Topslohe B> =B+ 4+ (=1)"h" + o(h")

oll

que l'on écrit aussi :

1-(x-1)+(x-1)" = (x=1) 4+ (-1)"(x-1)"+o((x - 1)").

1

ol la notation o((x —1)") signifie (x —1)" x e(x) avec Iirq e(x) =0.

X | =

Remarque. Dans la pratique on raméne un DL,(a) de f(x) a un DL,(0) de
f(a+ h). Les propriétés du cours sont pour la plupart énoncées pour des
DL,(0) mais s'appliquent aussi pour des DL,(a) en "se ramenant en 0", c’est
a dire en considérant le DL,(0) de f(a+ h).
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Unicité du DL,(a)

Propriété
Si f admet un le DL,(a) :

F() = éxk x (x—2)" + o(x— 2)")

alors les coefficients Ao, A1, ..., An sont uniques.

La partie réguliére du DL,(a) de f(x) est le polynéme de degré < n :

P(x) = kﬁ%,\k x (x —a)*.

La partie réguliére d'un DL,(a) de f(x), si elle existe, est unique.
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Démonstration. On peut supposer sans perte de généralité que a = 0.
Procédons par I'absurde en supposant qu'il existe deux polyndmes différents
P, Qn € Ry[X] tels que :

f(x) = Pa(x)
F(x) = Qn(x)

o(x") =x"xe1(x) avec Iin?)sl(x) =0

o(x") = x" x e2(x) avec Iing)ag(x) =0
X—>
En soustrayant la premiére inégalité a la deuxieme on obtient :

P”(X) - Q"(X) =x" x (62(X) —E1(X)) — lmw

Xn
—

0 ()

— 0
x—=0

Or par hypothese P, — Q, est un polyndme non nul. Soit ¢ le degré de son
mondme non-nul de plus bas degré :

Pn(X) Qn(X) Zakx —agx + Z akx

k=0+1
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Or un polyndme non nul, est équivalent en 0 a son mondme de plus bas degré
(cf. Chapitre "Limites de fonctions”). En particulier, on a I'équivalent :
Pu(x) = Qn(x) ~ agx’ avec a; 0 et 0< €< n.
Ainsi par quotient d'équivalents :
P.(x) - Qn(x n ar+0 sil=n
()= n [t

X" 0 x—=0* | oo sif<n

Cela contredit (*); donc P, = Q.
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Troncature

Propriété
Si f admet pour DL,(0) :

f(x) = Ao+ Arx + -+ Apx? + -+ Apx” + o(x")
alors pour tout entier naturel p < n, f admet pour DL,(0) :
f(x) = Ao + Arx + -+ Apx” + o(xP)

Sa partie réguliére est appelée troncature 3 I'ordre p de celle du DL,(0). On
note pour tout entier naturel p< n :

Tronc, (Ao + A1x + - + Anx") = Ao + Adrx + -+ + Apx?
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Démonstration. Soit f admettant le DL,(0) :

f(x) = Ao+ Arx + -+ Apx" + o(x™)
alors il existe £(x) = 0 tel que

1
= Ao+ Arx 4+ Apx? + A x4+ Ax + X" x e(X)

= X0+ Ax + o+ ApxP + xP x (Apiax + o+ Apx" P+ x"P x g(x))

— Ocarn—-p>0ete(x) — 0
x—=0 x—0

= Ao + Arx + -+ ApxP + o(xP)

Un DL d’ordre plus élevé donne une approximation polynomiale plus fine de
f(x) au voisinage d'un réel. Les développements limités constituent I'outil
ultime pour étudier localement une application réelle au voisinage d'un point.
Selon nécessité on sera amené pousser le développement limité a un ordre
suffisamment grand. Les DLs ne donnent par contre aucune information

globale sur |'application.
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Liens avec la continuité et la dérivabilité

Propriété
On a les équivalences :

e f est continue en a <= f admet un DLy(a) ; dans ce cas :
f(x)=1f(a)+o(1)
o f est dérivable en a <= f admet un DL;(a) ; dans ce cas :

f(x) = f(a) + f'(a) x (x - a) + o(x - a).

Démonstration. L'application £ admet un DLo(a) si et seulement si IXg € R
tel que :

f(x)=X+0(l) < limf(x)-Xo=0 < limf(x)=Xo

et donc si et seulement si f est continue en a; on a alors Ao = f(a).
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Si f est dérivable en a alors 3/ € R tel que :

Iingezf’(a) — |iﬂw_f,(a):0
:w—ﬂ(a)jo(l) — f(x)—f(a)—f'(a)x(x—a):o(x_a)

= f(x) = f(a)+f'(a) x (x—a)+o(x—a)

et donc f admet un DL;(a). Réciproquement si f admet un DL;(a), alors
d’'apres la propriété 4 f est continue en a et :

f(x)jf(a)+>\1><(x—a)+o(x—a)
jf(a)+/\1><(xfa)+(xfa)><o(1)

— 0@, ) — iim A=)
xX—a a x—a X—a

et donc f est dérivable en a, de nombre dérivée f'(a) = \i. ]
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Remarques.
e Avec la propriété 4 on retrouve que f dérivable en a implique f continue en a.

e La fonction x — |x| n’admet aucun DL,(0) pour n> 1 puisqu’elle n’est pas
dérivable en 0. La fonction x — | x| n'admet aucun DL,(0) puisqu’elle n'y est
pas continue.

e Lorsque f est dérivable en a, la partie réguliére de son DL1(a) donne
I"équation de la droite tangente a sa courbe au point d'abscisse a.

Exercice. Soit f =—
it £(x) 1+x

1. A I'aide d'un DL;(0) déterminer I'équation de la tangente Ag a ¢ au
point d’abscisse 0.

2. A l'aide d'un DL>(0) déterminer la position relative de la courbe et de Ay
localement autour du point d’abscisse 0.
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Résolution. On a deja établi le DL,(0) de f(x) :

1
=1l-x+x*-
l+xo0

X 4+ (=1)"X" + o(x")

1) On en déduit par troncature a I'ordre 1 le DL;(0) de f(x) :

1
T El—x+o(x)

ce qui donne I'équation de la tangente Ap : y =1 —x.

2) La troncature a 'ordre 2 donne le DL>(0) de f(x) :

=l-x+x"+ 2
T 3 lTX*X o(x%)

Déterminer la position relative de %7 et de sa tangente, c'est déterminer si

elle se trouve dessus, dessous, et ou. Cela revient donc a déterminer le signe de
f(x) - (1-x) lorsque x est suffisamment proche de 0.
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f(x)—(l—x)El—x+xz+o(x2)—(1—x)§X2+0(X2)

Or par définition il existe £(x) = 0 tel que :

X +0o(x*)=x*+x* xe(x) = i(jx (1+e(x))

>0 — 1
x—0

puisque 1+ (x) S 1, 1 +e(x) > 0 lorsque x est suffisamment proche de

0. Ainsi la courbe % reste au-dessus de sa tangente au voisinage du point de
tangence.

On ne peut pas a 'aide du DL donner plus de précision, et notamment pas leur
position relative hors d’un voisinage du point de tangence.

Ici il s’avere (graphiquement) que %
o reste au-dessus pour x > -1 et au-
dessous pour x < —1.

A
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Ainsi si un DL;(a) donne I'équation de la tangente en a, un DL(a) a un ordre
suffisant ayant une partie réguliere non-nulle permet d’obtenir la position
relative de la courbe et de sa tangente au voisinage du point de tangence.

Si dans le DL le premier mondme non nul de degré > 2 est celui de degré 2, le
DL, suffit, et la position est dessus ou dessous.

Si par contre c'est celui de degré 3, dans ce cas la position relative change au
point de tangence dessus-dessous ou l'inverse, etc.

Il faut pousser I'ordre du DL jusqu'a obtenir le premier mondme de degré > 2
non nul; le type de position relative dépendra alors de la parité de ce monéme
et ne pourra étre que de deux types : constant ou qui change au point de
tangence (du moins lorsqu'un DLs, a une partie réguliere non-nulle).

Remarque. La propriété 5 ne se généralise par aux ordre supérieurs : par
exemple pour n =2, avoir un DL,(a) n'est pas équivalent a é&tre 2 fois dérivable
en a. Voir I'exemple qui suit.
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Exemple. Soit :
1
Flx) = x3sin; six#0

six=0
Montrons que f(x) admet le DL»(0) : f(x) = o(x*) mais que f n'est pas deux
fois dérivable en 0.
Le quotient iz) n'est pas défini en 0 et ailleurs vaut =3 = xsin % ; d’apres le
théoréme des gendarmes : limy_o f(x) =0. Ainsi par defmltion f(x) admet
pour DL>(0) :

f(x) = o(x%).

Etudions la dérivabilité de f : f est dérivable sur R* comme produit de
composées d'applications dérivables et Vx e R* :

1 1 1 1 1
f'(x) = 3x%sin = + x> x (——2) X COS — = X X (3xsin — —cosf)
X X X X

X
Enx=0:
s 1
xsin—-0 )
Tof(X):ﬁ:X Sin; :5 0

d'aprés le théoreme des gendarmes.
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Ainsi f est dérivable sur R, de dérivée :

1 1
F(x) = x><(3xsin;—cos;) six#0
six=0

Montrons que f' n'est pas dérivable en O :

o1 1
xx(3xsmf—cosf)—0 1
Tof'(x) = X X = 3xsin = —cos ~

x-0 X X
—
_)0
x—0

qui n'a pas de limite en 0, car autrement g(x) = cos X aurait une limite en 0,
X

ce qui est faux puisque avec u, = == —> 0, g(un) = cos(nm) = (-1)" n'a pas de
limite.

Ainsi f n'est pas deux fois dérivable en 0.

Cours : Développements
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Formule de Taylor-Young

L'existence d'un DL,(a) pour une application f est assuré lorsque f est
suffisamment réguliére au voisinage de a; de plus sa partie réguliere s'exprime a
I"aide des dérivées successives de f. C'est la formule de Taylor-Young :

Théoreme
Soit f: | — R de classe €" sur | et a€l. Alors f admet un DL,(a) donné
par :

" [n]
f(x) = f(a)+f'(a)(x—a)+ f 2(!3) (x—a)’+ -+ fn—!(a)(x—a)" +o((x-a)")
Z (3) x-a)" +o((x-2a)")

Sa partie réguliére s’appelle le polynéme de Taylor de f a I'ordre n.
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Remarque. D’aprés cette formule une application de classe " admet un
DL,(a) en tout point a € /. C'est une condition suffisante mais non nécessaire.
En effet, par exemple, d'aprés la propriété 5, admettre un DL;(a) est équivalent
a étre dérivable en a; et nous savons qu'il existe des applications dérivables qui
ne sont pas de classe %" (vois un exemple dans le chapitre " Dérivabilité" ).
Nous avons vu aussi dans |'exemple précédent une application admettant un
DL>(0) qui n’est pas deux fois dérivable en 0 et donc a fortiori qui n’est pas de
classe €2.

Démonstration. Admis.
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Exemple. DL,(0) d'un polynéme de degré < n
Soit le polynéme P(x) = " ax™; P est de classe " sur R; d’aprés la formule

k=0
de Taylor-Young il admet donc le DL,(0) :

P"(0 P (0
P(x) = P(0) + P'(0)x + ( )2 4y #xuo(x")
n
Mais puisque P(x) et la partie réguliere du DL,(0) sont deux polyndmes de
degrés < n, par soustraction le terme o(x") = x"e(x) est un polynéme de degré
< n, et il est donc soit nul soit équivalent en 0 a son mondme de plus bas
degré agx? avec d < n et ay #0.

Cours : Développements



Définitions et premieres propriétés
Liens avec la continuité et la dérivabilité
Développements limités ; définition et propriétés Existence de DL

Opérations sur les DLs
Formulaire des DLy, (0) usuels & connaitre

Supposons que x"¢(x) n'est pas le polyndme identiquement nul, alors :

x"e(x)  aax den
— ~ ~ agx — 0
xn 0 x" o0 x—0

Mais c’est impossible puisque d —n< 0 et ag # 0. Ainsi x"e(x) est le polynéme
identiquement nul. Ainsi, si P e R,[X] :

P(x) = P(0) + P'(0)x + "2(|°) 3 ..+wxn

Ainsi :

Le coefficient d'ordre k, ax, du polyndme P =" a X" vérifie :
k=0
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Le raisonnement se généralise au DL,(a) de P : d’apres la formule de

Taylor-Young :

("] 5
P (2" of(x - 2)")

P(x) = P(a) + P'(a)(x - a) + P”(a) (x=a)"+-+
(a) +oe ot %h” +o(h")

<~ P(a+ h) P(a) + P'(a)h +

Mais P(a+ h) est un polyndme en h de méme degré que P, soit au plus n, tout
comme la partie réguliere du DL,(0), ainsile o(h") = o((x —a)") est le
polyndme identiquement nul. On obtient la formule de Taylor-Young pour un

polyndme :
Si P e R[X] et deg P < n, alors pour tout a€ R :

p" [n]
P(x) =P(a) + P'(a)(x-a) + ( )(x G +Pn—!(a)(x—a)"
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Exemple. Soit P = X3+ X2+ X +1; donner les DL,(1) de P pour tout entier
neN.

On calcule les dérivées successives de P :
P’ =3X*+2X +1

P"=6X+2

P" =6

pln = Ogxysinz4

Ainsi on a les DL,(1) de P :

P(x) =4+ 0(1) pour n=0
P(x)=4+6x(x-1)+o(x~1) pour n=1
P(x)=4+6x (x=1)+4x (x=1)" + o((x~ 1)) pour n =2
P(x) = 4+6x (x-1) +4x (x-1)*+ (x - 1)’ pour n >3
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On a tracé dans le plan la courbe de P ainsi que celles des parties réguliéres de
tous ses DL,(1) :
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Exemple : obtention des DL,(0) de exp cos et sin, (1+ x)®

La formule de Taylor-Young permet I'obtention de DL, pour une application de
classe € ; mais au prix du calcul des dérivées n-igmes (du moins au point a du
développement) ce qui n'est pas toujours simple.

Nous I'utilisons ici, pour établir les DL,(0) usuels des fonctions exp, cos, sin et
x — (14 x)“ dont les dérivées n-igmes s'obtiennent assez facilement.

e DL,(0) de exp.
L'application exp est de classe € et donc ¢ pour tout ne N. Elle admet

pour tout ne€ N un DL,(0); sa dérivée n-2me est elle-méme : expl™ = exp, et
exp["](O) =1, donc d'apres le formule de Taylor-Young :

Pour tout ne N :

2 n

exp(x)—1+x+%+ +%+o(x").
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e DL,(0) de cos.

L'application cos est de classe ¢, et donc admet un DL,(0) pour tout entier
neN. Calculons ses dérivées successives :

cos’(x) = —sin(x) = cos(x + %)

cos” (x) = —cos(x) = cos(x + )

costl (x) = sin(x) = cos(x + 3Z

cost (x) = cos(x) = cos(x + 27r)

Vérifions par récurrence que cos!™ (x) = cos(x + 2= 5-). Llinitialisation est claire,
passons a |'hérédité :

cost™ M (x) = cos(x + 1) = —sin(x + ) =cos(x + &t + 3) = cos(x + W)

en appliquant la formule :cos(x + %) =—sin(x). Ce qui conclut la récurrence.

VneN,cost™(x) = cos(x + %T)
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En particulier, pour x =0 :

0 si n est impair

[n] _ nm. _
cos" ' (0) =cos(0+ —) =
(©) ( 2 ) (-1)* sin=2p

Donc pour n=2p+1, on a avec la formule de Taylor-Young :

2p
COS(X)E]_—X__;_X__;_..._'_(_]_)p X +O(X2p+1)

21 4l (2p)!
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e DL,(0) de sin.

L'application sin est de classe €, et donc admet un DL,(0) pour tout entier
neN. Calculons ses dérivées successives :

sin’(x) = cos(x) =sin(x + %)

sin”’(x) = —sin(x) = sin(x + )

sinl®)(x) = = cos(x) = sin(x + 3Z

sint* (x) = sin(x) = sin(x + 27).

Vérifions par récurrence que sinl™ (x) = sin(x + 2= o). Llinitialisation est claire,
passons a |'hérédité :

sinl" 1 (x) = sin(x + %X’ = cos(x + ) =sin(x + 5 + Z) = sin(x + W)

en appliquant la formule sin(x + %) = cos(x). Ce qui conclut la récurrence.

vneN,sinlM(x) = sin(x + %T)
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En particulier, pour x =0 :

0 si n est pair

inl(0) = sin(0 + ) =
sint™(0) = sin( 2) (-1 sin=2p

Donc pour n=2p+2, on a avec la formule de Taylor-Young :

. X3 X5 » 2p+1 2pt2

5'”(X)§X_§+§+”'+(_1) 2pr D)l +o(x™)
T DLy(0)
| /DL (0)

N ///
/Y 1 DLy(0)
/ DL (0)

1 \
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Remarque. On voit apparaitre sur les développements de cos et sin un
phénomene : la partie réguliére d'un DL,(0) a méme parité que la fonction.

Propriété

Soit f admettant un DL,(0) de partie réguliére P,. Alors :

Si f est paire alors P, est paire; P, ne comporte que des monémes d’exposants
pairs.

Si f est impaire alors P, est impaire; P, ne comporte que des monémes
d’exposants impairs.

Démonstration. En appliquant le DL,(0) a -x

f(x) = ’éakxk +o(x")

n

F(-x) = S (1) ax* + o(x")

k=0
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Si f est paire, f(-x) = f(x) et donc :

f(x)-f(-x)=0 = I;J(l (- 1) )akx —o(x)
#0 < k impair

n

Puisque lorsque k < n, % = x*"" n'a pas limite 0 en 0, nécessairement pour
tout k € [[0,n]] : (1-(-1)")ax =0 = a, =0 lorsque k est impair.

Ainsi P, n'a que des monémes de degrés pairs.

Si f est impaire, f(—x) = —f(x) et donc :

F(x)+F(-x) =0 = é(l + (1)) " = o(x")
#0 < k pair

Nécessairement pour tout k € [[0,n]] : (1+(=1)%)ax =0 == ax = 0 lorsque k

est pair.

Ainsi P, n'a que des monémes de degrés impairs.
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e DL,(0) de x —> (1 +x)* (avec a € R).

L'application f(x) = (1 + x)“ est définie sur | — 1; +oo[ et de classe € par
composition puisque :

f(x) =exp(aIn(1+x)). Montrons par récurrence que Vk e N :

k=1
F ) = ala—1)(a—k+1) x (1+x)* = (Ij)(a —j)) x (1+x)*7*
(1) Pour k=0 (Hj»k:_ol(afj)) x (14x)*7% = (1+x)* = f(x). L’hypothese est

vérifiée.
(H) Supposons I'hypothese vérifiée au rang k € N;

k-1 !
f[kﬂ](x) = ((Ho(a —j)) x (1 +X)ak)
- (q(aj)) x (- k) x (1+x)°

(k+1)-1 fol
:( H (a—j))x(1+x)a( 1

Jj=0

et donc elle reste vraie au rang k + 1. On conclut par principe de récurrence.
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En particulier, Vke N :
F)=ala-1)(a-k+1)x1° = a(a-1)(a-k+1)

Ainsi, avec la formule de Taylor-Young :

a(a-1) Pt a(a-1)-(a-n+1) ,
21 n!

(1+x)0‘31+ax+ x"+o(x")

Cette formule s'appelle la formule du binéme généralisé ; en effet :

— lorsque « est un entier naturel, pour tout k € [[0, n]] :

ala-1)(a-k+1) ala-1)(a-k+1)x(a-k)! ol [«
k! - kl(a - k)! Tkl (- k) (k)

et on retrouve le développement par la formule du binéme de (1 + x)® comme
partie réguliere du DL, (0) (et dans ce cas il y a égalité puisque f est un
polyndme de degré a).
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Exercice. Déterminer le DL3(0) de /1 + x et en déduire

2

liml o sl [/ 1= X X
x—0 X3 2 8

Résolution.
m:(1+x)%31+% %2+%x(—%)x(—g)x);—?+o(x3)
§1+%—X§2+i—)§+o(x3)
Ainsi :
Viex-1-2 %2—?%:+0 x*)
— Ao g 5 4ok
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Combinaison linéaire

Tous les énoncés sont donnés pour des développements limités en 0, mais
restent vrais en un réel a quelconque.

Propriété
Si f et g admettent des DL,(0) alors ¥ (X, ) € R?, (Mf + ug) admet un
DL,(0) et si P,, Qn sont les parties réguliéres des DLs de f et g :

f(x) = Pa(x) +o(x") n
g(x) g Qn(x) +o(x") } = M (x) + 1g(x) = APa(x) + 4Qu(x) + o(x")

Remarque. En particulier sous ces hypothéses Af admet pour DL,(0) :
Af(x) = APn(x) + o(x") et f + g admet pour DL,(0) :

(F +8)(x) = Pa(x) + Qu(x) + o(x").
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Démonstration. Par définition :

F0) = Pn(x) 5 0(x") FO)=Pa(x) | () = Qu(x)
g(x)—on<x>§o<x">}:“ S

= AF(x) + g (x) = (APa(x) + nQn(x)) = o(x")

ce qui donne, puisque AP, (x) + 1Qn(x) est un polyndme de degré au plus n, le
DL,(0) : AMf(x) + ug(x) = AP, (x) + pQn(x) + o(x"). [
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Produit

Propriété
Si f et g admettent des DL,(0) alors f x g admet un DL,(0) et si P,, Q, sont
les parties réguliéres des DLs de f et g :

f(x) s Pa(x) + o(x™)

g(x) = Qn(x) + o(x") } — f(x) x g(x) s Tronc, (Pn(x) x Qn(x)) + o(x")

Démonstration. On a par définition :

f(x) = Pp(x) + x" x e1(x)
g(x) = Qn(x) +x" x £2(x)

avec Iirr(n) e1(x) = Iirrg) g2(x) =0 et P,, Q, sont des polynémes de degrés < n.
X—> X—>
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Ainsi :

f(x) x g(x) = Pa(x) x Qn(x) +x"Pn(x)e2(x) +x"Qn(x) x e1(x) + X2n61(X)62(X)

polynéme de degré < 2n =o(x")

= Tronc,(P(x) x Qn(x)) + i ax* + o(x")

k=n+1

polyndme de degré < n

2n 2n
k n k-n n
or E arx” =x" x g akx Eo(x)cark—n?l
k=n+1 k=n+1

f(x) = g(x) = Tronc,(Pa(x) x Qn(x)) + o(x") + o(x")
= Tronc,(Pr(x) x Qn(x)) +o(x")

partie réguliere
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Exemple. DL3(0) de L :

1-x2
1 1 1
(0] = t
NI T T x " 1ex ¢
1 2, .3 3
=1l+x+x +x" +o0(x")
1-x
1
—1-x+x-x +0(x%)
1+x
donc :
1 2, .3 2 .3 3
—TronC3((1+x+x +x)x (L-x+x"—x )>+o(x)
1-x2

S1x1+(-1+D)x+(1-1+D)x*+(1-1+1-1)x*>+ o(x*)

1+ x> +0(x%)

La fonction étant paire, sa partie réguliere n'a que des mondmes de degrés
pairs.
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Composition

Propriété

Soient f : | — R et g: J — R avec f(I) c J de sorte que la composée g o f
est définie sur |. Si f et g admettent un DL,(0) et si f(0) =0 alors go f
admet aussi un DL,(0) et :

f(x) = Pn(x) + o(x")

g(x) s Qn(x) +o(x") } = (gof)(x) s Tronc,(Q o P(x)) + o(x")

Démonstration. On a par définition :

f(x) = P(x) +x" x e1(x)
g(x) = Q(x) + x" x g2(x)

avec Iin?) e1(x) = Iirrcl) €2(x) =0 et P, Q sont des polynémes de degrés au plus n.
X X!
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Puisque f(0) = 0, par passage a la limite f(0) =0 = P(0) (puisque f est
nécessairement continue en 0 d'apres la propriété 5); ainsi 0 est racine de P et
donc P(x) = x x R(x) avec R un polyndme de degré < n- 1.

Notons Q = Z aka :
k=0

gof(x)= g(P(X) + X"sl(x))
Q(P(x) +x"e1(x)) + (P(x) + x"sl(x))n x £2( P(x) + x"e1(x))

oll

ak(P(x) + x"e1 (X))k + (xR(x) + x"e1 (X))n x £2(xR(x) + x"e1(x))

M:

0

x~
JIf

0

D’apres la formule du bindme, pour tout k € [0, n]] :
n k k k k—j n Vi
(P(X)+X El(X)) :Z i P(x)"7 (x"e1(x))
j=0

K ) .
= P(x)k + Z; (?)P(X)kj (x"e1(x))
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= P(x)* + x"e1(x) x Zl (f)P(X)H (x"e1(x))"

—ar — (H)PO)-10
= P(x)" + x"e1(x) ok (x)
Ainsi :
gof(x)=a0+ kzl (PO + x"e1(x) o (%))
+x"x (R(x) + x""e1(x))" x e2(xR(x) + x"1(x))
- ‘;akP(x)k X" x é;lsl(x)ak(x)

+x"x (R(x) + Xn_151(X))n x £2(xR(x) + x"e1(x))
= Qo P(x) +x" x e3(x)
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avec .

e3(x) = Z]:lel(x)ock(x) +(R(x) + x"_lsl(x))n x EQ(XR(X) + x"sl(x)) .S 0

— 0 A
x—0 x—0

Ainsi :
g0f(x)= Qo P(x) +o(x")

oli Qo P est un polyndme (de degré au plus nx n=n?). Donc par définition il
existe un polynéme §(x) tel que :
Qo P(x) = Tronc,(Q o P(x)) + X" x 8(x)
————
=o(x)

Ainsi on a le DL,(0) de (gof)(x) :

gof(x) = Tronc,(Q o P(x)) + o(x")
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Remarque. Attention a I'hypothése f(0) =0; si f(0) = a # 0 le résultat reste
vrai en changeant le DL,(0) de g par un DL,(a).

Exemples.
1
e DL3(0) de -
0 1
On considere la composée : x — x? = 152 On a les DL3(0) :
- x
x* = x>+ 0(x*) ; i:1+x+><2+x3+o(><3)
0 1-xo0

et pour x =0, x?>=0. Ainsi:

1
1-x2

TronC3<1 + () + () + (X2)3) +o(x%)

= 1+ x>+ o(x%)
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Formulaire des DL, (0) usuels a connaitre

1
DL3(0) de ——.
* DL(0) de 2+ x2
nx 1
On ne peut pas considérer la composée : x — 1 + x2 =5 Py car en x =0,
X
1+x%2=1 #0, ou alors il faudrait le DL3 en 1 de x — T .
+ X

Plutét on transforme |'expression :

1 1 1
[ A S
2+ x2 2 X2

1+ —
2
2 3ox 1

pour considérer la composition : x — %

2 T 2ax2
On a les DL3(0) :

XX . 1 1

_1 _ 2 .3 3
2><(1+x)52><(1 x+x>=x") +o(x’)

Cours : Développements



Définitions et premires propriétés

Liens avec la continuité et la dérivabilité
Développements limités ; définition et propriétés Existence de DL

Opérations sur les DLs
Formulaire des DL, (0) usuels a connaitre

Ainsi :
ﬁg%x TronC3(1— 22 + X; 2— X; 3)+O(x3)
- % - X; +o(x)
e DL3(0) de tan :
On a tan(x) = z:)nsi((xx)) et les DL3(0) :

&3
sin(x) riaiira o(x%)

2
cos(x) = 1- X? +o(x%)

Déterminons un DL3(0) de @ par composition pour en déduire par produit
un DL3(0) de tan.

1 1
cos(x) 1+ (cos(x)-1)
[ —
=0 si x=0

Cours : Développements



Définitions et premiéres propriétés
Liens avec la continuité et la dérivabilité
Développements limités ; définition et propriétés Existence de DL

Opérations sur les DLs

Formulaire des DL, (0) usuels & connaitre

1
. nx 1
Donc par composition : x —> cos(x) -1 =% ———
cos(x)
x* 3 1 2_ 3 3
cos(x)flgngro(x) ; mglfx+x -x>+o(x)
1 x? X2\’ X2\’ 3
——=Tronc|1-|-—|+|-=| - |-= +o0
cos(x) o ron 3( 2 2 2 ) ()
2
14+ X 3
51+ 3 +o(x”)
Ainsi par produit :
X3 X2 3
tan(x)ETronQ x= o |~ 1+7 +o(x7)
2 3
Exx1+xx%—%x1+o(x3)

-1
=X+ x x> +o(x*)

3
Ex+%+o(x3)

La fonction tan étant impaire on obtient une partie réguliere-impaire.

Cours : Développements



Définitions et premiéres propriétés
Liens avec la continuité et la dériv.
Développements limités ; définition et propriétés Existence de DL

Opérations sur les DLs
Formulaire des DL, (0) usuels a connaitre

Remarque. Méthode : Si f(0) = a# 0 comment composer ?

e On transforme pour se ramener a un DL(0) usuel, a I'aide d'une des

formules :
aih = %x . ig ;. exp(a+h)=e’xexp(h) ; In(a+h)= |n(a)+|n(1 + g)

e Sinon, il faut un DL(a) de g pour obtenir le DL(0) de gof.

éveloppements limité



Définitions et premiéres propriétés

Liens avec la continuité et la dérivabilité
Développements limités ; définition et propriétés Existence de DL

Opérations sur les DLs

Formulaire des DL, (0) usuels & connaitre

Primitivation

Propriété
Si f' est continue sur un voisinage | de 0 et admet un DL,(0), alors f admet
un DLp,1(0) et :

f(x) = Ao + Arx + -+ Apx" + o(x")

X2 X
4 f(X) E f(0)+/\oX+/\1? +---+)\,,n+

Démonstration. Puisque f' admet un DL,(0) :
FI(t) = Ao+ At + -+ Apt" + t"n(t)
avec Itlﬂ'(l)n(t) =0.

Puisque f’ et la partie réguliere du DL,(0) sont continue sur /, par
combinaison linéaire t"n(t) est aussi continue sur /.

ycée Fénelon Cours : Développements



Définitions et premiéres propri
Liens avec la continuité et la (Ienv1h|l|te
Développements limités ; définition et propriétés Existence de DL

Opérations sur les DLs
Formulaire des DL, (0) usuels a connaitre

On integre I'égalité entre 0 et x :
fx f(t)dt = fX(Ao+A1t+.--+Ant")dt+ [Xt"n(t)dt
0 0 0
+fx t"n(t)dt
0

1 X n N b
L % fo t"n(t)dt = 0. On se ramene 2 la
définition : soit € >0 quelconque, montrons qu'’il existe a > 0 tel que Vx e[ :

1,

Puisque Iinan(t) =0, pour cet € > 0 il existe a > 0 tel que Vtel :
t—>

n+1

2
— f(x)—f(O):)\ox+)\1%+--~+/\nn+1

Il suffit donc de montrer que ||m

x| <a =

|f| a — [n(t)| <
Alors soit x € [ tel que |x| < a

‘fox t"n(t)dt

< |x] x max|t"n(t)] maximum dans

<Ixl " e = e x x|

1 X
s fo t"n(t)dt| <e

BCPST1 - Lycée Fénelon Cours : Développements limités



Exemples.

e DL,(0) de In(1+x), In(1-x).

Pour tout ne N :

qui est continue sur | - 1,1[ (par exemple). Puisque In(1-x)" = -

In(1-x) =In(1) - - x

En I'appliquant en —x :

Définitions et premiéres propriétés
Liens avec la continuité et la dériv.
Développements limités ; définition et propriétés Existence de DL

Opérations sur les DLs
Formulaire des DL, (0) usuels a connaitre

ZX +o(x")

1-xo0

1
1-x
n k+1 )
+o(x™h)
o k+1
2 n+1
_ X n+1
s X n+1+o(x )
n+1
X - +O(Xn+1)

|n(1+x) 3X—%+...+(_1)n+2n+

éveloppements limité



Définitions et premires propriétés

Liens avec la continuité et la dérivabilité
Développements limités ; définition et propriétés Existence de DL

Opérations sur les DLs
Formulaire des DL, (0) usuels a connaitre

e DL5(0) de arctan. On a arctan(x)’ = qui est continue sur R ; de plus :

1+x2
1 =1-x*+x"+o(x")
1+x2o0
X3 X5 5
= arctan(x) garctan(O) tX- okt o(x”)
3 .5
:X7X—+X—+o(x5)
0 3 5

arctan étant impaire, la partie réguliere est impaire.

Remarque. |l est par contre prohibé de dériver un DL : si f admet un DL,(0),
on ne peut pas en général en conclure que f' admet un DL,_1(0).
Contre-exemple : f(x) = x*sin % prolongée par continuité en 0 par £(0) =0 est
dérivable mais pas de classe €* (cf. Chapitre " Dérivabilité”). Ainsi d'aprés la
propriété 5, f étant dérivable admet un DL;(0), mais f' n'étant pas continue
en 0 n'admet aucun DL en 0.

Cours : Développements



ions et premiéres propriétés
ec la continuité et la dérivabilité
Développements limités ; définition et propriétés
Opérations sur les DLs
Formulaire des DL, (0) usuels a connaitre

Formulaire des DLs usuels

11 T+x+x2++x"+0(x")
- X
1 2 n_n n
s 1-x+x"+-+(-1)"x"+ o(x")
x
2 n
In(1-x) —X—X?—---—X?+o(x")
x? x"
In(1+x) x= ot (1) x = 4 o(x")
2 n
-1 ~1)(a-n+1
(T+x)~ 1+ax+%x2+m+a(a ) (Ia nr )x"+o(x")
! n!

ycée Fénelon Cours : Développements



ions et premiéres propriétés
ec la continuité et la dérivabilité

Développements limités ; définition et propriétés

Formulanre des DL, (0) usuels a connaitre

Formulaire des DLs usuels (suite et fin)

2 n
X % .,
exp(x) 1+x+§+~--+ﬁ+o(x)
x3 5 2p+1
sin(x) x—§+a+...+(_1)PW+O(X2p+2)
2 4
cos(x) 1- % x +(- 1)" = )' +O(X2p+1)

ycée Fénelon Cours : Développements



Calcul d’équivalent

- Etude des branches infinies
Applications

Application : calcul d'équivalent

Les développements limités facilitent le calcul d'équivalents de fonctions :

Propriété
Soit f une application admettant un DL,(0) :
f(x)= Apx’ +)\p+1Xp+1 + o+ Apx” + o(x")
o
1€ terme #0

avec A\, # 0 alors :
f(x) - Apx”.

BCPST1 - Lycée Fénelon Cours : Développements limités



Calcul d’équivalent

Etude des branches infinies

Applications

Démonstration. Sous ces hypothéses :

ApxP + Y Aex + o(x")

k=p+1

f(x)

Fx) _ 1+ Z Ak x xK7P +o(x"P)

Ap#0 ApXP 0 kg1 Ap ——
o0

x—0 — 0

x—0

= f(x) o Apx”

—1

éveloppements limité




Calcul d’équivalent

. Etude des branches infinies
Applications

Remarques.

e Ainsi on retrouve a partir des DL usuels, tous les équivalents usuels en O :

In(1+x)gx+o(x) - In(1+x)gx

sin(x) =X+ o(x*) = sin(x) ~ X

2
cos(x) = 1- % +0(x’) — cos(x) ; 1

N]

2

- 3 . ~ 5
— 17cos(x)6 > +o(x’) = 1 cos(x)0 5
eX31+x+o(x) — exgl

— eX—1§x+o(x) — eX—lgx
(1+X)Q31+ax+o(x) = (1+x)“51

= (1+x)a—1gax+o(x) — (1+x)a—13ax

BCPST1 - Lycée Fénelon Cours : Développements limités



Calcul d’équivalent

- Etude des branches infinies
Applications

e La propriété reste vraie au voisinage d'un réel a:

Si f admet un DL(a) :

f(x) = Ap(x—a)’ +o((x-a)") avec \, #0

alors :
f(x) ~Ap(x—a)P’.

Exemple : équivalent de Inen 1 :

|n(1+h);h+o(h) = |n(X)T(X—1)+O(X—1) == In(x)T(X—l)

BCPST1 - Lycée Fénelon Cours : Développements limités



Calcul d’équivalent

. Etude des branches infinies
Applications

Exemples. Le gain pour le calcul d'équivalent est important : alors qu’'on n'a le
droit ni de composer ni d’ajouter des équivalents, on a le droit de composer ou
d’'ajouter des DL. Cela simplifie le calcul d'équivalents, notamment en présence
de sommes :

o Equivalent en 0 de & — /1 + x.

Il faut pousser le DL a I'ordre 1 pour obtenir le premier terme non nul :
e* = 1+x+o0(x)
mi 1+ % +o0(x)
:ex—\/m§%+o(x) — e —V1+x

X
02

Cours : Développements



Calcul d’équivalent

. Etude des branches infinies
Applications

sin(x) — x
In(1+x3)"
Il faut pousser le DL(0) de sin(x) a I'ordre 3 :

. équivalent et limite en 0 de

3
sin(x) :X—%+O(X3)
X3 3 X3
= sin(x)—x§—€+o(x ) — sin(x)—xz—g

In(1+x°) Exa +0o(x*) = In(1+x%) 3)(3

sin(x) -x  -x° 1 1

In(1+x3) 06x30 6 0 6

Cours : Développements



Calcul d’équivalent

- Etude des branches infinies
Applications

Plan d'étude d'une fonction ; branches infinies

Le plan d'étude d'une fonction procede dans I'ordre :
— Domaine de définition.

— Réduction du domaine d’'étude : périodicité, parité.
— Dérivabilité ; étude des variations.

— Limites aux bornes.

— Tableau de variation.
— Branches infinies en +o0, et position relative avec la courbe.

BCPST1 - Lycée Fénelon Cours : Développements limités



Calcul d’équivalent

- Etude des branches infinies
Applications

Les branches infinies peuvent étre, au voisinage de +oo :

Une droite asymptote :

— horizontale; d'équation y =£si: lim f(x)=/{eR.
X—>+to0

— oblique; d'équation y = ax + b si :

lim @:a i lim f(x)—ax=b

X—too X X—>+o00

2
. . x“+1
e La courbe représentative de f(x) =

x-1
admet pour asymptote oblique aux voisi-

nages de +oo et de —oo la droite d'équation

y=x+1.
En effet :
f(x) x*+1 x2 1
) IR
X X2 — X o0 X2 x—koo
2 2
f(X)—X:X +1 x—x:x+l o

-1 x-1 X—1 x—zoo

ycée Fénelon Cours : Développements



Calcul d’équivalent
Développements &

Etude des branches infinies

Applncatlcns

Oou encore :

Une branche parabolique :

— dans la direction de I'axe (Oy) si :

f'
im £ o
X—>+00 X

— dans la direction de I'axe (Ox) si :

lim @:0 et lim f(x)=+o00

Xx—+o0 X X—+00

— dans la direction de I'axe y = ax si :

lim Q—aeR et lim f(x)—ax=+oc0

Xx—+o0 X X—>+00

Dans les deux derniers cas, le signe de lim f(x)—ax donne la position relative
X—>£00

de la courbe et de I'axe au voisinage de +oo.

Cours : Développements limités



Calcul d’équivalent

Etude des branches infinies

Applications

Exemples.

o Les courbes de x —> x? et exp admettent
en +oo une branche parabolique dans la
direction (Oy).

La courbe de exp admet en —oco la droite
asymptote horizontale y = 0.

o Les courbes de x — /x et In admettent
en +oo une branche parabolique dans la
direction (Ox).

La courbe de In admet en 0" 'asymptote ver-
ticale x = 0.

Cours : Développements



Calcul d’équivalent

Etude des branches infinies

Applications

o Les courbes de x — x++/x et x — x+In x
admettent en +oo une branche parabolique
dans la direction y = x.

La courbe de x —> x + Inx admet en 0*
|"asymptote verticale x = 0.

Dans le cas d’'une branche parabolique infinie dans la direction (Oy), parfois on
peut avoir pour asymptéte la courbe d'une fonction polynomiale, lorsqu'il existe
Q eR[X] et neN tels que :

F()- Q) = o( L )

XN

Dans le cas d'une droite asymptéte, le polyndme Q est de degré au plus 1; il
donne I'équation de la droite.

Cours : Développements



Calcul d’équivalent

- Etude des branches infinies
Applications

Développement limité généralisé en +oo

Définition

en +o0 (ou DL,(+0)) si il existe deux polynémes P, € R,[X] et Q € R[X] tels
que :

-0 7)o
On écrit :

() =, Q0+ P ) +o( )

Soit f: |a;+oo[—> R, on dit que f admet un développement limité d’ordre n

P bl b2 bn 1
= apx” + -+ a1x + ao + + = et — +o| —
+oo N ; x x? P X"

5 —
donne la courbe asymptéte en +oo

le premier terme # 0 donne la position
relative de la courbe et de I'asymptéte

La définition d’'un D.L. d'ordre n en —co (ou DL,(-o0)) est analogue en —co.

BCPST1 - Lycée Fénelon

Cours : Développements limités



Calcul d’équivalent
Etude des branches infinies

Applications

Remarque. Méthode : dans la pratique un DL,(+c0) de f(x) s'obtient en
posant h=1 — 0* et en cherchant un DL,(0%) de f (1) ; mais en plus de la
partie réguliere on conserve la partie polynomiale en % qui donne la courbe
asymptote.

Exemples.
e A l'aide d’'un DL(+o0) et un DL(—oc0) a des ordres suffisants, déterminer les

asymptotes de :
F(x) x*+1
X) =
x2-1

et leur position relative avec %r aux voisinages de +oo.

1
— DL(+o0); on pose h== — 0":

X X—+oo

f(l)_ wrl 14#?

h) k-1 1-m

1 j—

1-ho
1

On applique le DL>(0) de 1+ h+ h? + o(h?); par composition :

_ 2 2
1—h231+h +o(h%)

BCPST1 - Lycée Fénelon Cours : Développements limités



Calcul d’équivalent

Etude des branches infinies

Applications

= Tronc, (1 + h2)2) +o(h%)

~-
—_—
| =
SN—
Il
—
+
3>
N
|

= 1420 + o(h°)

N f(x): 1+%+o(i)

oo X2

Ainsi ¢ admet pour asymptdte la droite horizontale y = 1 et reste au-dessus de
son asymptSte au voisinage de +oo.

— Le méme argument donne le DL,(-o0) :
2 1
f(x) =1+ 2 +o(;)
et %r admet pour asymptdte la droite ho-

rizontale y = 1 et reste au-dessus de son
asymptdte au voisinage de —oo.

BCPST1 - Lycée Fénelon Cours : Développements limités



Calcul d’équivalent
Etude des branches infinies

Applications

e A l'aide d'un DL(+00) et un DL(—oc0) a des ordres suffisants, déterminer les

asymptotes de :
x2+1

g(x) =
x-1
et leur position relative avec %r aux voisinages de +co.

1
— DL(+o0); 0on pose h== — 0":

X X—+oo

(1)7,,%+17h 1+h 1 1+H

= = X = — X
h)"ITZ1 R 1-h h 1-h
. 1
On applique le DL>(0) de T

i:1+h+h2+o(h2)
1-ho
1+h2 2 2 2

— h=TI’OI1C2((1+h)><(1+h+h))+O(h)

31+h+2h2+o(h2)

BCPST1 - Lycée Fénelon Cours : Développements limités



Calcul d’équivalent

Etude des branches infinies

Applications

+1+2h+o(h)

= g(x) = X+1+g+0(1)
X

400 X

Ainsi ¢z admet pour asympt6te la droite oblique y = x + 1 et reste au-dessus de
son asymptote au voisinage de +oo.

— Le méme argument donne le DL;(-o0) :

2 1
g(x) = x+1+7+o(7)
—oo X X
et %, admet pour asymptdte la droite
oblique y = x + 1 et reste au-dessous de son
asymptdte au voisinage de —oco.

BCPST1 - Lycée Fénelon Cours : Développements limités



Calcul d’équivalent

Etude des branches infinies

Applications

Remarque. Un DL(+o0) de f(x) permet souvent |'obtention d'un équivalent
au voisinage de +oo :

. by b 1

Si f(x) = apxP +-+aix+ag+— ++ — +o(— avec a, # 0 alors :

+oo X xn xn
#0

f(x) ~ apx.

+oo

b b 1
i f = 2 opoq 2 (_) b lors :
Si f(x) = +ot 4o ) avec by #0 alors

b
FO) 1 S

Cours : Développements limités



	Négligeabilité ; notation de Landau
	Développements limités ; définition et propriétés
	Définitions et premières propriétés
	Liens avec la continuité et la dérivabilité
	Existence de DL
	Opérations sur les DLs
	Formulaire des DLn(0) usuels à connaitre

	Applications
	Calcul d'équivalent
	Étude des branches infinies


