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Equations différentielles du ler ordre

Equations différentielles du ler or

Définition
on appelle équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficients constants une
équation de la forme :

y'+ay=b (E)
ou a et b sont des constantes réelles et y est I'inconnue.
Résoudre (E) revient a déterminer toutes les fonctions y dérivables sur R et
vérifiant :
VxeR, y'(x)+axy(x)=b

es Partie A. équations différentielles




tion ; ensemble des solutions
Résolution de I'équation homo,
Résolution de I'équation comp

Equations différentielles du ler ordre

Exemple. La fonction f : x — exp(x) — 1 est une solution de I'équation
différentielle :

y'-y=1
En effet, f est définie et dérivable sur R, de dérivée f'(x) = exp(x), et donc
pour tout réel x :

F1(x) ~ F(x) = exp(x) - (exp(x) ~ 1) = 1

es Partie A. équalions différentielles liné:
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Equations différentielles du ler ordre

Equation homogene associée

Définition
L’équation différentielle :
Y +ay=0 (H)

est appelée |'équation homogeéne associée a (E).

Exemple. L'équation y’ —y = 0 est I'équation homogene associée 3 y' —y = 1.
La fonction exp en est une solution.

Propriété
Soit I'équation différentielle :
y' +ay=»b (E)

et son équation homogéne associée :
y'+ay=0 (H)

Notons y, une solution de I'équation (E) . Alors y est solution de E si et
seulement si (y — yp) est solution de I'équation homogéne associée (H).
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Définition ; ensemble des solutions

Equations différentielles du ler ordre

Résolution de I'équation compléte

Démonstration. Soit y, une solution de I'équation (E). Alors y, est dérivable
sur R et pour tout x e R :

Yo(x) + ayp(x) = b (1)

Soit y une fonction définie et dérivable sur R. Alors y est solution de (E) si
et seulement si Vx e R :

y'(x) +ay(x) = b
< y'(x) +ay(x) - yy(x) - ayp(x) =b-b

= (y-yp)'(x)+aly-yp)(x)=0

c'est-a-dire si et seulement si (y — y,) est solution de (H). ]
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Equations différentielles du ler ordre

Résolution de I'é ion compléte

Théoreme
On considére I'équation homogéne :

y' +ay=0 (H)
Les solutions de (H) sont toutes les fonctions de la forme :

y(x) = ke”™

avec k € R une constante quelconque.

éqnations différentielles li res Partie A. éqnations diffé



Equations différentielles du ler ordre

Résolution de I'équation compléte

Démonstration.
Montrons que y(x) = ke™® est une solution de (H); elle est définie et
dérivable sur R de dérivée :

—ax

y'(x) = —ake
et donc :
y'(x) + ay(x) = —ake™™ + ake™™ = 0

Donc y est solution de H.

Montrons que toute solution de (H) est de la forme ke™® avec k € R.
Soit y une solution, considérons f(x) = y(x)e™. Alors f est dérivable sur R en

tant que produit et :

f'(x) =y (x)e™ + y(x) x ae®™ = —ay(x)e™ + ay(x)e™ =0
Donc f est constante sur R : il existe k € R tel que
ax k —ax
VxeR, f(x)=y(x)e™ =k = VxeR, y(x) = = ke
eax
avec k e R. [ ]

Ainsi tout solution de (H) est de la forme y(x) = ke~

es Partie A. équalions différentielles liné:




Equations différentielles du ler ordre

Résolution de I'é ion compléte

Exercice 1. Résoudre les équations homogenes suivantes :
!
y=y y -2y=0

ey —y=0:y estsolution < FkeR, y(x) = ke*.
oy —2y=0:y est solution — JkeR, y(x) = ke>*.

éqnations diffé




Equations différentielles du ler ordre
Résolution de I'équation compléte

Exemple. En cinétique chimique, notons [A] la concentration d'un réactif A en

fonction du temps; la vitesse de la réaction est définie :
d[A]

Vv =
dt
On dit que la réaction est d'ordre 1 si la vitesse est proportionnelle a la

concentration, autrement dit :
JaeR, v=ax[A]

c'est-a-dire si :
d[A]
— Al=0
a +alAl
— JaeR, [Al=ae™

Connaissant la concentration initiale [A]o au temps t =0 :
ae ™= [Alo = a=[A]o

ce qui donne |'évolution de la concentration en réactif A au cours du temps :

[A]=[Alox ™™

es Partie A. équalions différentielles liné:
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Equations différentielles du ler ordre

Résolution de I'équation compléte

Théoreme
Soit (a, b) € R? et I'équation différentielle & résoudre :

y' +ay=b (E)
On considére I'équation homogene associée :
y' +ay=0 (H)

Les solutions de (H) sont toutes les fonctions de la forme :

ax

x — ke™ avec k € R.

Soit y, une solution quelconque de E, que I'on appelle solution particuliére de
(E).
Toutes les solutions de (E) sont somme de la solution particuliere y, et d'une

solution générale de I'équation homogéne associée. Autrement dit, I'ensemble
des solutions de E est :

e = {x — yp(x) + ke™™ | k e R}

BCPST1 - Lycée Fénelon Equations différentielles linéaires Partie A. Equations différentielles linéaire:



mble des solutions
Résolution de I'équ
Résolution de I'équation compléte

Equations différentielles du ler ordre

Démonstration. Soit y, une solution particuliere de I'équation (E). Alors
d'apres la propriété 4, y est solution de E si et seulement si y — y, est solution
de I'équation homogene associée (H), donc d'aprés le théoreme 2 si et
seulement si :
JkeR, VxeR, (y-yp)(x) = ke™™
= JkeR, VxeR, y(x)=yy(x) + ke ™

Ainsi I'ensemble des solutions de (E) est :
JE = {X — yp(x) + ke™™ | ke R}
autrement dit toute solution de (E) est somme de la fonction particuliére et

d’une solution générale (c’est a dire quelconque) de I'équation homogene
associée. [ ]

es Partie A. équalions différentielles liné:



mble des solut

Equations différentielles du ler ordre

Méthode. Pour résoudre I'équation différentielle :

y'+ay=b (E)
On détermine toutes les solutions de I'équation homogeéne associée :
y'+ay=0 (H)

Ce sont toutes les fonctions de la forme x — ke™® avec k € R.

Puis on détermine une solution particuliere de I'équation (E) :
. b .
e Sia#0: y,(x) = — convient. En effet :
a
' b
Yp(x) + ayp(x) =0+ ax 5° b

e Si a=0: y,(x) = bx convient. En effet :

Yp(x) +ayp(x) =b+0x bx=b

équations diffé



Définition ; ensemble des solutions
Résolution de I'équation homogene
Résolution de I'équation compléte

Equations différentielles du ler ordre

Exemple. Résolution de : y' —y = 2.

L'équation homogene associée y’ — y = 0 admet pour solutions toutes les
fonctions x — ke™ avec k € R.

L'équation y’ — y = 2 admet pour solution particuliére la fonction constante
égale 3 2 : x — 2. Ainsi I'ensemble des solutions est :

Se={xr—2+ke* | keR}.

Exercice 2. Résoudre :
(Ep): y'-3y=1 d (E): 3y’ =2

e Pour (E;) :
5’51={x'—>—%+ke3x | keR}.

e Pour (E) :

YEZ={X»—>§x+k|keR}‘

équatiuns différentielles i es Partie A. équations différentielles linéaire:
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Equations différentielles linéaires du second ordre

Définition

On appelle

équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants, toute
équation de la forme :

y'+ay' +by=c (E)

ol (a, b, c) sont des constantes réelles et y est I'inconnue.

Résoudre (E) revient a déterminer toutes les fonctions y deux fois dérivables
sur R et vérifiant :

VxeR, y"(x)+ay'(x) +by(x) =c
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Equations différentielles linéaires du second ordre

n; structure des solutions

Equation homogene associée

Résolution de I'équation homogéne

Comme pour le premier ordre, on associe a une équation différentielle linéaire
du second ordre une équation homogene :

Définition
L’équation différentielle :

y"+ay' +by=0

est appelée |'équation homogeéne associée a (E).

(H)

De méme que pour le premier ordre, les solutions de I'équation de (E) se
décomposent en la somme d’une solution particuliere de (E) et d'une solution

générale de (H) :

es Partie A. équations différentielles liné:



Equations différentielles linéaires du second ordre

D tion ; structure des solutions

Résolution de I'équation homogene

Propriété
Soit I'équation différentielle :

y'+ay' +by=c

et son équation homogeéne associée :

Notons y, une solution de I'équation (E). Alors y est solution de E si et
seulement si (y — yp) est solution de I'équation homogéne associée (H).

En particulier toutes les solutions de (E) s’obtiennent comme somme d’une
solution particuliére y, de (E) et d’'une solution générale de (H).

y"+ay' +by=0

(E)

(H)

équatiuns différentielles li
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Equations différentielles linéaires du second ordre Résolution de I'équation homogene

Démonstration. Soit y, une solution de I'équation (E). Alors y, est deux fois
dérivable sur R et pour tout x € R :
Yo (x) +ayp(x) + byp(x) = ¢ (1)
Soit y une fonction définie et deux fois dérivable sur R. Alors y est solution de
(E) si et seulement si VxeR :
y'(x) +ay'(x) + by(x) =

= y"(x) + ay'(x) + by (x) =y (x) = ays(x) = byp(x) =c - ¢
= (y-yp)" () +aly —yp) (x) + b(y —yp)(x) =0

c'est-a-dire si et seulement si (y — y,) est solution de (H). ]
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Equations différentielles linéaires du second ordre

Encore une fois pour résoudre (E) il suffit de savoir déterminer une seule
solution (particuliere) de I'équation (E) et toutes les solutions (générales) de
|"équation homogene associée.

Méthode. Pour déterminer une solution particuliére de :
y"+ay' +by=c (E)
e Sib#0, yp(x) = % convient.

Eneffet: y, =y, =0 = y;’+ay,;+byp:b><%:c.

eSib=0eta#0, yp(x)= gx convient.

c c
Eneffet : y,=—=, y) =0 = y, +ay,+by,=0+ax—+0=c.
a a

eSia=b=0, yo(x) = %x2 convient.

Eneffet: y) =c = y, +ay,+by,=c+0+0=c.

es Partie A. équalions différentielles liné:
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Résolution de I'équation homogene

Soit I'équation différentielle :

On commence par chercher les solutions de (H) sous la forme f : x —> ™
avec r e R. Alors f est deux fois dérivable sur R et :

f(x) = re™ o (x) = rPe™
Ainsi f est solution de (H) si et seulement si :
r’e™ +are™ + be™ =0

2
< r"+ar+b=0
e™#0

On appelle équation caractéristique I'équation :
rP+ar+b=0 (EC)

d'inconnue r € C. C'est une équation du second degré dont le discriminant est :
A =a’-4b.
La fonction f est solution de (H) si et seulement si r est solution de (EC).
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Définition ; structure des solutions

Equations différentielles linéaires du second ordre Résolution de I'équation homogéne

On considére 3 cas selon que A >0, A=0o0u A<O0.
e Si A>0. L'équation (EC) admet deux solutions réelles distinctes :
—a-VE NN

I'1=72 ) n = 5

et la fonction x — €™ est une solution de (H). Cherchons les autres
solutions de (H) sous la forme : y(x) = "™ x z(x) avec z deux fois dérivable (il
suffit de prendre z(x) = y(x)e™™). Ainsi, puisque :

(e x z(x)) = ne™ x z(x) + e x z'(x)

(e x z(x))" = Fe™ x z(x) + 2ne™ x 2/ (x) + €™ x 2 (x)

y(x) = e x z(x) est solution de (H)
= rie"™ x z(x) +2ne™ x 2’ (x) + e x 2" (x) + a(ne™ x z(x) + & x 2’ (x))
+be xz(x)=0

ﬁ»orf xz(x)+2n x2'(x) + 2" (x) +a(n xz(x) + 2/ (x)) + bx z(x) =0

— 72"(x)+(2n +a) x Z'(x) + (rf + an + b) xz(x) = 0

=0
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Définition ; structure des sol S

Equations différentielles linéaires du second ordre Résolution de I'équation homogéne

—=Z'(x)+(2n+a)xz'(x) =0 7' est solution d'une E.D. du ler ordre

<~ JkeR, 7' (x) = ke 1+~

k - s a)x
= 3k 2) e R, 200 = mm s x e T
-(2n
- k
< (A1, \2) € RQ’ z(x)=Xaxe @n+a)x M en posant \p = m
< (A1, N\2) € RQ, y(x) =™ + /\26(-2f1—a+r1)x car y(x) = z(x)e™™

- 3(A1, )\2) c R2, y(x) _ )\lerlx " Aze(_rl_a)x

a+x/Zi _a+\/Z—2a_—a+\/Z_
2 2 - -

= > r

or:-n—-a=

— I(A1, A2) € R, y(x) = Ae™ + Ape™
Ainsi les solutions de (H) sont toutes les fonctions de la forme :
y(X) = )\16r1x + )\2er2)<

avec r, 2 les deux racines réelles de I'équation caractéristique (EC), et A1, A2
deux constantes réelles quelconques.

es Partie A. équalions différentielles liné:




Définition ; structure des sol S

Equations différentielles linéaires du second ordre Résolution de I'équation homogéne

e Si A=0.
L'équation caractéristique (EC) admet une solution réelle :
a
n=—-=
2
et la fonction x — € est une solution de (H). Cherchons les autres
solutions de (H) sous la forme : y(x) = e x z(x) avec z deux fois dérivable.

Le méme calcul que dans le cas A > 0 montre que y est solution de (H) si et
seulement si :

(r§ +arp+ b) €™ x z(x) + (2r0 + a) ™ x 2'(x) + €™ x 2" (x) = 0
[ ——
0 0

= € x2"(0) =0 = Z(x) =0 = 30\ p) € R, 2(0) = Ax+p

— 3\, p) €R?, y(x) = (Ax +p) x e°*

es Partie A. équalions différentielles liné:
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Equations différentielles linéaires du second ordre Résolution de I'équation homogéne

e Si A<DO.

Dans ce cas |'équation caractéristique (EC) admet deux solutions complexes
conjugués :
n=a+ip ; n=a-if

Le méme calcul que précédemment montre que les solutions de (H) sont les
fonctions a valeurs réelles pouvant s'écrire sous la forme :

X > )\1erlx + )\zerzx
y

avec (A1, \2) € C2.

es Partie A. équalions différentielles liné:
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Equations différentielles linéaires du second ordre Résolution de I'équation homogéne

Dérivabilité d’une fonction de R dans C.

Une fonction de R dans C est une fonction de la forme :
f:x— fr(x)+i-fi(x) avec fr et f; deux fonctions a valeurs réelles

Elle est dite dérivable sur un intervalle | de R si ses partie réelle fg et partie
imaginaire f; sont des fonctions dérivables sur /, et dans ce cas sa fonction
dérivée est :

flix — fR(x) +if{(x)

C'est une fonction réelle a valeur dans C, définie sur /.

Il est facile de vérifier que les propriétés algébriques de la dérivée restent vraies
pour les fonctions de R dans C, notamment :

(F+g) =f+¢ (fxg) =fg+fg YAeC, (M) = \f
et pour la composition, sig:R+—— Cet f:R+—R:

(gof) = (g of)xf

es Partie A. équalions différentielles
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é
Equations différentielles linéaires du second ordre Résolution de I'équation homogéne

Exemples :

— La fonction : _
f:x— e =cos(x)+isin(x)

est dérivable sur R, et sa dérivée est :
f': x —> —sin(x) +i cos(x)
Or :
i(x+%):eix i ix

—sin(x) +i cos(x) = cos(x +7/2) +isin(x+7/2) =€

Ainsi :

(eix)’ _ ieix

équations diffé
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é
Equations différentielles linéaires du second ordre Résolution de I'équation homogéne

— Soit r = a+ib un nombre complexe :

(a+ib)x ax i bx
=e —e xe

fix—e™
est une fonction dérivable de R sur C, et sa dérivée est donnée par :

F/(x)=ae™ xe™+e™ xibe™ = (a+ib)e™ x e = (a+ib) x el®?~

Ainsi :

VreC, (e™) =re™|

équations diffé




Définition ; structure des sol S

Equations différentielles linéaires du second ordre Résolution de I'équation homogéne

Revenons a la démonstration, donc soit y une solution de (H) :
yix— A1 + Xe?*
Mais y étant a valeurs réelles :
Vx e R, y(x) = y(x)
<~ )\16’1)( + )\26’2)( = \1enx + \yenx
<~ )\1 erlx + )\2 erZX = )\71@ + TQW

enx = @ox x eiﬁx = e x e"ﬁx - e(a—'ﬁ)x = e2¥

Or : -

enx = g0x x e—i,@x = e™ x eiﬁx - e(a+i5)x — e’lx

— Me™ 4+ Xe? = A e? + Ne™
= e (A -X) = (M- X)

— eln)x ()\1 —)\72) = ()\71— )\2)
N——’ —_—
constant

non constant
Or le membre de droite étant constant, il en est de méme du membre de
gauche. Mais puisque rn —r» #0, (=% et pas constant; la seule
possibilité est alors :

AM-A=d-X=0 = =X

es Partie A. équalions différentielles liné:



Définition ; structure des solutions

Equations différentielles linéaires du second ordre Résolution de I'équation homogéne

Posons alors deux réels A, B tels que :
AM=A+iB ; A=A-iB

Alors :

(A+iB)e @ D% L (A_iB)yel i
e™ x (A(eiﬁx + e’iﬁx) +iB (e‘ﬁx _ efiﬁx))

€™ x (2Acos(8x) — 2Bsin(Bx))

y(x)

Ainsi, en posant A = 2A et u = -2B, les solutions de (H) sont toutes les
fonctions de la forme :

y :x —> e™ x (Acos(Bx) + psin(Bx))

avec « + i3 une solution de (EC) et A, u deux réels quelconques.

ycée Fénelon équations différentielle:
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Equations différentielles linéaires du second ordre Résolution de I'équation homogéne

Finalement on vient de prouver :

Théoreme
Soit I'équation différentielle linéaire du second ordre homogene :

y"+ay +by=0 (H)

avec (a, b) € R?. On lui associe I'équation caractéristique :

P+ar+b=0 (EC)

ayant pour discriminant A = a* — 4b.

Alors les solutions de (H) sont toutes les fonctions x — y(x) de la forme :

s différentielles i es Partie A. éqnations différentielles linéaire:



n; structure des solutions

Equations différentielles linéaires du second ordre Résolution de I'équation homogene

e Si A >0 : (EC) admet deux solutions réelles distinctes r, et r, et
y(x) = Xe™ + pe®  avec (\, p) € R?
e SiA =0 : (EC) admet une solution réelle ry et
y(x) = (A +px)e™  avec (\, ) € R?
e SiA <0 : (EC) admet deux solutions complexes conjuguées et
y(x) = e (X cos(Bx) + psin(Bx)) avec (X p)€R?

oll «+ i est une solution quelconque de (EC).

équatiuns différentielles i es Partie A. équations différentielles linéaire:
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Equations différentielles linéaires du second ordre Résolution de I'équation homogéne

Exemples.
e L'équation de I'oscillateur harmonique.
Soit w € R} et I'équation :

Yy +w’y =0
Cette équation différentielle est tres utilisée en physique (mécanique,
électricité,. .. ) pour décrire certaines évolutions périodiques au voisinage d'un
point d'équilibre et en I'absence de frottement, par exemple le mouvement d'un
systéme masse-ressort, ou les oscillations libres d'un circuit LC.

Soit (EC) I'équation caractéristique associée :
P+w’ =0
Alors A = —4w? = (2iw)? et les solutions sont les complexes conjugués
r, rn = +iw. Ainsi les solutions sont toutes les fonctions de la forme :
y(t) = €% x (Acoswt + psinwt)

= Acoswt + psinwt

=/ A2+ 2 x cos(wt + @)

c'est une sinusoide d'amplitude /A2 + 2, de pulsation w et de déphasage ¢
dépendant de X et p (A et p sont déterminés a I'aide des conditions initiales du
systeme).

es Partie A. équalions différentielles liné:
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Equations différentielles linéaires du second ordre Résolution de I'équation homogéne

e Résolution de I'équation :
y" -6y +13y =5 (E)

L'équation homogene (H) : y” -6y’ + 13y = 0 a pour équation
caractéristique :
r’—6r+13=0

dont le discriminant est A =36 —52 = —16 = (4i)? et les solutions :
r,r=3+2i. Les solutions de (H) sont donc toutes les fonctions de la forme :

Y x — ¥ x (Acos(2x) + psin(2x))  avec (A, p) € R?

. 5 . I
D’autre part la fonction y, : x — e est une solution particuliere de

I'équation (E). Ainsi toutes les solutions de (E) sont :

Fe={xrs % + €™ x (Acos(2x) + psin(2x)) | (A, p) € B2}
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Exercice 3. Résoudre les équations différentielles :

y' -3y +2y=1 (E) y'—4y'+4y=8 (E) y'=2y'+2y=2 (E)

e Pour (E;) : L'équation homogene associée (Hi) : y” —3y’+2y =0 a pour
équation caractéristique : (EC1) : r®>—3r+2 = 0 dont le discriminant est
A =1>0 et les solutions sont n =1, = 2.

Ainsi les solutions de (Hi) sont : ., = {x — A& + pe® | (\,p) € Rz}.
Puisqu’une solution particuliere de (E;) est donnée par : y,(x) = 3, les solutions

de (E1) sont :

S =[x 3 +A e | () R
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e Pour (E) : L'équation homogene associée (Hx) : y” — 4y’ +4y =0 a pour
équation caractéristique : (EC2) : r> —4r+4 =0 dont le discriminant est nul
et la solution est rp = 2.

Ainsi les solutions de (H>) sont : ., = {x — (Ax+p)e® | (A p) e Rz}.
Puisqu'une solution particuliere de (E) est donnée par : y,(x) = 2, les solutions

de (E>) sont :

S, = {xr— 2+ O+ e | (A, ) € R?}

e Pour (E3) : L'équation homogene associée (Hs) : y” =2y’ +2y =0 a pour
équation caractéristique : (ECy) : r*~2r+2 =0 dont le discriminant est A = —4
et les solutions : r1,» =1+i. Une solution particuliére de (E3) étant y,(x) =1,
les solutions de (E3) sont :

S, = {x —> 1+ e* (Acos(x) +pusin(x)) | (A, p) € Rz}
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