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Fonctions usuelles




Nous revoyons dans ce chapitre les fonctions réelles usuelles : la plupart ont deja
été étudiées au Lycée, mais nous étudions aussi quelques nouvelles fonctions.

La plupart des résultats seront admis pour l'instant. Leur démonstration est
repoussée a des chapitres ultérieurs au second semestre, une fois définis
rigoureusement les limites de fonctions, la continuité et la dérivabilité.
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Le plan est muni d'un repére orthonormé (O,

).
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Ensemble de définition

Définition

e Une fonction réelle a valeur réelle, ou plus simplement fonction consiste en la
donnée pour chaque réel x d’au plus un réel noté f(x) et appelé

image de x par f.

o L’ensemble des réels x ayant une image f(x) par f est le

domaine de définition de f ou ensemble de définition de f ; il est noté :

Dy ={xeR | f(x) existe}

Fonctions usuelles



Ensemble de déf
Courb

Etude de fonction

Dérivabilité
Monotonie

Monotonie et signe de la dérivée
Bijections

Fonction majorée, minorée, bornée

Exemple.
Une fonction est souvent donnée par une expression réelle de x obtenue a I'aide
des opérations algébriques, et éventuellement d'autres fonctions.

— Par exemple :
x+1
f(x)= ————=
() x2—-3x+2
définit la fonction f aussi notée x — f(x). Le réel f(x) est défini pour tout
réel x pour lequel cette expression est licite, c'est a dire exactement lorsque
x> =3x+2#0, clest a dire lorsque x # 1 et 2

P =R~ {1,2}.

— La fonction tan est définie par tan(x) = 1"5((’;)) ; elle est définie exactement

lorsque cos(x) # 0, c’est a dire x # 3 [7].

:U]—g+kw;g+kw[

keZ
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Méthode. Lors d'une étude de fonction, la premiére chose a faire est de
déterminer son ensemble de définition !

Exercice 1. Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes :

f'XHcotan(x)—M 'x'—>tan(l) ; h'xn—>;
' Teinx) & x) T a2
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[ @f

f(x) est défini si et seulement si sin(x) # 0 <= x #0 [x]; ainsi :
D =R\ 17

° Qg

g(x) est défini si et seulement si x # 0 et £ # 2 [n]; ainsi :

1
Dy =R \{——— | keZ
£ Z+km |
] @h
h(x) est défini si et seulement si x> +3x+2 >0 et VX2 +3x+2 # 0 «—
x> +3x+2>0. Le trinéme x*>+3x+2 a pour racines —1 et —2; il est strictement

positif ssi x €] — oo, =2[U] — 1, +o0[, ainsi :
D =] — 00, -2[U] - 1, +00][
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Courbe représentative

Définition
La courbe représentative de f, noté G est définie par I'ensemble des points du
plan dont les coordonnées décrivent |'ensemble :

{6 f00) | xe 95}

appelé graphe de f.
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Image directe

Définition
L’image directe d’une fonction f est I'ensemble :

f(Zr) ={f(x) | xe Z5}

C’est I'ensemble des ordonnées des points de %5.

Si | est un intervalle inclus dans %, I'image directe de | par f est 'ensemble :

f()={f(x)|xel}
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Remarque. Courbe représentative de f; % se lit sur I'axe des abscisses, et
f(Pr) sur I'axe des ordonnées.

Fonctions usuelles




Ensemble de défi
Courbe représentat image directe
Parité, imparité
Pé

Etude de fonction Opérations algébriques sur les fonctions
Continuité

Monotonie

Monotonie et signe de la dérivée
Bijections
Fonction majorée, minorée, bornée

Exercice 2. Tracer I'allure des courbes représentatives de :
X— X+ = ; x —> cos(x) + sin(x)
X

sans procéder a |'étude des fonctions mais en vous aidant des courbes de

1
X —> X, X —> —, x —> cos(x).
X
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e Pour x —> x+ — :
X
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e Pour x —> cos(x) +sin(x) :

R

cos(x) +sin(x) = V2 x | cos(x) x 7

1 T
+sin(x) x — | = V2cosx - -
07 4

V2

NS
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Définition

e Une fonction f est paire si :

— 9 est symétrique par rapport 3 0, i.e. x € D < (—x) € D, et
- Vx e Yy, f(—x) = f(x).

e Une fonction f est impaire si :

— 9 est symétrique par rapport 3 0, i.e. x € Dy < (—x) € D, et
- Vxe %, f(-x)=-f(x).

Exemples.

1 . .
X —> X2, X —> X4, X —> Y cos, sont quatres fonctions paires.

1 1 . . . .
X — X5, X —, X > —, sin, sont quatres fonctions impaires.
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Remarque. Lors de I'étude d'une fonction paire ou impaire, on peut restreindre
le domaine d'étude a Zr NnR.. La courbe représentative de la fonction sur Zr
se déduit de celle sur Zr N R, par symétrie, a I'aide du résultat suivant :

Propriété
e Si f est paire, G est symétrique par rapport a I'axe des ordonnées.

e Sif est impaire, €r est symétrique par rapport a l'origine.

Démonstration. La symétrie d’axe la droite x = 0 envoie le point de
coordonnées (x, y) sur celui de coordonnées (-x,y). Ainsi si M € ¢,

M(x, f(x)) est envoyé sur le point de coordonnées (—x, f(x)) = (-x,f(-x))
puisque f est paire, c'est a dire sur un point de %.

La symétrie de centre O envoie le point de coordonnées (x, y) sur celui de
coordonnées (—x,-y). Ainsi si M € ¢, M(x,f(x)) est envoyé sur le point de
coordonnées (—-x,—f(x)) = (—x, f(-x)) puisque f est impaire, c'est a dire sur
un point de %r. n
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e Courbe représentative d'une fonction paire :
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e Courbe représentative d'une fonction impaire :
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Périodicité

Définition
Une fonction f est périodique de période T (ou T-périodique) si Vx € R :
xX€Pr — x+T e, et f(x+T)=F(x).

Exemples.
e cos et sin sont des fonction 27-périodiques puisque définies sur R et
cos(x + 2m) = cos(x), sin(x + 27) = sin(x).
e tan est m-périodique. En effet :

X€Dan == x# 3 [n] <= x+71# % [r] < x+7 € Dran.
et :

tan(x + ) = sin(x + ) _ —sin(x) _ —sin(x) _ tan(x)

COS(X + 7 — COS(X — COS(X
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Remarque.

e Dans I'étude d'une fonction T-périodique, on peut réduire I'étude sur un
ensemble de la forme Z¢ N[0, T] ou Zrn[a,a+ T] pour a€ R quelconque.

e Dans I'étude d'une fonction T-périodique et paire/impaire, on peut réduire
I'étude sur un ensemble de la forme Z¢ n [0, T/2].

La courbe représentative de f s'obtient alors grace au résultat :

Propriété

Si f est T-périodique, la courbe de f est invariante par translation de vecteur
= 5

T - i . Autrement dit :

x+ T
F(x) ) €

X !
M f'(X))e%F — M
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Remarque.

e Courbe représentative d'une fonction périodique :

7 —

Méthode. Dans I'étude d'une fonction, la deuxiéme chose a faire, est la
réduction du domaine d’'étude (parité, imparité, périodicité) si possible.
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Opération algébrique sur les fonctions

Définition
Soient f et g deux fonctions,; on définit :

f f(x)
frg:x—Ff(x)+g(x) ; Ffxg:x—Ff(x)xg(x) ;: —:ix+—
g (x) +g(x) g (x) x g(x) 2 )
pour tout réel \ :
Af i x — A x F(x).
pour tout n€ 7 :
i x— [f(x)]"
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Remarque.
— A\f a pour ensemble de définition %r.

— f +g et f x g ont pour ensemble de définition Zr N ;.

- gf a pour ensemble de définition :
D =Prn{xe D | g(x)+0}.
g

— f" a pour ensemble de définition :

Dr sineN
{xe 2| f(x)#0} sineZ’

Exemple. tan = ~ est définie sur R {xeR | cos(x) =0} =R~ (3 +7Z).
cos
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Une opération tres utile est la composition de fonctions :

Définition
Soient f et g deux fonctions; la composée de f suivie de g, notée go f est la
fonction :

gof:xr— g(f(x)).
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Propriété

e La somme f + g de deux fonctions paires (resp. impaires, resp. T-périodique)
est paire (resp. impaire, resp. T-périodique).

e Le produit f x g ou quotient é de deux fonctions paires (resp. impaires, resp.
T -périodiques) est paire (resp paire, resp. T-périodique).

e Le produit f x g ou quotient 2 de deux fonctions, I'une paire, I'autre impaire,
est impaire.

e La composée g o f de deux fonctions impaires est impaire.

o Si f est paire (resp. T-périodique) alors g o f est paire (resp. T périodique).

Démonstration. Elles s'obtiennent directement par le calcul. En guise
d’'exemple montrons la cas d’'une composition go f.
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o Si f et g sont impaires. Soit x € Zgor ; alors f(x) et go f(x) = g(f(x)) sont
définis; par imparité de f et g : f(—x) = —f(x) et gof(—x) =g(-f(x)) sont
définis et :

gof(—x)=g(f(-x)) = g(-f(x)) = —g(f(x)) = ~g o f(x)

Donc g o f est impaire.

e Si f est paire. Soit x € Zgor ; alors f(x) et gof(x) = g(f(x)) sont définis;
par parité de f : f(—x) = f(x) et go f(-x) = g(f(x)) sont définis et :

gof(-x)=g(f(-x)) = g(f(x)) = gof(x)

Donc g o f est paire.
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e Si f est T-périodique. Soit x € Dgor ; alors f(x) et go f(x) =g(f(x)) sont
définis; par T-périodicité de f : f(x+ T)=f(x) et gof(x+T)=g(f(x))
sont définis et :

gof(x+T)=g(f(x+T))=g(f(x)) =geof(x)
Donc g o f est T-périodique. [

Exemples.

e La fonction x — sin(x) x tan(x) est définie sur R\ (% + wZ) ; elle est paire
et 2m-périodique.

e La fonction x — —sin(x) est la composée de x — sin(x) suivie de

x —> —x; elle est définie sur R ; elle est paire et 27-périodique.

e La fonction x — y/cos(x) est la composée de x — cos(x) suivie de
x —> /x; elles est définie sur U,y [—g +2km; 5 + 2k7r] ; elle est paire et
2m-périodique.
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Exercice 3. Réduire le domaine d’étude des fonctions suivantes :

cos(x) -x>; gixr——sin’(x) xtan(x) ; h:x —> cotan(x) = cos(x)

i 8
T sin(x)

— 97 =R" et f est impaire; on peut prendre pour domaine d'étude R} .

- P, =R~ (% +7rZ) et g est paire et 2w-périodique; on peut prendre pour

domaine d'étude [0, Z[u] 5, 7].

— 9n = R\7Z et h est impaire et 2m-périodique, et méme m-périodique puisque :
cos(x +m) —cos(x) cos(x)

h(x+m) = sin(x + ) - —sin(x) - sin(x) -

h(x)

On peut réduire le domaine d’'étude a ]O, %]
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Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle | (i.e. | ¢ ).
e On dit que f est continue en xo € | si :

Xll_)ngo f(x) =f(x0).

e On dit que f est continue sur | si f est continue en tout xp € I.

e On dit que f est continue si Z¢ est un intervalle ou une réunion d’intervalle
et si f est continue en tout xo € Ys.

Fonctions usuelles



Etude de fonction

Monotonie et signe de la dérivée
Bijections
Fonction majorée, minorée, bornée

Remarque. Interprétation géométrique.

Informellement, f est continue sur | s'interpréte graphiquement par : "la
courbe représentative de f au-dessus de / peut étre tracé continument,
c'est-a-dire sans lever le stylo.”

e

o

Continue Discontinue -en xp
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Les résultat suivants seront démontrés dans des chapitres ultérieurs :

Propriété
Sur tout intervalle | ou elles sont définies, somme, produit, quotient, puissance
et composées de fonctions continues sont continues.

Démonstration. Voir Chapitre " Continuité”.

Des résultats trés importants pour les fonctions continues sont les suivants :

Théoreme
Théoreme des valeurs intermédiaires

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b] ; pour y € R compris entre
f(a) et f(b), il existe x € [a, b] tel que f(x) = y.

Démonstration. Voir Chapitre " Continuité”.
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Le théoreme suivant sera démontré partiellement dans le Chapitre
" Intégration” .

Théoreme
Si f est une fonction continue sur un intervalle |, alors f admet une primitive
sur I, c'est a dire qu'il existe une fonction F définie sur | telle que F' = f.

Elle en admet méme une infinité qui différent d’une constante additive, i.e. si
F, et F, sont deux primitives de f, F{ = F5 = f , alors 3ceR, F; = F> + c.
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Dérivabilité

Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle | (i.e. | ¢ Zx).
e On dit que f est dérivable en xo € | si :

f() - f(x)
X — Xo

a une limite finie lorsque x — xg.

e On dit que f est dérivable sur | si f est dérivable en tout xo € I.

e On dit que f est dérivable si s est un intervalle ou une réunion d’intervalle
et si f est dérivable en tout xo € Y.
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Les résultat suivants seront démontrés dans le Chapitre " Dérivabilité”

Propriété
Sur tout intervalle | ou elles sont définies, somme, produit, quotient, puissance
et composées de fonctions dérivables sont dérivables.

Propriété
Si f est dérivable sur | alors f est continue sur |.
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Remarque. Interprétation géométrique de la dérivabilité.

La fonction f est dérivable en xg € & si et seulement si sa courbe représentative
admet au point My de coordonnées (xo, f(xo) une droite tangente non verticale.

Le nombre dérivé f'(xo) est la pente de la droite tangente & 67 en Mo(xo, f(x0)).
L’équation de cette tangente est :

|y =) + F (x0)(x - %0) |
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On considére une fonction f définie sur un intervalle /.

Définition

— f est croissante sur | si : V(x,y) € l?, x<y — f(x)<f(y).

— f est strictement croissante sur | si : V(x,y) e >, x<y = f(x) < f(y).

— f est décroissante sur | si : Y(x,y) € l?, x<y = f(y) < f(x).

— f est strictement décroissante sur | si : V(x,y) € I>, x <y == f(y) < f(x).

— f est (respectivement strictement) monotone sur | si f est (respectivement
strictement) croissante ou décroissante.
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Remarques.

— Trivialement toute fonction strictement croissante (respectivement
décroissante) est croissante (respectivement décroissante).

— Une fonction est constante si et seulement si elle est a la fois croissante et
décroissante.

Exemple. La fonction partie entiére x — | x| est croissante et non strictement
croissante sur R.
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La propriété suivante a été établie sur la fiche de TD 1 :

Propriété

Les trois assertions suivantes sont équivalentes :
— f est strictement croissante sur |.
—V(x,y)el? x<y < f(x)<f(y).
—V(x,y)el?, x<y = f(x)<f(y).
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Evidemment on a aussi le résultat analogue pour les fonctions strictement
décroissantes :

Propriété

Les trois assertions suivantes sont équivalentes :
— f est strictement décroissante sur .
—V(x,y)el? x<y < f(x)>f(y).
—V(x,y)el’, x<y < f(x)>f(y).

C'est ce qui permet de composer les deux membres d'une inégalité par une
fonction strictement monotone pour obtenir une inégalité équivalente; on
conserve le sens de I'inégalité en cas de stricte croissance, on l'inverse en cas de

stricte décroissance.
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Croissance comparée de exp, puissances et In Dérivabilité
Monotonie
Monotonie et signe de la dérivée
Bijections
Fonction majorée, minorée, bornée

Exercice 4. Résoudre dans R I'inéquation suivante :

sin(cos(x)) < sin(sin(x))
Puisque : -3 < -1<cos(x) <1< T et -7 <-1<sin(x) <1<

< et que sin est
strictement croissante sur [—g, g] I'inéquation est équivalente

s
2
a

cos(x) < sin(x) <= cos(x) —sin(x) <0 <= /2 xsin (x— %) <0
— sin(x—E)SO
4
— 3keZ,—7r+2k7r£x—%§2k7r

— EIkeZ,—3T7r+2k7r§xs§+2k7r

L’ensemble solution est : . = |_J [—3—7T + 2k, I 2k7r]
keZ 4 4
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Ensemble de définition

Etude de fonction érations algébriques sur les fonctions

Dérivabilité

Monotonie

Monotonie et signe de la dérivée
Bijections

Fonction majorée, minorée, bornée

Monotonie et signe de la dérivée

Théoreme
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle |. Alors :

o f est croissante sur | < Vxel, f'(x)>0,
o f est décroissante sur | < Vxel, f'(x)<0,

o f est constante sur | < Vxel, f'(x)=0.

Démonstration. Voir Chapitre " Dérivabilité”.

Fonctions usuelles



Etude de fonction

Monotonie et signe de la dérivée
Bijections
Fonction majorée, minorée, bornée

Remarque. Attention lorsque / n'est pas un intervalle, ces propriétés sont
fausses.
Exemple. Soit :
X 1 six>0

fixr— — = )
|| -1 six<0
est dérivable sur R* et Vx ¢ R*, f'(x) =0, pourtant f n’est pas constante sur
R* (elle I'est sur R} et sur R*.)
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Ensemble de définition

Etude de fonction

Dérivabilité

Monotonie

Monotonie et signe de la dérivée
Bije

Concernant la stricte monotonie on n'a pas une telle caractérisation, seulement
un résultat plus faible :

Théoréeme
Soit f une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b|.

SiVx€la,b[, f'(x) >0, alors f est strictement croissante sur [a, b].

SiVx€la,b[, f'(x) <0, alors f est strictement décroissante sur [a, b].

Démonstration. Voir Chapitre " Dérivabilité”.
On peut en déduire :

Corollaire
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

SiVxel,f'(x)>0 alors f est strictement croissante sur |.
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Ensemble de définition
Courbe représentative ; image directe
Parité, imparité
Périodicité
Etude de fonction érations algébriques sur les fonctions

Fol elles

Croissance comparée de

Monotonie

Monotonie et signe de la dérivée
Bijections

Fonction majorée, minorée, bornée

. : 1 . .
Exercice 5. Montrer que la fonction x —> — est strictement décroissante sur
X
R}, sur R* mais pas sur R*.
f est définie et dérivable sur R* et f'(x) = —— < 0. Alinsi elle est strictement
X

deClOlSSante su |eS | telVa”eS ]R et R_. I ar contre e”e n est pas déClOlSSante
+
su ]R puisque :

-2<2et - 1 < 1
2 2
alors que si f était décroissante on aurait f(2) < f(-2).
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Ensemble de définition
Courbe représentative ; image directe
, imparité

Etude de fonction

Dérivabilité

Monotonie

Monotonie et signe de la dérivée
Bijections

Fonction majorée, minorée, bornée

En présence de plusieurs points isolés ou soit la fonction n'est pas dérivable,
soit le nombre dérivé n'est pas strictement positif, on applique le Lemme de
recollement :

Propriété

Lemme de recollement

Soient a< b< c 3 réels;

si f est strictement croissante sur [a, b] ainsi que sur [b, c]

alors f est strictement croissante sur [a, c|.
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Ensemble de définition
e; image directe

Etude de fonction

Dérivabilité

Monotonie

Monotonie et signe de la dérivée
Bijections

Fonction majorée, minorée, bornée

Démonstration. Soient x € [a,c] et y € [a, c] tels que x < y. On considere 3
cas :

— Si x,y €[a, b]; puisque f est strictement croissante sur [a, b], f(x) < f(y).
— Si x,y €[b,c]; puisque f est strictement croissante sur [b,c], f(x) < f(y).
—Si xe[a,b[ et y€]b,c], alors puisque f est strictement croissante sur [a, b]

et sur [b,c] :
f(x) < f(b)
Fby<f(y) | — FO<7)
Ainsi x <y == f(x) < f(y) : f est strictement croissante sur [a, c]. ]

Remarque. Le résultat reste vrai, par le méme argument si I'on change [a, b]
en ]a,b] ou en | — oo, b] ou si I'on change [b,c] en [b,c[ ou [b,+oo[. On
pourra I'appliquer dans ces cas aussi.

Par contre il devient faux si I'on change le sens du crochet en b : [a,b] en

[a,b[ ou [b,c] en ]b,c]. Exemple : x —> % avec b=0.
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Ensemble de définition
Courbe représentative; im

Etude de fonction érations algébriques sur les fonctions
Continuité
Dérivabilité
Monotonie
Monotonie et signe de la dérivée
Bijections
Fonction majorée, minorée, bornée

Bijections

Définition
Soit | un intervalle avec | ¢ 95 ; on dit que f réalise une bijection de | sur f(I)
si :

Vyef(l),3lxel, f(x)=y

c’est a dire si tout élément de f(I) est I'image d’une unique élément de I, ou
encore si tout élément de f(I) admet un unique antécédent dans I.
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Ensemble de définition
Courbe représentative ; image directe
Parité, i ité
Périodicité
Etude de fonction érations algébriques sur les fonctions
Fonctions usuelles é

Croissance comparée de exp, puissances et In Dérivabilité

Monotonie

Monotonie et signe de la dérivée
Bijections

Fonction majorée, minorée, bornée

Dans ce cas on peut définir une bijection réciproque sur f(/) :

Proposition-Définition
Si f réalise une bijection de | sur f(I), alors il existe une fonction notée f*
définie sur f(I) par : Yy € f(I),

FHy)=x < f(x)=y
De plus f=* réalise une bijection de f(I) sur | et :
Vxel, f1(f(x)) =x
Yy e f(), F(F () =y
et sa bijection réciproque est f :

(FY7 =

ycée Fénelon Fonctions usuelles




Ensemble de définition
e; image directe

Etude de fonction

Dérivabilité

Monotonie

Monotonie et signe de la dérivée
Bijections

Fonction majorée, minorée, bornée

Démonstration. Soit y € f(/). Par définition 3x € I, f(x) = y et puisque f
réalise une bijection de / sur £(I), ce réel x est unique. Ainsi en posant £ 1(y)
égal 3 cet unique antécédent x, on définit une fonction £~ sur f(I) qui vérifie :

Vy € f(l),f_l(y) =x < f(x)=y

Alors par construction son image directe est 1 (Z-1) = f1(f(1)) = | et
soient y € f(I), avec y = f(x) :

Fy) =x = FY(f(x))=x
f(x)=y = f(fF'(y) =y
En particulier pour tout x €/,
FAy)=x = F(F () =F(x) = y=f(x)

ainsi il existe un unique y € (/) tel que f~*(y) = x, autrement dit £~ réalise
une bijection de f(/) sur I.
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Etude de fonction

Ensemble de définition

Périodicité

Opérations algébriques sur les fonctions
Continuité

Dérivabilité

Monotonie

Monotonie et signe de la dérivée
Bijections

Fonction majorée, minorée, bornée

Ainsi elle admet une bijection réciproque
Vy e f(1),f(y) =x
et Vy e F(1), F ' (y) = x

sa bijection réciproque est : (f_l)_l =f.

(f’l)_1 définie sur /, et puisque :
— f(x)=y

= (F) " )=y

Propriété
Les courbes représentatives de f et
symétrie d’axe la droite y = x.

sont symétriques |'une de I'autre par la

Démonstration. Le couple (x,y) est dans le graphe de f si et seulement si
y =f(x) ssi x = f1(y) ssi (y,x) est dans le graphe de f™*. Or la
transformation qui envoie le point de coordonnées (x,y) sur (y,x) est la
symétrie d'axe y = x. Les courbes représentatives de f et £~ sont donc

symétriques par la symétrie d'axe y = x.
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Ensemble de définition
Courbe représentative; im

Etude de fonction érations algébriques sur les fonctions
Continuité
Dérivabilité
Monotonie
Monotonie et signe de la dérivée
Bijections
Fonction majorée, minorée, bornée

Le résultat suivant est trés utile pour établir qu'une fonction est bijective et
que sa bijection réciproque est continue et strictement monotone. On
I'admettra pour l'instant.

Théoreme

Théoreme de la bijection

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle | ; alors
f réalise une bijection de | sur f(I), et sa bijection réciproque ™' est continue
sur £(1). De plus elle f~* a méme monotonie que f.
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Ensemble de définition

Etude de fonction
Fonctions usuelles
comparée de exp, puissan t In Dérivabilité
Monotonie
Monotonie et signe de la dérivée
Bijections
Fonction majorée, minorée, bornée

Fonction majorée, minorée, bornée

Définition
Soient | un intervalle avec | ¢ 9 et soit :
F(I)={f(x) | xel}cR.
e On dit que f_est minorée sur I, si le sous-ensemble f(I) est minoré, c’est a
dire si :

ImeR, Vxel,f(x)>m
Dans ce cas, le réel m est appelé minorant de f sur .

e On dit que f est majorée sur I, si le sous-ensemble f(I) est majoré, c’est a
dire si :

IMeR, Vxel,f(x)<M
Dans ce cas, le réel M est appelé majorant de f sur I.
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Ensemble de définition
Courbe représentative ; image directe
, imparité

Etude de fonction

Dérivabilité

Monotonie

Monotonie et signe de la dérivée
Bijections

Fonction majorée, minorée, bornée

Exemple. La fonction x — x? est minorée (0 est un minorant); la fonction
x — —x? est majorée.

Remarque. De fagon analogue, on définit, lorsqu'il existent, les borne
supérieure, borne inférieure, maximum minimum, d'une fonction f sur / par :

supf =supf(l) ; ir}f(f):inff(l)
1

mlaxf:maxf(l) ; mlin(f):minf(l)

Définition
Sous les mémes hypothéses, une fonction f est bornée sur | si elle est a la fois
majorée et minorée, c'est a dire si :

A(m,M)eR? Vxel, m<f(x)<M
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Ensemble de définition
Courbe représentative ; image directe
, imparité

Etude de fonction

Dérivabilité

Monotonie

Monotonie et signe de la dérivée
Bijections

Fonction majorée, minorée, bornée

On a la caractérisation suivante :

Propriété

Une fonction f est bornée sur | si et seulement si il existe A € R tel que :

Vxel, [f(x)|<A

Démonstration. On applique la caractérisation analogue des parties bornées de
R : f est bornée sur [ ssi (/) est une partie bornée de R,

<~ JAeR, Vyef(l),ly|]<A
— JAeR, Vxel |f(x)|<A

Fonctions usuelles



Fonctions linéaires

Fonctions affines

Fonction carrée

Fonction racine cal

Fonctions puissances entiéres

Fonctions polynémes

Fonctions usuelles

Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Fonc: arithmoc ot avnnnentisllec on hace 2

Fonctions linéaires

C’est toute fonction de la forme :

‘ X aXxx avec a € R

Elle est définie et dérivable sur R, de nombre dérivée a en tout point.
Sa courbe représentative est la droite de pente a passant par |'origine.

+o0 sia>0

De plus a=tanf. Ses limites aux bornes sont : lim ax={Foco sia<0
X—>+00

0 sia=0

Fonctions usuelles




Fonctions linéai
Fonctions af
Fonction ca
Fonction racine cal

Fonctions puissances entieres
Fonctions polynémes

Fonctions usuelles

Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Fonc: arithmoc ot avnnnentisllec on hace 2

Fonctions affines

C’est toute fonction de la forme :

‘ X—axx+b avec (a, b) € R?

Elle est définie et dérivable sur R, de nombre dérivée a en tout point.

Sa courbe représentative est la droite de pente a et d’ordonnée a l'origine b.

+o0 sia>0
De plus a=tan#. Ses limites aux bornes sont : lim ax+b={Fco sia<0

X—>+o00
b sia=0
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Fonctions linéai

Fonctions affi

Fonction carrée

Fonction racine cal

Fonctions puissances entiéres

Fonctions polynémes
Fonctions usuelles

Fonction arctan

Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

hmec ot avnanentiolloc en hace 2

Fonction carrée

La fonction carrée :

2
XX

est définie sur R et paire. Elle est dérivable, de dérivée x —> 2x. Sa courbe
représentative est une parabole dirigée selon I'axe (O, 7)

.. . 2
Ses limites aux bornes sont : lim x° = +o00
X —>+ 00
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Fonctions linéaires

Fonctions
Fonction
Fonction racine carrée
Fonctions puissances entiéres
Fonctions polynd

Fonctions usuelles

Fonction arc

Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Fonc: Inoarithmac ot avnnnentisllec on hace 2

Fonction racine carrée

La fonction carrée réalise une bijection de R, sur R, dont la bijection
réciproque est la fonction racine carrée :

Vx>0

(V) =x

X —> /X  définie sur R, par

Elle est dérivable sur R} ; sa courbe représentative est un arc de parabole dirigé
— . , .. .
selon I'axe (O, ") qui admet en I'origine une tangente verticale; en effet :
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Fonctions linéaires
Fonctions affines

Fonction carrée

Fonction racine carrée
Fonctions puissances entier
Fonctions polynémes
Fonction valeur absolu
Fonction partie entié
Fonctions circulaires

Fonctions usuelles

Fonction arctan

Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Sa limite en +o0 est :




Fonctions linéaires
Fonctions affines
Fonction carrée

Fonction racine carrée
Fonctions puissances entiéres
Fonctions polynémes

Fonctions usuelles

Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Fonc: arithmoc ot avnnnentisllec on hace 2

Fonctions puissances entieres

Ce sont toutes les fonctions de la forme :

‘ x+—x" avecneZ

R sin>0
R* sin<0

elle est dérivable sur son domaine de définition, de dérivée :

Une fonction puissance entiére est définie sur :

x+—nx"" sin#0
x+—0 sin=0
paire si n est pair

et elle a pour parité : { . . . . .
impaire si n est impair

x"  si n est pair
En effet (—x)" = (-1)" xx" = . p .
—x" si n est impair
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Fonctions linéaires
Fonctions affines
Fonction carrée

Fonction racine carré

Fonctions puissances entiéres

Fonctions polynémes
Fonctions usuelles Fonction valeur

Fonction part

Fonctions circul

Fonction arctan

Fonction logarithme né
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

e Courbes représentatives et limites en +oo

— Lorsque n >0 et n est pair :




Fonctions linéaires

Fonctions affines

Fonction carrée

Fonction racine carrée
Fonctions puissances entiéres
Fonctions polynémes
Fonction valeur absolu
Fonction partie entié

Fonctions usuelles

res
Fonction arctan

Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle

Fonctions puissances réelles

— Lorsque n >0 et n est impair :

— y==x
— y=2°

— y=d°

lim x" = +o0

X—>Fo00




Fonctions linéaires
Fonctions affines
Fonction carrée

Fonction racine carrée

Fonctions puissances entiéres

Fonctions polynémes
Fonctions usuelles Fonction valeur absolu

Fonction partie entié
res

Fonction arctan

Fonction logarithme néperien In

Fonction exponentielle

Fonctions puissances réelles

— Lorsque n< 0 et n est impair :

<
w‘,..“!\»—A

. +
lim x"=0

X—>F00




Fonctions linéaires
Fonctions affines
Fonction carrée

Fonction racine carrée

Fonctions puissances entiéres

Fonctions polynémes
Fonctions usuelles Fonction valeur absolu

Fonction partie entié
res

Fonction arctan

Fonction logarithme néperien In

Fonction exponentielle

Fonctions puissances réelles

— Lorsque n< 0 et n est pair :




Fonctions linéaires
Fonction:

Fonction ca

Fonction racine carrée

Fonctions puissances entiéres
Fonctions polynémes

Fonctions usuelles
Fonction
Fonction:
Fonction ar
Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Fanctinne lnoarithmec ot evnanentisllec on hace 2

Fonctions polynémes

Ce sont les fonctions de la forme :

n

2 3 K 1

fixr—> ag+aix+axx" +asx” +-+anx" =Y ax  avec (ao,a1,...,an) €R™
k=0

C'est la somme des mondmes ax* de degrés allant de 0 3 n. Lorsque a, #0
on dit que le polyndme a pour degré n.

Toute fonction polyndme de degré n > 0 est définie et dérivable sur R et sa
dérivée est un polyndme de degré n—1.

n
-1 k-1
f'(x) = a1 +2apx + -+ napx" " = kax
k=1

Ses limites en +oo sont égales a celles de son monéme de plus haut degré.
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Fonction racine ca

Fonctions puissances entiéres
Fonctions polynomn

Fonctions usuelles Fonction valeur absolue
Fonction partie entiéere
Fonctiol ulaires
Fonction arctan
Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Fanctinne lnoarithmec ot evnanentisllec on hace 2

Fonction valeur absolue

i x>0
Ix| = Vo2 = X  six

—x sinon

La fonction valeur absolue est définie et continue sur R, elle est dérivable sur
R*, et paire.

y=la|




Fonctions linéaires
Fonctions affines
Fonction carrée

Fonction racine cal
Fonctions puissances entieres
Fonctions polynémes

Fonctions usuelles Fonction valeur absolue
Fonction partie entiére
Foncti irculaires
Fonction arctan
Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Fonc: arithmoc ot avnnnentisllec on hace 2

Fonction partie entiére

’ x +—> | x| c'est le plus grand entier < x

La fonction partie entiere est définie Sa courbe représentative est en
sur R et continue sur R\ Z. En ses escalier:
points de discontinuité :

VneZ, lim|x|=n-1; lim|x|=n
x—=n~ x—n*

y=lz] ——

et ses limites aux bornes sont :

lim |x]=+00; lim |x|=-00 —

X—>+0o X—>—00
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Fonctions linéaires
Fonctions affines
Fonction carrée
Fonction racine ca

Fonctions puissances er

Fonctions polyndm

Fonctions usuelles Fonction valeur 2
Fonction partie e
Fonctions circulaires
Fonction arctan
Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Fanctinne lnoarithmec ot evnanentisllec on hace 2

Fonctions cos et sin

Les fonctions cos et sin sont définies et dérivables sur R, et 27-périodique.
cos’ = —sin ; sin’ = cos

Elles ont pour image directe I'intervalle cos(R) =sin(R) = [-1,1] ; cos est

paire, sin est impaire.

Leurs courbes représentative sont des sinusoides s'obtenant |'une de I'autre par
us

. rd
la translation de vecteur 7 - /.
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Fonctions linéaires
Fonctions affines
Fonction carrée
Fonction racine ca

Fonctions puissances er

Fonctions polyndm

Fonctions usuelles Fonction valeur 2
Fonction partie e
Fonctions circulaires
Fonction arctan
Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles
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Fonctions cos et sin

Les fonctions cos et sin sont définies et dérivables sur R, et 27-périodique.
cos’ = —sin ; sin’ = cos

Elles ont pour image directe I'intervalle cos(R) =sin(R) = [-1,1]; cos est

paire, sin est impaire.

Leurs courbes représentative sont des sinusoides s'obtenant |'une de I'autre par
us

. rd
la translation de vecteur 7 - /.

y = sin(x)

w
3
N 3 A
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Fonctions linéai

Fonctions

Fonction

Fonction racine carrée

Fonctions puissances entiéres

Fonctions polynémes
Fonctions usuelles Fonction valeur absolue

Fonction e entie

Fonctions circulaires

Fonction arctan

Fonction logarithme néperien In

Fonction exponentielle

Fonctions puissances réelles

Les fonctions sin et cos n'ont pas de limite en +oo. On a par contre les limites
usuelles suivantes

lim sin(x) -1 ; lim 1 - cos(x) 1
x=0 X x—0 x2 2

1+cos(x) )

(la 1ere est établie dans le TD2, la 2éme s’obtient en multipliant par Trcos(
x)

Fonctions usuelles




Fonctions linéaires
Fonctions affines
Fonction carrée
Fonction racine ca

Fonctions puissances entieres

Fonctions polyndm
Fonctions usuelles Fonction valeur absolue
Fonction partie entiere
Fonctions circulaires
Fonction arctan
Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles
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Fonction tan

La fonction tan est définie et dérivable sur :

Dran = R\ (g +7TZ) = &JZ]—% + kmr, g + kw[
sa dérivée est :
tan’ =1+ tan’ = %
cos
La fonction tan est impaire et m-périodique; l'intervalle }g, %[ a pour image
directe tan(] z 7r[) =R.

202

Fonctions usuelles




Fonctions liné:
tions al

Fonction

Fonction racine ca

Fonctions puissances entieres

Fonctions polyn
Fonctions usuelles Fonction valeur absolue
Fonction partie entiere
Fonctions circulaires
Fonction arctan
Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Sa courbe représentative admet pour asymptdtes verticales toutes les droites
x =% + km lorsque k décrit Z.

|
|
|
|
y = tan(z) }
|
|
I
|
!

3 @ T ul - 3m
2 ' 2 2 ! B
|
|
|
|
|
|
|
tan n'a pas de limite en oo mais :
lim tan(x) = +o0 ; lim tan(x) = -o0
x—>5" xa—%‘*‘
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Fonctions linéaires

Fonctions affines

Fonction carrée

Fonction racine carrée

Fonctions puissances entiéres

Fonctions polynémes
Fonctions usuelles Fonction valeur absolue

Fonction partie entiere

Fonctions circulaires

Fonction arctan

Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Fanctinne Inoarithmec ot avnanentislloc an hace 2

Fonction arctan

D’'aprés le théoreme de la bijection, la fonction tan réalise une bijection de
]—f 7[ vers R. Sa bijection réciproque est noté arctan.

La fonction arctan est la bijection réciproque de tan restreinte a l'intervalle
s us

-5.5[

Elle est définie et dérivable sur R, d’image directe arctan(R) = ]—%, %[ Sa

dérivée est : 1

arctan’(x) = ——
) 1+ x2

Démonstration. Le seul point a démontrer est la dérivabilté et dérivée. Ellle
sera établie au chapitre " Dérivation" . [ |
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Fonctions linéaires

Fonctions affi

Fonction ca

Fonction racine carrée

Fonctions puissances entiéres

Fonctions polynémes
Fonctions usuelles Fonction valeur absolue

Fonction partie entie

Foncti irculaires

Fonction arctan

Fonction logarithme néperien In

Fonction exponentielle

Fonctions puissances réelles

Propriété
La fonction arctan est impaire.

Démonstration. Soit y € R; puisque tan réalise une bijection de ] s 2[ sur
R, il existe un unique réel x e] 55 [ tel que tan(x) = y. La fonction tan
étant impaire :

tan(-x) = —tan(x)

et donc :
arctan(y) = x ; arctan(-y) = —x

Ainsi arctan est impaire. [ |
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Fonctions linéaires

Fonctions

Fonction

Fonction racine carrée
Fonctions puissances entiéres

Fonctions usuelles

irculaires
n arctan
Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

La courbe représentative de arctan s'obtient de celle de tan restreinte a

°
]—%, g[ par la symétrie d’axe y = x :

yl= tan(z

7 = arctan(z)

En particulier elle admet deux asymptétes horizontales d'équations x = +7 et :

X—+o00

lim arctan(x) = g ; lim arctan(x) = —g
X——00
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Fonctions linéaires

Fonctions a

Fonction cai

Fonction

Fonctio nces entieres

Fonctions polynémes
Fonctions usuelles Fonction valeur absolue

Fonction partie entiere

Fonctiol i

Fonction

Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

hmec ot avnanel oc en hace a

Fonction logarithme néperien In

Définition )
In est l'unique primitive sur R} de x —> = valantQ en 1 :
X

Vx eR}, In'(x) = 1
x

% x1
ce qui équivaut 3 Vx e R}, In(x) = / —dt.
In(1) =0 1t

En particulier elle est définie sur R} et dérivable de dérivée la fonction inverse
x— 1
X

Fonctions usuelles




Fonctions linéaires
Fonctions affines
Fonction carrée

Fonction racine carrée

Fonctions puissances entiéres

Fonctions polynémes
Fonctions usuelles Fonction valeur absolue

Fonction partie entiere
Fonctions circulaires

Fonction arct

Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Propriété
Pour tout a>0 et b>0 :

In(ax b) =In(a) +In(b)
=In(a) - In(b)
—In(a)

nxlIn(a)

In

~— S—— ———
Il
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Fonctions |
Fonction:

Fonction ca

Fonction racine carrée
Fonctions puissances entiéres
Fonctions polyn

Fonctions usuelles
Fonction

Fonction:

Fonction ar

Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Démonstration. Démontrons d'abord la premiére : soit a> 0 et f(x) = In(ax).
Cette fonction f est dérivable comme composée d'une fonction linéaire par In

et en appliquant In(u)’ = ”7' :
1 1
fiix)=ax — ==
() ax  x

Ainsi f et In sont deux primitives de la fonction inverse : x — % Elles
different donc d’une constante additive, i.e. :

JceR, Vx e R}, In(ax) =In(x) + ¢
Or en prenant x =1 :
In(a) =In(ax1)=In(l)+c=c = c=1In(a)

Ainsi, pour tout a et x dans R}, In(ax) =In(a) + In(x). Cela montre la
premiére propriété.
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Fonction:
Fonction ca

Fonction racine carrée
Fonctions puissances entiéres
Fonctions polyn

Fonctions usuelles
Fonction
Fonction:
Fonction ar
Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Montrons la troisieme; on a :
1 a 1
In{=]+I =Iln{-])=In(1)=0 In{=]=-1I .
n(a)+ n(a) n(a) n(1) = n(a) n(a)
On en déduit alors la seconde :

In (%) =In (ax %) =1In(a) +1In (%) =In(a) - In(b).

Pour la derniere on procéede en deux cas selon que n >0 ou n<O0.
— Si neN. On procéde par récurrence.

(1) Pour n=0:1n(a") =In(1) =0 =nxIn(a). L'assertion est donc vraie au rang
0.

(H) Supposons I'assertion vraie au rang n > 0.

In(a"™") = In(ax a") = In(a) +In(a") o In(a) + nin(a) = (n+ 1) In(a).

Elle reste donc vraie au rang n+ 1; on conclut a I'aide du principe de
récurrence.
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Fonctions affines
Fonction carrée

Fonction racine carrée

Fonctions puissances entiéres

Fonctions polynémes
Fonctions usuelles Fonction valeur absolue

Fonction partie entiéere
Fonctions circulaires

Fonction arctan

Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

—SineZ. Alors (-n) e N* et :
In(a") = In (%) =-In(a™") e —(=n)In(a) = nin(a).

ce qui établit la propriété pour tout entier ne Z. [ |

Exercice 6. Simplifier :
In(8) In(2°) 3In(2)
In(2) ~ In(2)  In(2)

2 2
In(2) = In(v3-1) = In(1+V/3) =In B-1)E+10) '”(371) =0

8

Fonctions usuelles
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Fonctions a!
Fonction carrée

Fonction racine carrée

Fonctions puissances entiéres

Fonctions polynémes
Fonctions usuelles Fonction valeur absolue

Fonction partie entiéere
Fonctions circulaires

Fonction arctan

Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

1
Puisque Vx € R}, In"(x) = = > 0, la fonction In est strictement croissante. Or
X
In(1) =0 et donc :
Vx€]0,1[,In(x) <0 ; Vx>1,In(x)>0.

Concernant ses limites :

Propriété

lim In(x) = +o0 ; lim In(x) = —oc0
x—0%

X—>+00

lim In() =0" ; lim xIn(x) =0~
X—>+00 X x—0t
lim In(1+h) _

h—0 h 1
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Fonction:
Fonction ca
Fonction racine carrée
Fonctions puissances entiéres
Fonctions polyn
Fonctions usuelles
Fonction
Fonction:
Fonction ar
Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle

Fonctions puissances réelles

Démonstration. On repousse au Chapitre "Limites” la preuve des limites de In
en 0% et +oo. Obtenons les trois limites restantes.

Pour la derniére, en posant x=1+h:
In(1+h) In(x) In(x)-In(1)
h Tox-1" x-1 x—1

Or, lim |n(1h+ h) = lim In(x) =1.

h—0 x-1 x—-1

In"(1) =1

Posons f(x) = In(x) - 2\/fx) ; f est définie et dérivable sur R} et
Flo-to L 1ovx
X X

Ainsi f'(x) > 0 sur ]0,1[ et f'(x) <0 sur ]1,+oo[.
VX

La fonction f admet donc un maximum en x =1, et donc :

VxeRY,In(x) -2v/x < f(1) = -2<0 = VxeR},In(x) <2/x
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Fonction

Fonction racine cal
Fonctions puissances entiéres
Fonctions polyn

Fonctions usuelles Fonction valeur absolue

Fonction pmlm entiére

Fonctiol ulaires

Fonction arctan

Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle

Fonctions puissances réelles

Pour tout x > 1, on a donc :
| 2
0 <In(x) <2v/x = ogﬁgi_)o
X

Ainsi d'apres le théoreme des gendarmes :

Mzo‘f

x—too X

. . - L 1
Finalement lim xIn(x) =0~ se déduit en posant X = = — +o0 :
x—0F X ot

Xln(x):%ln%:—%%of
+oo

InX
| I = | -—=0".
im x n(x) = im -~ =0
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Fonctions linéaires

Fonctions affines

Fonction carrée

Fonction racine carrée

Fonctions puissances entiéres
Etude de fonction Fonctions polyndmes
Fonctions usuelles Fonction valeur absolue

Croissance comparée de exp, puissances et In Fonction partie entiere
Fonctions circulaires
Fonction arctan
Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Exercice 7. Calculer les limites suivantes :

; . In(3x+1)
lim 2x| ; lim —
im 2x n(x +v/x) ; lim ——~

2xIn(x +v/x) = 2¢/x x /x x In(v/x(1 + /X))
2ﬁx\/)_(xln(\/_)+2\/>_<><ﬁ><ln(1+\/_)—>0

—0 -0 —0
In(3x+1) In(3x+1) 5 3x 3
2x  3x 2x 0 2
————— ——
-1 -3
2
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Fonctions linéaires
Fonctions affines

Fonction carrée

Fonction racine carrée
Fonctions puissances entier
Fonctions polynémes
Fonction valeur absolue
Fonction partie ent
Fonctions circulaires
Fonction arctan

Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Fonctions usuelles

e Courbe représentative de In :

La fonction In réalise une bijection de R} sur R.
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Fonctions linéaires
Fonctions affines
Fonction carrée
Fonction racine ca

Fonctions puissances entieres

Fonctions polynomn
Fonctions usuelles
Fonction
Fonction:
Fonction arcta
Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Fanctinne lnoarithmec ot evnanentisllec on hace 2

Fonction exponentielle

Puisque In est continue et strictement croissante, d'aprés le théoréme de la
bijection, elle réalise une bijection de R} vers In(R}) =RR; sa bijection
réciproque est notée exp.

La fonction exp est la bijection réciproque de In. Elle est définie sur R.

De plus elle est continue, strictement croissante et exp(R) = R}. Ainsi

Vx € R,exp(x) > 0.
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Fonctions linéaires
Fonctions affines
on carrée

on racine carrée

ons puissances entiéres
Etude de fonction ons polynémes
Fonctions usuelles Fonction valeur absolue

e comparée de exp, pt ces et In Fonction partie entiere
Fonctions circulaires
Fonction arctan
Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Propriété
Pour tout (a, b) € R? :

exp(0) =1

exp(a+ b) = exp(a) x exp(b)
1

exp(a)

exp(a-b) = %EZ;

VneZ,(exp(a))" = exp(na)

exp(-a) =
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Fonction:

Fonction ca

Fonction racine carrée

Fonctions puissances entiéres
Fonctions polyn

Fonctions usuelles
Fonction
Fonction:
Fonction ar
Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Démonstration. Puisque exp et In sont bijections réciproques I'une de I'autre,
on a In(exp(a)) = a et (y =exp(x) < In(y) =x). Ainsi:
exp(a+ b) = exp(a) x exp(b) < a+ b=In(exp(a) x exp(b))
<= a+b=In(exp(a)) +In(exp(b))

<= a+b=a+b

1 1
exp(-a) = oy ) < —a=In oy
< —a=-In(exp(a))

En particulier :

exp(a)

exp(a—b) =exp(a+(-b)) = exp(a) x exp(-b) = exp(b)
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Fonctions linéaires
Fonctions affines
Fonction carrée

Fonction racine carré
Fonctions puissances enti
Fonctions polynémes

Fonctions usuelles Fonction valeur

Fonction part

Fonctions circul

Fonction arctan

Fonction logarithme né
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Soit neZ:

exp(a)” = exp(na) <= In(exp(a)”) = In(exp(na))
<= nlin(exp(a)) = na

<~ na= na

Finalement In(1) =0 = exp(0) = 1.




Fonctions linéaires

puissances entiéeres
ns polynémes
Fonctions usuelles Fonction valeur absolue

Fonction partie entiéere
Fonctions circulaires

Fonction ar

Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Exercice 8. Simplifier :

exp(2 - V/X) x exp(2 + /%)
(exp(2))?

Ijoexp(kf = gexp@k) = exp zn: 2k | =exp(n(n+1))

k=0

=exp(2—V/x+2+/x-4) =exp(0) =1
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Fonctions linéaires
Fonctions affines
Fonction carrée

Fonction racine carrée

Fonctions puissances entiéres

Fonctions polynomes
Fonctions usuelles Fonction valeur 2

Fonction

Fonctions circulaires

Fonction ar

Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Concernant la dérivabilité de exp :

Propriété
La fonction exp est dérivable sur R et exp’ = exp.

exp(x)—exp(x0)
— lorsque

Démonstration. Soit xo € R; on s'intéresse a la limite de
x — xo. Posons y =exp(x) et yo = exp(x0), alors x =In(y) et xo = In(yo) et
Y = Yo SSi X = Xp.

exp(x) —exp(x0) _ _ y-¥o

X — X0 B In(y) —In(y)

or I I 1
n(y) - n(yo) . In’(yo) _ = %0
Y-y Y=Y0 Yo
donc en passant a l'inverse :
Yo = lim __ Yz
y—y In —In(vo

ycée Fénelon Fonctions usuelles




Fonctions linéaires
Fonctions affines
Fonction carrée

Fonction racine carrée

Fonctions puissances entiéres

Fonctions polynémes
Fonctions usuelles Fonction valeur absolue

Fonction

Fonction:

Fonction

Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Ainsi ) (o)
. exp(x) —exp(xo . y—Yo
lim = lim = yo = exp(x
x—xg X = X0 y=% In(y) = In(y) Yo P(0)
Ainsi exp’(x0) = exp(x0)- [

On retrouve la caractérisation donnée comme définition de exp au lycée :

La fonction exp est I'unique fonction satisfaisant I'équation différentielle y'~y = 0
et valant 1 en 0.

En admettant pour l'instant qu'il existe bien une et une seule fonction vérifiant
ces deux conditions.

On note : e =exp(1) ; alors In(e) = 1.
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Fonction carrée

Fonction racine carré
Fonctions puissances enti
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Fonctions usuelles Fonction valeur

Fonction part

Fonctions circul
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Fonction logarithme né
Fonction exponentielle
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La courbe représentative de exp s'obtient de celle de In par la symétrie d’axe
y=x:

y =fexp(z)

=
S M
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Fonctions a
Fonction cai
Fonction

Fonctio nces entieres
Fonctions polynémes
Fonctions usuelles Fonction valeur absolue

Fonction partie entiere

Fonctio ulaires

Fonction n

Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Les limites a connaitre sont :

Propriété

. B ; . o+ ; . exp(h)-1
xl_mo exp(x) = +o0 ; Xl_|)r_n°° exp(x) =0 ; LI_I‘)I?) - =

Démonstration. On repousse la démonstration des deux premiéres au Chapitre
"Limites”. Pour la troisieme :

exp(h) -1 _exp(h) - P( )
h h-

— —s exp’(0) =exp(0) = 1
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Fonctions linéaires

Fonctions affines

Fonction carrée

Fonction racine carrée

Fonctions puissances entiéres
Etude de fonction Fonctions polyndmes
Fonctions usuelles Fonction valeur absolue

Croissance comparée de exp, puissances et In Fonction partie entiere
Fonctions circulaires

Fonction arctan

Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Exercice 9. Calculer les limites suivantes :

lim exp(x) — exp(2x) . - X
x—0 X x—0+ exp(x?) — 1

exp(x) — exp(2x) _ exp(x) x exp(0) — exp(x) 1

exp
X 2 ; X 0
=1 - 5
A
X 1 X
—_— = - X — —> 4+ 00
exp(x?) -1 X exp(x?) =1 o+
—_——
—+o0 1
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Fonctions polynémes
Fonctions usuelles Fonction valeur absolue
Fonction partie entiere

Fonction ar

Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

oc en hace a

Fonctions puissances réelles

Pour tout neZ et xe€ R}, on a :

x" = exp(In(x")) = exp(nin(x))

Ceci nous permet de généraliser la notation puissance a des exposants réels :

Soient a € R et x € R} ; on note :
x% = exp(alIn(x))
Pour o € R, la fonction : x — x% est définie sur :

R siaeN
R* siaeZ\N
R siaeR\Z
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Exemples.
o Soit x € R : x? =/x ; en effet :

x

ol

I

©

X

il
—_
NI =

5

~

x

N—’
N—

exp (% In(x))2 =exp (2 x % In(x)) =exp(In(x)) = x.

x
Nl
I
©
X
kel
—_
|
N =
5
~~
x
N—
~—
Il
o©
X
T
—~~
=
5
~
X
N—'
N—
|
o
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Fonctions linéaires
Fonctions affi
Fonction cal

Fonction racine carrée
Fonctions puissances entiéres
Fonctions polynémes

Fonctions usuelles Fonction valeur absolue
Fonction partie entie
Fonctiol ulaires
Fonction n
Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

N o o l g po i - o ,
e De méme pour tout x € R} et tout ne N*, x» est le nombre positif qui élevé
a la puissance n vaut x :

(x%)n = exp (% In(x))l7 = exp (n X % In(x)) =exp(In(x)) = x.

1
On note xn = /x.
e Plus généralement, pour tout x € R} et tout (n,p) e N* x N :

P P
n =

exp(%ln(x)) =exp(%|n(x)) (/)"
exp(% In(xp)) = /xP

X

Pour tout x >0 et (n,p) e N* xN :
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Fonctions a
Fonction cai
Fonction

Fonctio nces entieres
Fonctions polynémes
Fonctions usuelles Fonction valeur absolue

Fonction partie entiere

Fonctio ulaires

Fonction n

Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Les puissances a exposants réels ont mémes propriétés que les puissances a
exposants entiers :

Propriété
Pour tout (x,y) € (]Ri)2 et tout (o, B) € R? :

X=1; x*xxP =x*F . X—ﬂzxo‘_ﬁ; (x)? =xP . (xy)® = x* x y©
x

Démonstration. On les démontre dans I'ordre en appliquant les propriétés de
|'exponentielle et de In.
?x°=17

x% = exp(0In(x)) = exp(0) = 1
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Fonctions linéaires
Fonctions affines
Fonction carrée

Fonction racine carrée
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Fonction logarithme néperien In
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7 x% x xP = x**8 2

x* x x” = exp(aln(x)) x exp(BIn(x))
= exp(aln(x) + BIn(x)) = exp((a + B) In(x)) = x***

? X _xo B

I
XQ_M_ n(x) - BIn(x)) = exp((a — n(x)) = x>#
x# ~ exp(BIn(x)) - ep(ainb) = fint) = ewl(a=inGo) =

? (XO‘)B = xB 7

(x*)" = (exp(an(x)))” = exp(8In(exp(aIn(x)))) = exp(B x aln(x)) = x**

7 (xy)* =xxy*?

(xy)* = exp(aln(xy)) = exp(aIn(x)+aln(y)) = exp(aln(x))xexp(aln(y)) = x“xy“
[ ]
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Fonctions usuelles

Fonction

Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

On généralise aussi les propriétés de exp et In aux exposants réels :

Propriété
Soit v eR :

Vx e R, exp(x)” = exp(ax)
Vx eRY, In(x%) =aln(x)

Démonstration. Dans |'ordre :

exp(x)” = exp(aIn(exp(x))) = exp(ax)
In (x*) = In(exp(aIn(x))) = aIn(x)

Fonctions usuelles




Fonctions linéaires

Fonctions affines

Fonction carrée

Fonction racine carrée
Fonctions puissances entiéres
Fonctions polynémes
Fonction valeur absolue

Etude de fonction
Fonctions usuelles
Croissance comparée de exp, puissances et In

Fonction partie entiére
Fonctions circulaires

Fonction arctan

Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Exercice 10. Simplifier pour tout x >0 :

(exp (o)) 2 v n(arh?)

1
(exp (=x2)) 2" D7) L (i) i (04 2
X

=exp|=In(x)=In{1+ 1
b
=exp(=In(x+1))
1
x+1

cée Fénelon onctions usu




Fonctions linéai
Fonctions affi

Fonction

Fonction racine carrée
Fonctions puissances entieres
Fonctions polynémes

Fonctions usuelles

Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Soit a € R\ Z; la fonction x — x® est définie sur R} et dérivable comme
composée des fonctions dérivables x — «In(x) suivie de exp. Sa dérivée est
obtenue en appliquant exp(u)’ = v’ x exp(u) :

Gl

% x exp(aln(x))
" exp(in(x))
= aexp(aln(x) = In(x))
=aexp ((a-1)In(x))

a-1
= axX

x exp(aIn(x))

ce qui généralise la formule de la dérivée de x".
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Fonctions usuelles

Fonctions linéaires
Fonctions affines
Fonction carrée
Fonction racine carrée

Fonctions puissances entier

Fonctions polynémes
Fonction valeur absolue
Fonction partie ent
Fonctions circulaires
Fonction arctan
Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Sa courbe représentative a pour allure, selon les valeurs de « :

a=0

— a<0
— O<axl1
— a=1
— a>1




Fonctions affines
Fonction carrée

Fonction racine carrée
Fonctions puissances entiéres
Fonctions polynémes
Fonctions usuelles Fonction valeur absolue
Fonction partie entiere
Fonctions circulaires

Fonction arctan

Fonction logarithme néperien In

Fonction exponentielle

Fonctions puissances réelles

Fanctinne Inoarithmas ot avnnnentisllac an hace 2

Fonctions logarithmes et exponentielles en base a

Soit a un réel strictement positif et différent de 1.

e [a fonction exponentielle en base a est :

x— a" =exp(xIn(a))

elle est définie sur R.

e La fonction logarithme en base a est :

In(x)
In(a)

log, : x —> log,(x) =

elle est définie sur RY.
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Fonctions linéaires
Fonctions affines
Fonction carrée
Fonction racine carrée
Fonctions puis: entieres
Fonctions poly

Fonctions usuelles Fonction valeu

Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle

Fonctions puissances réelles

Exemple.

In(10)

In(10) ~

In(100) _In(10*) 2In(10)
In(10) ~ In(10) ~ In(10)

_In(1000) _ In(10%*) _3In(10) _

10810(1000) = = 50" = Tn(10) ~ In(10) "

10'=10 ; 10°=100 ; 10’ =1000

log;(10) =

log;(100) =

2
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Fonctions liné:
Fonctions a
Fonction cal

Fonction racine carrée
Fonctions puissances entiéres
Fonctions polynomn

Fonctions usuelles Fonction valeur absolue

Fonction partie entiere
Fonctions circulaires

Fonction arctan

Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Dans le cas particulier oli a = e = exp(1), puisque In(e) =1 :

e* =exp(xIn(e)) = exp(x x 1) = exp(x)

08, = o = 5 = In()

e* = exp(x) ; log.(x) = In(x)
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Fonctions linéaires
Fonctions a
Fonction cai
Fonction

Fonctio nces entieres
Fonctions polynémes
Fonctions usuelles Fonction valeur absolue

Fonction partie entiere

Fonctiol ulaires

Fonction n

Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Les fonctions exponentielle et logarithme de base a sont des bijections

réciproques |'une de l'autre :

Propriété
Pour tous (x,y) e Rx R} :

y=a < x=log,(y)

Démonstration. On a :

n(y)

y=a < y=exp(xIn(a)) < In(y) =xIn(a) < x:li

atl In(a)

Fonctions usuelles

= log,(y)




Fonctions i
Fonctions a!
Fonction carrée

Fonction racine carrée
Fonctions puissances entiéres
Etude de fonction Fonctions polyndmes

Fonctions usuelles Fonction valeur absolue
\nce comparée de exp, pu et In Fonction partie entiere
Fonctions circulaires
Fonction arctan
Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Les fonctions exponentielles et logarithmes en base a vérifient les mémes
propriétés algébriques que exp et In :

Propriété

log,(1) =0
Pour tout x>0 et y >0 :
log,(x x y) = log,(x) +log,(y)
X
log, (;) = log,(x) —log,(y)

1
I —]=-1I
og, () = ~log(x)
VaeR, log, (x*) = a x log,(x)
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Fonctions liné:
tions al
Fonction
Fonction racine cal
Fonctions puissances entiéres
Fonctions polyn
Fonctions usuelles Fonction valeur absolue

Fonction partie entiere
Fonctiol irculaires
Fonction arctan

Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Démonstration. Elles sont faciles a déduire des propriétés de In. Par exemple
pour la seconde :

og.xxy) = I 0D 1D o ) g ()

Fonctions usuelles




Fonctions linéaires
Fonctions affines

Fonction carrée

Fonction racine carrée
Fonctions puissances entiéres
Etude de fonction Fonctions polyndmes
ions usuelles Fonction valeur absolue
comparée de exp, nces et In Fonction partie entiere
Fonctions circulaires
Fonction arctan
Fonction logarithme néperien In
Fonction exponentielle
Fonctions puissances réelles

Propriété
Pour tout (x,y) e R? :

0
a =1
aX+y — X x ay
—X

a =—

aX

X

Fr=2

ay

VaeR, (a*)" =a™

Démonstration. Elles se déduisent immédiatement des propriétés algébriques
des puissances réelles.
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Fonctions linéaires
Fonctions affines
Fonction carrée
Fonction racine carré
Fonctions puissances ent
Fonctions polynémes
Fonction valeur
Fonction part
Fonctions circul
Fonction arctan
Fonction logarithme

Fonctions usuelles

Fonction exponentielle

Fonctions puissances réelles

Elles sont dérivables comme composées et :
, (In(x)Y 1
I [ I S I
0g, (x) In(a) xIn(a)
(8") = (exp(xIn(a)) = In(a) x a*




Fonctions i
Fonctions a!
Fonction carrée

Fonction racine carrée
Fonctions puissances entiéres
Fonctions polynémes
Fonctions usuelles Fonction valeur absolue
Fonction partie entiere
Fonctions circulaires

Fonction arctan

Fonction logarithme néperien In

Fonction exponentielle

Fonctions puissances réelles

Fanctinne Inoarithmas ot avnnnentisllac an hace 2

Logarithme décimal

Un cas particulier important en chimie, est le logarithme décimal.

La fonction logarithme décimal est :

In(x)
In(10)

logyg X —
C'est la bijection réciproque de : x — 10™ :
y =logo(x) <= x=10"
Elle est définie et dérivable sur R} est sa dérivée est donnée par :

1

|0g10(x), = x |n(10) .
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Croissance comparée de exp, puissances et In

Croissance comparée de exp, x¢, In

Propriété
Pour tout ac € R :

lim — = +o0 : lim |x|*e* =0
x—>+oo XX X—>—00
Démonstration.
e* e* In(x)
ooy exp(x — aln(x)) = exp (x(l -« T)) o too
NI
-0

I
x|*e* = e x e = exp (x + aln|x]|) = exp (x(l +o Inbd )) —0'm
x —co

—
-0
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Croissance comparée de exp, puissances et In

Propriété
Pour tout o> 0 :

lim M=0

; lim x%In(x) =0
x—>+oo X% x—0t

Démonstration. En posant X = In(x) — +o0 :
+oo

In(x) In(x) X

= = —
X ecIn(x) eoX too

En posant X =In(x) Pk

x*In(x) = ") xIn(x) = e** x X 0

——00
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Etude de fonction
Fonctions usuelles

Croissance comparée de exp, puissances et In

Exercice 11. Calculer les limites :

e\/)?+1

XILr(r)Ir 2x In(x + v/X) ; th;noo —

2xIn(x + v/x) = 2xIn(v/x) +2xIn(1 + v/x) = xIn(x) +2xIn(1 + /x) — 0
— o*
-0 -0

V! eVxrl (Vx+1)?
X —_—

x+2:(\/>_<+1)2 X+2 oo
— N————

—+o00

+00

—1
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