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Dans ce chapitre toutes les applications sont réelles. On désignera par | un
intervalle non vide et non réduit a un point.

e Rappel :

Une application continue sur un intervalle / admet des primitives. Deux primitives
d’'une méme application difféerent d’'une constante additive, i.e. :

F =G < 3ceR, F=G+c

ycée Fénelon Cours : Intégration
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Intégrale d’une application continue sur un segment

Intégrale d'une application continue sur [a, b]

Proposition-Définition
Soit f : | — R une application continue et soient (a, b) € I>. Si F et G sont
deux primitives de f alors :

F(b) - F(a) = G(b) - G(a)

Le réel F(b) — F(a) est appelé intégrale de f de a & b et noté :

fabf(t)dt.

Démonstration. Sous ces hypothéses, 3c € R tel que F = G + ¢ et donc :
F(b)-F(a)=G(b)+c-(G(a)+c)=G(b)+c-G(a)-c=G(b)-G(a) m

On note : [F]: = F(b) - F(a).
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Comme conséquence immédiate :

Propriété
fbf(t)dt:—fbaf(t)dt ; [af(t)dt:O.

On a aussi la propriété fondamentale :

Propriété
Sous ces mémes hypotheses, I'unique primitive de f s'annulant en a est :

F(x) = f F(t)dt.

Démonstration. Par définition, F(x) = G(x) - G(a) ol G est une primitive de
f. Alors d'une part F'(x) = G'(x) = f(x) donc F est une primitive de f et
d'autre part F(a) = G(a) - G(a) =0. ]
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Exercice. Soit f une application continue sur R ; pour tout x € R on définit :

$(x) = fxzx F(t)dt

Justifier que ¢ est dérivable sur R et exprimer sa dérivée ¢ a I'aide de f.

Résolution. Soit F une primitive de f, alors :
2x
d(x) = f £(t)dt
= F(2x) - F(x)

Puisque F est dérivable sur R par composition et différence, ¢ est dérivable sur
R. De plus :

¢’ (x) = F(2x) = F(x) = 2F'(2x) - F'(x) = 2f(2x) - f(x)
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Interprétation géométrique

Dans cette partie nous interprétons géométriquement |'intégrale de f entre a et
b comme |'aire algébrique délimitée par la courbe %, I'axe des abscisses et les
droites verticales x = a et x = b. Par |[a-méme nous démontrons la propriété
qu'une application continue admet des primitives. Nous n'établissons
cependant pas ces résultats en toute généralité, mais seulement pour une
application continue qui change un nombre fini de fois de signe entre a et b;
cela recouvre I'immense majorité des cas; le cas restant nécessiterait des
notions non abordées en premiére année.

Dans tout ce qui suit a < b sont deux réels et f : [a, b)] —> R est une
application continue.

e Cas ol f est croissante, positive et continue sur [a, b].

Considérons I'application :

A :[ab] — R,
xo +—— l'aire délimitée par 67, (Ox), x =a et x = xo

Montrons que A est une primitive de f sur [a, b].

Cours : Intégration
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f({L‘o + h)

f(zo)

/|

Soit xo € [a, b[. Montrons que A est dérivable a droite en xo.
Puisque f est croissante :

a To xo+h

Vh>0,x +hela,b] = f(x0) < f(xo+h)

Ainsi en considérant les aires des deux rectangles de base [xp, xo + h] et de
hauteur respective f(xp) et f(xo + h) :

Cours : Intégration
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Intégrale d’une application continue sur un segment

f(x0) x h<A(xo +h) = A(x0) < f(xo + h) x h

h < f(Xo + h)

<
T(; f(XO) B
Par continuité de f : limy_o f(x0 + h) = f(x0), et donc d'aprés le théoréme des

gendarmes :
lim Alxo +h) - Alxo) _ A(x0) = F(x0)
h—0+ h
Le méme argument avec h < 0 montre que pour tout xp € ]a, b], A est dérivable
3 gauche en xp et Az(x0) = f(x0).
Ainsi A est dérivable sur [a, b] de dérivée f; c’est une primitive de f. Puisque

A s’annule en a : N
A(x) = f f(t)dt

Ainsi fab f(t)dt est égale a A(b) c'est-a-dire a I'aire délimitée par la courbe,
I'axe des abscisses et les deux droites verticales x = a et x = b.
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e Cas ol f est positive et continue sur [a, b].

L'argument procéde comme précédemment (et plus généralement).
Soit xo € [a, b[ ; dérivabilité a droite de A en

xo : Soit h>0 tel que xo + h € [a, b].

Puisque f est continue sur [xo, xo + h], elle y

est bornée et atteint ses bornes :

min f et max f.
[x0,x0+h] [x0,x0+h]

Ainsi :

hx min f<A(xo+h)—A(x) < hx max f

[x0,x0+h] [x0,x0+h]

max
[zo,z0+h]

min f
[zo,z0+h]
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Ainsi, apres avoir divisé par h> 0, d'apres le théoreme des gendarmes :

lim A(X[) + h) - A(X(])

Jim, H = Ay(x0) = f(x0)

Le mé&me argument s'applique pour xo € ]a, b] et h <0, ce qui montre que A
est dérivable en xp et A'(x0) = f(x0).

Ainsi A est une primitive de f,
A(x) = f F(t)dt

et [ab f(t)dt est égale a I'aire délimitée par la courbe, |'axe des abscisses et les
deux droites verticales x = a et x = b.
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Intégrale d’une application continue sur un segment

e Cas ol f est négative et continue sur [a, b].

Le méme argument que précédemment
montre que pour h>0 :

—h max f<A(xo+h)-A(x)<-h min f

[x0,x0+h] [x0,x0+h]
A h)-A
- max f < —(Xo +h) (o) <- min f
[x0,x0+h] h [x0,x0+h]

On obtient finalement :

CA(x) = f F(t)dt

o zo+h

max f . T ( -
(0,0 +h] et fab f(t)dt est égale a I'opposé de I'aire

min f
[zo,z0+h]

délimitée par la courbe, |'axe des abscisses et les deux droites verticales x = a et

Cours : Intégration
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e Cas d'une fonction continue sur [a, b].
On suppose en outre que f change de signe un nombre fini de fois sur [a, b] :

Il existe des réels ap = a< a1 <ax<--<ap=b tel que
Vk e [[1,n]],f est de signe constant sur [[ak-1, ak]]
Pour tout k € [[0, n—1]] notons :

Ac lak,a1] — R.
xo +—> l'aire délimitée par 67, (Ox), x = ax et x = xp

e = Ac(ak+1) I'aire délimitée par 67, (Ox), x = ax et x = aks1

et s, = +1 ayant méme signe que f sur [ak, ak+1]

Avec ce qui précede I'application définie sur [a, b] par Vk € [[0,n—1]],
Vx € [ak, ak+1] :

k=1

F(x) =5 x|+ s x Au(x)

j=0
est dérivable sur [ak, ak+1] pour tout k € [[0,n—1]] et F'(x) = f(x). De plus
pour tout k € [[1,n—1]], F est dérivable a droite et a gauche en a, et
Fz(ax) = Fj(ak) = f(ax). Ainsi F est dérivable sur [a, b] de dérivée f.
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F est une primitive de f sur [a, b] :
Foo = [T

et fab f(t)dt s'obtient en faisant la différence de la somme des aires délimitées
par 6f, (Ox), x = a, x = b au dessus de la courbe et de la somme de celles

au-dessous de la courbe.
%/A /2N

b
Géométriquement, j f(t)dt est I'aire algébrique délimitée par 67, (Ox), et les

a
droites verticales x = a et x = b.

Ou "aire algébrique” signifie que les aires des domaines au-dessus de I'axe des
abscisses sont comptées positivement, et celles en dessous le sont négativement.

Cours : Intégration
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Propriétés

Soient f et g deux applications continues sur un intervalle / et a, b, ¢ trois réels
dans /.

Propriété
(Relation de Chasles)

facf(t)dt:fabf(t)dt+ /bcf(t)dt.

Démonstration. Soit F une primitive de f :

fbf(t)dt+ fb F(t)dt = F(b) - F(a) + F(c) - F(b) = F(c) - F(a) = f F(t)dt.
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Propriété
(Linéarité de I'intégrale)

YO\ ) € R?, fb()\f(t)+ug(t))dt:Afbf(t)dt+ufbg(t)dt.

Démonstration. Soient F et G des primitives de f et g. Alors AF + uG est une
primitive de A\f + ug et donc :

[ OF(0) + g (0)de = OF +1G)(B) - (AF + 46)(a)
- AF(b) + nG(b) - (F(3) + #G(a)
- M(F(b) - F() + 1(G(b) - G(2))

=>\fabf(t)dt+ufabg(t)dt.

BCPST1 - Lycée Fénelon Cours : Intégration
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Propriété
(Positivité)
Sia<betsiVxel[a,b], f(x)>0, alors :

b
f F(t)dt > 0.

a

Démonstration. Une primitive F de f est croissante sur [a, b] et donc
[ f(t)dt = F(b) - F(a) > 0.

Cours : Intégration
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Propriété
(Croissance)
Sia<betsiVxeab], f(x)<g(x), alors :

fabf(t)dts fabg(t)dt.

Démonstration. Appliquons la positivité a g — f qui est continue sur [a, b] et
positive ; par linéarité :

/ab(g-f)(t)dt:fabg(t)dt-fabf(t)dtzo — /abg(t)dt> fabf(t)dt.

BCPST1 - Lycée Fénelon Cours : Intégration
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Propriété
(Inégalité de la moyenne)
Sia<b et si il existe (m, M) e R? tel que Vx € [a, b],m < f(x) < M, alors :

! bf dt<M
< — t)dt < M.
m b—a/a (®)

Démonstration. On applique la croissance aux applications x — m, f et
x+— M:

b b b b
f mdtsf f(t)dtsf I\/ldt::»mx(bfa)éf f(t)dt < Mx (b-a)

1 b
< <
g ), sy
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Propriété
(valeur absolue)

Sia<b alors :

< fb|f(t)|dt.

|/abf(t)dt

Démonstration. Pour tout x € [a, b] : —|f(x)| < f(x) <|f(x)
croissance et linéarité :

-fab|f(t)|dt< fabf(t)dt< fab|f(t)|dt — ‘fabf(t)dt

, donc par

s/b|f(t)|dt.

Cours : Intégration
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Valeur moyenne d'une fonction

Définition
Soit f continue sur [a, b] ; on appelle valeur moyenne de f sur [a, b], le réel :

! bf d
b—aX/a (t)dt.

Remarques.

e C'est la valeur que devrait prendre une fonction constante pour délimiter
entre a et b un rectangle d'aire [ab f(t)dt.

e Si 3(m, M) e R?, Vx ¢ [a,b], m< f(x) < M alors d'aprés I'inégalité de la

moyenne :
1 b
f(t)dt< M
b—aX/a (t)

La valeur moyenne est comprise entre tout minorant et tout majorant de f.

<
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e Puisque f est continue sur [a, b], elle est bornée et atteint ses bornes :

Vte[a,b], minf([a,b]) < f(t) <maxf([a,b])

b
s minf([a,b]) < biaf F(£)dt < max F([a, b])
b
— i/ F(£)dt € [min f([a, b]); max F([a, b])] = F([a, b])
Ainsi la valeur moyenne de f sur [a, b] est atteinte par f sur [a, b].

e Interprétation physique. Un mobile se déplace entre les temps t =0 s et
t =T s avec une vitesse uniformément accélérée : v(t) = g x t m/s. Quelle
distance aura-t-il parcouru?

Sa vitesse moyenne est :

1 /7 1[gt?] T
A g”'c’t-?[z] =5

Il aura donc parcouru (en m) :

T 2
/ gxt-dtzi,
0 2

BCPST1 - Lycée Fénelon Cours : Intégration
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Intégrale d’une application continue sur un segment

On lache un mobile d'une hauteur 100m; au bout de combien de temps
touchera-t-il le sol ?

Le mobile est soumis & une accélération (qu'on peut supposer) uniforme due a
la gravité, et sa vitesse est v(t) = g x t avec g ~ 9,8 m/s>. Au moment T du
contact avec le sol il aura parcouru :

T? 2 2
L:100:T2:ﬂ:>7': E%4525
2 g T2 g

Il lui faudra environ 4 secondes et demi pour atteindre le sol.

Cours : Intégration
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Théoreme
(Théoreme de la valeur moyenne)

Soit f continue sur [a, b];

I
3
|
X
=
-
—
L
+
>~
X
|
L
~—

n-1 _
lim lef(ka b a)
k=0 a

n—+oco N

1 bf d
b—axfa (t)dt.
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Généra

Remarque. Interprétation géométrique.

La valeur moyenne de f sur [a, b] est la limite
de la moyenne des valeurs prises par f sur une
subdivision réguliere de [a, b].
La suite arithmétique finie (ax)kefo,n] :
b
Vke[[0,n]], ak=a+kx a

n
est une subdivision réguliére de [a, b] en n+1

point (ou en n segments);

a subdivision régulicre b

méme longueur 22
n

Cours

ation aux fonctions continues par morceaux

ao = a, an = b et tous les segments [ax, ax+1] ont

ntégration
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Démonstration. Dans le cas ol f est continue et croissante sur [a, b]; le cas
général sera admis.

a subdivision réguliere b

On considére la subdivision réguliere de [a, b] a n+ 1 points :

Vie[[0,n]], xi=a+kx b-

Alors pour tout i € {0, 1,2,...,n- 1}, Xiy1 — Xj = ——
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Puisque f est croissante, Vi€ {O, 1,2,...,n- 1} :
Vte [X,',X,'+1], f(X,') < f(t) < f(X,'+1)
= /XM f(xi)dt < /X’.+1 f(t)dt< /XM f(xis1)dt croissance de /

i Xi Xi

Xi+1
— (X,'+1 - X,')f(X,') < / f(t)dt < (X,'+1 —X,‘)f(X,‘+1)
b-a b-a

n

< F(x) < fx"“ F(t)dt < x f(xis1)

i

En sommant ces inégalités pout tout / € {O, 1,2,...,n- 1} :

_ n-1 n-1 X;
P73 3 f(x) < Zf " F(t)dt <
i=0 JXi

n i=0

— n-1 Xn
=3 3 f(x) < / F(t)dt <
i=0 X0

b-a
n

S

n-1
X Z f(Xi+1)
i=0

b -

a =t .
_— x > f(xis1) relation de Chasles
n i=0

n
b-a
n

b-a

n

S

n—-1 b n-1
<3 F(x) < f F(t)dt < x 3 F(xis1)
i=0 a i=0

Sg(n) Sa(n)

BCPST1 - Lycée Fénelon Cours : Intégration
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Su(m = 222 Xn.i:f(x"“)
= b;axéf(x,‘)
Su(n) = b;a » (ng; f(x)-f(a)+ f(b))

b-a
n

Sa(n) = Sg(n) + (f(b) - f(a)) x

—
n—+oo

Ainsi :
Se(m < [ F(£)dt < Sy(m)

—0< [ F(t)dt - S,(n) < (F(b) ~F(a)) x 22

n

— 0
n—-+oo

BCPST1 - Lycée Fénelon Cours : Intégration
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D'apres le théoreme des gendarmes :

_ n—-1
lim 2 2% F(x) = lim
i=0

n—>+oo N n—+oo

_ n—-1
= lim b-a x > f(xi)
i=0

n—+oo n

lim

n—+oo

n—+oo

_ n-1 b
bn a_ Z f(xis1) = f f(t)dt.
i=0 a

b;axif(x;):fabf(t)dt

n-1 n b
= lim %x;)f(x,-):nﬂr;:;%x;f(x;)=$/; f(t)dt
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Corollaire
Sous les mémes hypothéses :

b —
f F(t)dt = lim 2
a n—+oo

n-1

Démonstration. Il suffit de multiplier par (b - a). ]

Une somme de la forme :

n—1 _ _ n _
a><Zf(a+k><b ) ou g a><Zf(a+k><b a)
k=0 n

b- a
n n k=1

n

N

s’appelle une somme de Riemann (respectivement a gauche, a droite) pour

fabf(t)dt.

Cours : Intégration
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Remarque. Interprétation géométrique.

On découpe le domaine [a, b] sur une subdivision réguliere (ax)efo,ny €N N

segments. Chaque segment [ak, ak+1] a pour longueur b%. Si on somme les
aires de tous les rectangles de base [ak, ak+1] et de hauteur :

— f(ak) : on obtient la premiére somme de Riemann :

— b n-1
Z (a+k a) afo(ak)
k=0 k=0

- f(ak+1) : on obtient la deuxiéme somme de Riemann :

n n-1 _
fo(a+k b- a) axzf(aku):b
k=0

k=1

(ak)

\IM:

a subdivision réguliere b a subdivision réguliere b

Cours : Intégration
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Remarque. Application : calcul approchée d'une intégrale par la
méthode des rectangles.

def methodeRectangle(f, a, b, n):
""" Calcul approche de | 'integrale de f entre a et b
renvoie la somme de Riemann (a gauche par ex)
pour n segments. Plus n est grand, meilleure est
| "approximation."”""

X = a

delta = (b—a)/n

S =0

for k in range(n):
S =S + f(x)

X = X + delta
return delta x S

On peut montrer que I'erreur commise est un O(%)
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Définition
. PR . Interprétation géométrique
Intégrale d’une application continue sur un segment P! = 4

Propriétés

Théoréme de la valeur moyenne

Généralisation aux fonctions continues par morceaux

Remarque. Cas particulier important : lorsque a=0et b=1:

folf(t)dt—"ETngf( )= jim lif(f)

n—+oco N k=1 n

n-1

. .1 N
Exercice. Calculer lim — Z — de deux manieres.
n—+oco N k=0 n

Résolution. Premiére méthode :
— n-1 _ _
lzﬁ,fzk:ixuz”il 1
nizn pars n2 2 2n  n—+oo 2

Deuxieme méthode :

=Y 21 1
lim Z = f tdt = =
n>too N N 0 2

Cours : Intégration



Définition
Intégrale d’une application continue sur un segment

e de la valeur moyenne
Généralisation aux fonctions continues par morceaux

Généralisation aux fonctions continues par morceaux

Définition

Une fonction est continue par morceaux sur [a, b] si elle est continue sauf en
un nombre fini de points en lesquels elle admet des limites & droite et a gauche
finies.

Exemples.

\/\’

a ‘ b

e La fonction partie entiére x — | x| est continue par morceaux sur tout
intervalle [a, b].

e La fonction x — i n'est pas continue par morceaux sur [a, b] lorsque
a <0< b car ses limites a droite et a gauche en 0 sont infinies.

Cours : Intégration



Définition
. . PR . Interprétation géométrique
Intégrale d’une application continue sur un segment pret g q
Propriétés

Calcul intégral fials
Théoréme de la valeur moyenne
Généralisation aux fonctions continues par morceaux

Définition

Soit f une fonction continue par morceaux sur [a, b] et soient xp < x1 < -

ses points de discontinuité.

Pour tout i € [[0,n - 1]] on définit I'application ¢; : [xi,xi+1] — R par :

f(x) Si Xj < X < Xijt1

I|m f(x) six=x

#i(x) =

I|m f(x) six=xi1

X‘)X:+1

Alors ¢; est continue sur [x;, xi+1], et on définit :

fa f(t)dt = Z[ ¢i(t)dt |

+ < Xp

Cours : Intégration




Définition
ation géométrique
és
Théoréme de la valeur moyenne
Généralisation aux fonctions continues par morceaux

Intégrale d’une application continue sur un segment

Un cas particulier important est celui des fonctions en escaliers :

Définition
Une fonction f : [a,b] —> R est dite en escalier si, avec les mémes notations,
pour tout i € [[0,n—1]], f est constante sur |x;, xi.1[, égale a G;.

Dans ce cas :

b n—1
f f(t)dt =" G x (xie1 = Xi) |
2 i=0

Exemple. La fonction partie entiére x — | x| est une fonction en escalier.

2 3+ y=|z| —
thJdt=0x1+1x1+2x1+3x1
0 ot R
=6
n s, n(n-1) o
f[t]dt:kalzi
0 k=0 2 0 T
o 1.2 3 4

Cours : Intégration



A raide des primitives usuelles

Calcul intégral

Intégration par partie
Changement de variable

Table des primitives usuelles a connaitre

f(x) Domaine de définition f f(t)dt Avec
a R ax aeR
R siaeN . I
x Z=4 R* siaeZ\N ot
a+l
R} siaeR\Z at-1
2 3
VX R, 3% = = x\/x
1
= R* In |x]|
X

BCPST1 - Lycée Fénelon Cours : Intégration




S A l'aide des primitives usuelles
ale d’une application continue sur un s > P y
Intégration par partie

Calcul intégral 3
g Changement de variable

f(x) Domaine de définition f f(t)dt Avec
1 1
L R\{—g} Tinfox+ b | (a,b) R xR
In(x) R} xIn(x) — x
e R leax aeR”
a
E R iax aeRi\ {1}
In(a) i
cos(ax + b) R 1sin(ax+b) (a,b) e R* xR
a
. 1 .
sin(ax + b) R —=cos(ax+b) | (a,b) eR* xR
a

ycée Fénelon Cours : Intégration



Intégrale d’une application continue sur un segment

Calcul intégral

A l'aide des primitives usuelles
Intégration par partie
Changement de variable

f(x) | Domaine de définition ~[f'(t)dt Avec
_1 R\{E+k7r|keZ} tan(x)
cos?(x) 2
tan(x) R\{g+kn|keZ} —In|cos(x)|
! R
m arctan(x)
A utiliser avec les opérations sur les primitives :
f f+g A f'xg (Flou)xd

ff

ff+fg A/f

BCPST1 - Lycée Fénelon

Cours : Intégration




A l'aide des primitives usuelles
Intégration par partie
Changement de variable

Intégrale d’une application continue sur un

Calcul intégral

Notamment la derniére, primitive f o u de (f' ou) x u’, donne la table, tres
utile, des primitives de composées :

Fonction | une primitive avec Remarque
u/
— In|ul
u
u'u® 1 Tk aeRN{-1} (%)
a+l
i ! eR~ {1} | Cas particulier de (*)
— « N rticuli *
ue (1-a)uxt 2
u’ 1 L
— -= Cas particulier de (*)
u u
ul
— 2\/u Cas particulier de (*
7 Vu p (*)
il 2x L Cas particulier de (*)
2 x — as particulier de (*
u\/u Ju P

Cours : Intégration



A raide des p
Intégration par
Changement de variable

Calcul intégral

Fonction une primitive avec Remarque
u'e" e
(cosu) x u’ sin(u)
(sinu) x u’ —cos(u)
u/
- arctan u
l+u




A l'aide des pnmmves usuelles

Calcul intégral
g N B (R

Exemple. Calcul de f ———dx (avec neN").
(x-
1 - .
La fonction x — ﬁ est définie et continue sur R \ {a} et a pour
x—a
primitive :
u/
esin=1: In|x - a appliquer f — = In|u|)
u
sin>?2 ! appli uer[u’ L
. 22 D N A — e
(1-n)(x-a)? PPId u*  (1-a)ue?

Cours : Intégration



A l'aide des primitives usuelles
Intégration par partie
Changement de variable

Calcul intégral

, ax+b
Exemple. Méthode : Calcul de f —————dx.
x2+px+q
Il'y a 3 cas a considérer selon que le trindme au dénominateur admet 2 racines
réelles distinctes, 1 racine réelle double, ou aucune racine réelle.

o Premier cas : si x* + px + g admet deux racines réelles distinctes c et d.

X+ px+q=(x-c)(x-d)
On cherche alors 2 réels « et 3 tel que :

ax+b  « . 8
xX2+px+q x-c x-d

par linéarité :

faXierdx:/ a dx+fidx:axln\x—c\+ﬁx|n|x—d|.
X2+ px+q X—cC x—d

Cours : Intégration



A l'aide des primitives usuelles

Intégration par partie

Calcul intégral !
g Changement de variable

4 1
Exemple : Calculer / de :
3 x2-3x+2
Le trindme x> —3x +2 a pour racines 1 et 2; on cherche a, 3 tels que :
x+1 _ « . Jé] — x+1 :a(x—2)+ﬁ(x—1)
x2-3x+2 x-1 x-2 x2-3x+2 (x-1)(x-2)
x+1 (a+B)x-2a-0 a+pB=1 a=-2
= <~— <~
x2-3x+2 (x=-1)(x-2) 200+ f=-1 B=3
x+1 3 2
x2-3x+2 x-2 x-1

Ainsi :

4 x+1
[ g
3 x2-3x+2

:3><v/34%72><v/34xdf1 :3><[In|xf2|]272><[|n|xfl|]

=3x(In2-In1)-2x(In3-1In2) =|5In2-2In3

4
3

BCPST1 - Lycée Fénelon Cours : Intégration




A l'aide des primitives usuelles
Int ion par partie
Changement de variable

Calcul intégral

o Deuxiéme cas : x2 + px + g admet une racine réelle double ¢ :
2 2
X" +px+qg=(x-c)
On cherche deux reéls « et 3 tels que :

ax+b «@ 8

xX2+px+q x-c (x-c)?

Exemple : Calculer fl x—1
X . u — axX.
P 0 x2+2x+1

Le trindme x2 + 2x + 1 a pour racine double —1; on cherche « et 3 tel que :

x-1  « B — x-1 alx+1)+p
xX242x+1 x+1 (x+1)2 x242x+1  (x+1)2
o =1 a=1
— <~
a+f =-1 B=-2
x-1 1 2

x2+2x+1 x+1 (x+1)2

ycée Fénelon Cours : Intégration



A l'aide des primitives usuelles
Intégration par partie

Calcul intégral

Changement de variable

Ainsi :

1 x-1 1
LR A= B
0 x2+2x+1 x+1 (><+1)2

[|n|x+1|] —2X[X+11]0

-1 -1
=In2-In1-2x — +2x —
n n X 2+ X 1

=[In2-1]

e Troisieme cas : x> + px + g n'a aucune racine réelle.

Si a # 0, on commence par faire apparaitre au numérateur la dérivée 2x + p du

dénominateur :

ax+b—7x(2x+p)+b—?

puis on applique la linéarité :

fiaXer dx = X]‘72X+p dx+(b—£)x/
x2+px+q x2+px+q 2

Nlow Nl

BCPST1 - Lycée Fénelon Cours : Intégration
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A l'aide des primitives usuelles
Int ion par partie

Calcul intégral

Changement de variable

1 . . A
Pour calculer —————dx on utilise la forme canonique du trindme pour
X2+ px+q

se ramener a 17 x2 dont une primitive est arctan X :
+

1 1 1

X2+ px+q (x+§)2+q—% (X+§)2—%

x2+px+q:—A 2

dx

s Xﬁxf( 73

:>f dx = 2 x arctan 2 X(X+B)
xXX+px+q A VAN 2

ycée Fénelon Cours : Intégration



A l'aide des primitives usuelles

Intégration par partie

Calcul intégral !
g Changement de variable

I -3x+2
Exemple : Calculer f X7_*—dx.
0o x2-x+1

Le trindme au dénominateur a pour discriminant A = -3 <0.

3x+2 _a(2x-1)+B _ {2(1:3 . {a:g

x2-x+1 x2-x+1 B-a=2 B=2+a=
Ainsi :
1 3x+2 3 I 2x-1 1 1 dx
/ 7dx:—fx/ 7dx+fxf A
0 x2-x+1 2 0 x2—-x+1 2 0 x2-x+1
——
1
:I:In(x2—x+1):| =0
0
Or :

BCPST1 - Lycée Fénelon Cours : Intégration




Calcul intégral

A l'aide des primitives usuelles

Intégration par partie
Changement de variable

Ainsi :

-3x+2 dx—lxi
-x+1 "2 3
1 [ 2

X |arctan| —

3

imparité de arctan

BCPST1 - Lycée Fénelon

Cours : Intégration




A r'aide des primitives usuelles
Intégration par partie

Calcul intégral :
g Changement de variable

Intégration par partie

Théoreme
Si u et v sont deux fonctions de classe €* sur un intervalle I, alors ¥ (a, b) € I,

/abu'(t)v(t)dtz [ v]j—/abu(t)v'(t)dt

Démonstration. Puisque u et v sont de classe €7, u, v, u’, v’ sont continues
et donc u'v et uv’ admettent des primitives sur /.
Puisque (ux v) = v x v+ ux V', par linéarité

fu'xv:f((uxv)'—uxv'):f(uxv)'—fuxv':uxv—fuxv'

a une constante additive pres. Ainsi :

/abu'(t)v(t)dt: [ux v]j—fabu(t)v'(t)dt

BCPST1 - Lycée Fénelon Cours : Intégration



A l'aide des primitives usuelles
Intégration par partie
Changement de variable

Calcul intégral

1
Exemple. Calculer/ arctan(t)dt.

0
On pose :
, 1
u(t) = arctan(t) u'(t) = Py
v(t)=t vi(t) =1

u et v sont de classe €' sur R;
1 1 ,
[ arctan(t)dt:f ux v (t)dt
0 0
1 1,
= [u(t) x v(t)] - f u xv(t)dt
0 0

1 1 t
=[txarctan(t)] —f mdt
o Jo

= arctan(1) - % x [In(l + tQ)](l) =

7w In2

BCPST1 - Lycée Fénelon Cours : Intégration




A l'aide des primitives usuelles
Intégration par partie
Changement de variable

Calcul intégral

Exemples. Méthode pour le calcul de :

be(t)cos(at)dt ; /bP(t) sin(at)dt /bP(t)eC“dt.

ol P e R[X] est un pdlynome de degré > 1.

Principe : Faire des IPPs successives en dérivant a chaque fois le polyndme
jusqu'a ce qu'il ne reste que le terme en cos, sin ou exp a intégrer; en tout
deg(P) IPPs sont nécessaires.

Pour le calcul de fab P(t)e*'dt on peut aussi directement chercher une
primitive sous la forme Q(t)e®" ol @ est un polynéme de méme degré que P;
Q s'obtient par identification.

Exemples :
e Calculer / (t* +1) cos(2t)dt.
0

On pose :
u(t)=t?+1 u'(t) =2t

v(t) = % < sin(2t) V(£) = cos(2t)

u et v sont de classe €' sur R;

BCPST1 - Lycée Fénelon Cours : Intégration



A l'aide des primitives usuelles
Intégration par partie
Changement de variable

Calcul intégral

fﬂ(t2+1)cos(2t)dt: [(t2+1)xsm(2t)]ﬁ—fﬂtxsin(2t)dt
0 0

2 0
————
A PP

u=t u'=1
v=-1cos(2t) V' =sin(2t)

— ([_% x cos(21&)];r + % /OW cos(2t)dt)

IPP

T 1 . B
575 [— x sm(2t“)]0
| T
2

BCPST1 - Lycée Fénelon Cours : Intégration




A l'aide des primitives usuelles
Intégration par partie
Changement de variable

Calcul intégral

1
o Calculer par deux méthodes f (t* +1) x e "dt.
0

Premiere méthode : 2 IPPs en dérivant le polynéme :
On pose :
u(t)=t*+1
v(t)=-e"

u et v sont de classe €' sur R;

oo _t 2 et ! -t
f(t +1)xe dt:[—(t +1)xe ] +2/ txe 'dt
0 0 0

—_—

PP

u'(t) =2t
Vi(t)=eT"

u=t u' =

IPP

1 1 1
f(t2+1)xeftdtzl—g+2([—txe’t] +f e’tdt)
0 e 0 0

2 2 [_ e_t]: 2 2

1
=1--=-—-4+2
e e

1-=
e

(

e e

=1-—--—-4+2
Cours : Intégration
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A l'aide des primitives usuelles

P Intégration par partie
Calcul intégral gration par parti
Changement de variable

Deuxigme méthode : on cherche une primitive sous la forme (ax?+bx +c) x ™

((ax® + bx + ¢) x e_x)' =(2ax+b)xe ™ —(ax’+bx+c)xe ™

= (~ax’+(2a-b)x+b-c)x e~

=(xX*+1)xe”

-a=1 a=-1
ﬁ) 2a-b=0 <= {b=-2
b-c=1 c=-3

Ainsi :

/1(t2 +1) x e 'dt = [(—t2 —2t-3)x e’t]1
0 0

Cours : Intégration



A l'aide des primitives usuelles

Intégration par partie

Calcul intégral !
g Changement de variable

Exemple. Méthode pour le calcul de :

b Bt b Bt
/ cos(at)e” dt ; / sin(at)e” dt

Principe : faire 2 IPPs successives et dans le mé&me sens (on dérive chaque
fois la fonction circulaire, ou chaque fois I'exponentielle), pour obtenir une
équation dont la résolution donne I'intégrale.

™
Exemple; calculer f e’ sin tdt.
0

7’ . . ™ ™ u=sint u =cost
I:f e'sin tdt = [etxsm t] —/ e’ cos tdt IPP ‘ v
0 0 = =

0 et v =e'
| —
-0
a T o, u=cost u =-sint
:—([etxcost] +f etsmtdt) IPP ¢ , ‘
0 0 =e vV =e¢e
=e"+1-1
e +1
— =&
2

Cours : Intégration



A r'aide des primitives usuelles
Intégration par partie

Calcul intégral Changement de variable

Changement de variable

Théoreme
Soit ¢ une application de classe €* sur [a, b] et f continue un intervalle |
contenant ¢([a, b]). Alors :

fab F(B(x)) x &' (x)dx = fd):()b) F(t)dt

On dit qu’on a effectué le changement de variable t = ¢(x).

Démonstration. Soit F une primitive de f sur /.
b 1 b 7
[ 600y x ¢ (xdx = [T F(o(x)) dx
= [F(600)]. = F(6(8)) - F(6(2))
@ (b)
= / f(t)dt
¢

(2)

BCPST1 - Lycée Fénelon Cours : Intégration



A l'aide des primitives usuelles

Intégration par partie

Calcul intégral Changement de variable

Remarque.

b
Le théoreme peut s'utiliser de 2 maniéeres pour calculer f g(t)dt :

a

— De droite a gauche; mais il faut alors déterminer o, 8 € | tels que a = ¢(a) et

b=¢(p).

1
Exemple. Calculer f V'1 - t2dt a 'aide du changement de variable t = sin(x)
0

#(x). L'application ¢ et de classe € et % = ¢'(x) = cos(x) = dt =
Ix

cos(x)dx.

De plus ¢(0) =0 et ¢(5) =1. Ainsi:

f V1 —t2dt—/ \/1 —sin?(x) x cos(x)dx = / \/cos?(x) x cos(x)dx

= ./0 | cos(x)| x cos(x)dx = fo £ cos (x)dx

:f% 1+ cos(2x) dx
0 2

_[§+sin(2x)]%_ ™
12 4 [, |4

car cos(2x) = 2cos’(x) — 1

BCPST1 - Lycée Fénelon Cours : Intégration



A l'aide des primitives usuelles

Intégration par partie

Calcul intégral Changement de variable

— De gauche a droite : mais il faut transformer |'expression pour faire
apparaitre un produit de ¢’(x) et d'une composée de ¢(x).

s 3
Exemple. Calculer fz M .
0o 1+ cos?(x)
% sin’(x) % sin(x) x (1 - cos?(x))
o [P "
0o 1+cos?(x) 0 1 + cos?(x)

2

% sin(x) x (1 - cos?(x)) dx

- [

0 1 + cos?(x)
#(5) 01

f¢ f1 t2+1

f(t)dt
_ /01 (1 - %) dt = [2arctan(t) - t];

[ #600) % 6/ ()

dt
(0)

En posant t = ¢(x) = cos(x), on a ¢'(x) = —sin(x) ; avec f(u) = 527:

BCPST1 - Lycée Fénelon

Cours : Intégration
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A r'aide des primitives usuelles
Intégration par partie
Changement de variable

Calcul intégral

Remarque. Lorsque ¢ est injective, elle réalise une bijection de [a, b] sur
¢([a, b]) ; le théoreme devient :

-1

8 67(8) ,
fa f(t)dt:fw&) F($(x)) x & (x)dx

et le changement de variable t = ¢(x) est équivalent au changement

x = ¢ (t).

BCPST1 - Lycée Fénelon Cours : Intégration



A r'aide des primitives usuelles
Intégration par partie

Calcul intégral Changement de variable

Application aux intégrales de fonctions périodiques

Corollaire
Si f est continue sur | et T-périodique, alors ¥ (a,b) € I?, YneZ :

/a"*”Tf(t)dt:fabf(t)dt . sil=R : fa“Tf(t)dt:fOTf(t)dt

+nT

Démonstration. Pour la premiere, on effectue le changement de variable
t=x+nT; dt=dx:

fabm f(t)dtz/bf(x+nT) dx = fbf(x)dx

+nT EREN . a
=f(x)
Pour la seconde a I'aide du changement de variable t =x+ T ; dt = dx :

a+T a a
f : f(t)dt:/ f(x+ T)dx:/ f(x)dx
T 0 0
et donc :

fa f(t)dt:/a f(t)dt+fT f(t)dt:fa f(t)dt+f0 f(t)dt:/O f(t.)dt

BCPST1 - Lycée Fénelon Cours : Intégration



A r'aide des primitives usuelles
Intégration par partie

Calcul intégral Changement de variable

Application aux intégrales de fonctions paires, impaires

Corollaire
Soit a>0;

— si f est paire et continue sur [—a, a] alors : f f(t)dt =2x / f(t)dt;
a 0

a
—si f est impaire et continue sur [-a, a] alors : f f(t)dt=0;
a

Démonstration. Soit f paire ou impaire;
Je = £1,Vx e [-a,a], f(-x) =€ x f(x).

[:f(t)dt:[:f(t)dt+_[oaf(t)dt:—/aof(—x)dx+foaf(t)dt

~———
e
a a 2x [Pf(t)dt sie=1
- [Texfoodxs [ f(t)dt={ “Jo foydt sie
0 0 0 sie=-1

BCPST1 - Lycée Fénelon Cours : Intégration



A I'aide des primitives usuelles
Intégration par partie

Calcul intégral Changement de variable

b
Application : calcul de / cos”(x) sin”(x)dx.
a

Méthode :

Premier cas. Lorsque I'une au moins des 2 puissances est impaire : on effectue
I'un des changements de variables :

t = cos(x) si I'exposant de sin est impair
t =sin(x) si I'exposant de cos est impair

Deuxieme cas : Les deux puissances sont paires : il faut linéariser le produit.

Exemples.
o Calcul de f? sin’ (x)dx.
0

Changement de variable t = ¢(x) = cosx; dt = —sin xdx :

/O%sin3(x)dx= fo%sinz(x)sin(x)dx= fog(cosz(x)—l)x (=sin(x))dx

BCPST1 - Lycée Fénelon Cours : Intégration



e des primitives usuelles
sgration par partie
Changement de variable

Calcul intégral

™
4
e Calcul de f cos” xdx.
0

On linéarise cos®(x) :

cos” (x)

I

—_

= o
%

ot

[0))

|
%

N —
S

_ E (ei4x 4 e—i4x +4(ei2x " e—iZX) 4 6)

= % (cos(4x) + 4 cos(2x) +12)

cosdx  cos2x §

+ —+
8 2 2

Ainsi :

Cours : Intégration



A r'aide des primitives usuelles
Intégration par partie

Calcul intégral Changement de variable

T .3 2
e Calcul de f sin” x cos” xdx.
0

On effectue le changement de variable t = cos x ; dt = —sin xdx :

f sin3xc052xdx:/ fsin2xcoszx><(fsinx)dx
0 0
:f (cos® x — 1) cos® x x (—sinx)dx
0
-1
= (t* - 1)t°dt
1
! 24,2
=f (1-¢t)t°dt
-1
Lo 4
:f (t°—t")dt
-1
_[t3 ts]l
3 5],
1 1 4

:2x§—2><7: —

5 |15
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