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Définitions

Opérations et limites

Limite et composition

Ordre et limite

Théoreme de la limite monotone

Limites usuelles et méthodes pour lever une indéterminée

Equivalence de fonctions

Cours es de fonctions réelles



Définitions

Notations
Limite finie d’une application réelle en +
d’une application réelle en xg
s infinies '
Unicité de la limite

Dans tout ce chapitre :
e D désigne un sous-ensemble de R,
e f:D — R est une application réelle,
e | désigne un intervalle ouvert non-vide inclus dans D.
e Xxp désigne un élément de / ¢ D ou une borne réelle de /.

e a désigne un élément de / ¢ D ou une borne finie ou infinie de /.
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Définitions
Notations
Limite finie d’une application réelle en +oo
Limite d’une application réelle en xq € R
Limites infinies
Unicité de la limite

Limite finie en +oo

Définition

Soit f : D — R une application avec D contenant un voisinage de +oo
(i.e. 3a€R tel que ]a;+oo[c D).

On dit que f a pour limite le réel ¢ en +oco si :

‘VE>O,3AGR,VX€D,X2A — |f(x)—€|$€‘.

Dans ce cas on note : | lim f(x)=4|ou|limf=20|ou|f(x) — £|ou
X—+00 +oo

X—>+00

f— 1|

+oo
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Définitions

Notations
Limi nie d’une application réelle en +co
Limite d’une application réelle en xg €

Limites infinies
Unicité de la limite

Remarques.

o Informellement : "on peut faire approcher f(x) de £ autant qu’on veut en
prenant x suffisamment proche de +00.”

e La définition est la transcription pour une application définie au voisinage de
+00 de la définition de la limite finie d'une suite.

y=[f(2)

Figure — lllustration de lim f(x) = £; quelque soit I'écart € > 0 il existe un réel

X—+o00

A tel que dés que x > A, f(x) est a distance au plus € de £.
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Définitions

Notations
nie d’une application réelle en oo
d’une application réelle en xq €

s infinies
Unicité de la limite

. 1 . .
Exemple. Soit f : x — —; limf = 0. En effet, soit € > 0 quelconque :
X' +oo

1 1
0-=-|<e < |~|<e¢
X X
En se placant sur R}, voisinage de +oo :
1
= 0<—<€ < x> —
X €

1
Ainsi en posant A= =, quelque soit x e R* :
€

1
X2 A = |f <e
X

Donc: Ve>0,3AeR,VxeR* x> A = |f(x)-0|<e.
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Définitions

Notations

Limite finie d’une application réelle en +oo
Limite d’une application réelle en xq €
Limites infinies :
Unicité de la limite




Définitions
Notations
Limite finie d’une application réelle en +oo
Limite d’une application réelle en xq € R
Limites infinies
Unicité de la limite

Limite finie en —co

Définition

Soit f : D — R une application avec D contenant un voisinage de —co
(i.e. 3a € R tel que | — o0;a[c D).

On dit que f a pour limite le réel £ en —oco si :

‘VE>0,3AER,VX€D,XSA — |f(x)—€|<s‘.

Dans ce cas on note :| lim f(x)=£|ou|limf={|ou|f(x) — ¢ |ou

f—7|

—oo
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Définitions

Notations
Limi nie d’une application réelle en +co
Limite d’une application réelle en xg €

Limites infinies
Unicité de la limite

Remarques.

o Informellement : "on peut faire approcher f(x) de £ autant qu’on veut en
prenant x suffisamment proche de —oc0.”

e La définition est analogue a celle d'une limite finie en +o0, mais cette fois-ci
au voisinage de —oo.

y=f(z)
————————————77777777777777777(3\777~ (+¢
f l
77777777777777777777777777 S S AT
|
|
|
|
A
Figure — lllustration de lim f(x) ={¢; quelque soit I'écart € > 0 il existe un réel

A tel que dés que x < A, f(x) est a distance au plus € de £.
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Définitions

Notations
nie d’une application réelle en oo
d’une application réelle en xq €

s infinies
Unicité de la limite

Exemple. Soit f : x —> 1; limf =0. En effet, soit € > 0 quelconque :
X —oo

o-fe =1
0-—|<e <= |—|<e¢
X X
En se placant sur RY, voisinage de —oo :
1 1 1
«— 0<—<eg << Xx2— << x<——
-X € €
L 1 . "
Ainsi en posant A = ——, quelque soit x € R™ :
€
|1
xX<A = |-|<e¢
%

Donc: Ve>0,3AeR,VxeR* x<A = |f(x)-0|<e.
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Définitions

Notations

Limite finie d’une application réelle en +oo
Limite d’une application réelle en xq €
Limites infinies :
Unicité de la limite




Notations

Limite finie d’une application réelle en +oo
Limite d’une application réelle en xq € R
Limites infinies

Unicité de la limite

Limite finie par valeur supérieure/inférieure

Définition

e Si f a pour limite £ en +oo, et si de plus il existe un réel A tel que V¥ x > A,
f(x) = ¢ alors ont dit que f tend vers { en +oo par valeur supérieure, et on
écrit :

lim f(x)=¢"|

X—>+00

e Si f a pour limite £ en +oo, et si de plus il existe un réel A tel que ¥V x > A,
f(x) < ¢ alors ont dit que f tend vers £ en +oo par valeur inférieure, et on écrit :

lim f(x)=¢" |

X—>+00
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Notations

Limite finie d’une application réelle en +oo
Limite d’une application réelle en xq € R
Limites infinies

Unicité de la limite

Limite finie par valeur supérieure/inférieure

Définition

e Si f a pour limite £ en —oo, et si de plus il existe un réel A tel que ¥V x < A,
f(x) > ¢ alors ont dit que f tend vers { en —oo par valeur supérieure, et on
écrit :

lim £(x) =0

e Si f a pour limite £ en —oo, et si de plus il existe un réel A tel que V x < A,
f(x) < £ alors ont dit que f tend vers { en —oo par valeur inférieure, et on écrit :

lim f(x)=¢" |
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Définitions

Notations
Limi nie d’une application réelle en +co
Limite d’une application réelle en xg €

Limites infinies
Unicité de la limite

Remarque.

En bref :

o f tend vers £ en +oo (resp. —oo) par valeur supérieure, si dans un voisinage
de +oo (resp. —o0), f(x) reste supérieur ou égal a /,

e f tend vers £ en +oo (resp. —oo) par valeur inférieure, si dans un voisinage de
+oo (resp. —o0), f(x) reste inférieur ou égal a £.

Exemple. Des exemples plus haut découlent :

1
lim = =0"
X—>+oo X
1
en effet, x>0 =— = >0.
X
1 _
lim =0

xX—>—0c0 X

en effet, x <0 =— 1<0.

X
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Définitions
Notations
Limite finie d’une application réelle en +oo
Limite d’une application réelle en xq € R
Limites infinies
Unicité de la limite

Asymptote horizontale

Soit f: D — R et % sa courbe représentative dans le plan muni d'un repere
orthonormé.
Définition
On dit que 6 a pour asymptéte horizontale la droite d'équation y = £ au
voisinage de +oo (resp. —oo) si lim f(x) =4 (resp. lim f(x) =¢).

X—>+00 X—>—00

e Si lim f(x)=£" alors 6; a pour asymptdte y = £ et reste au dessus de son
X—>+00

asymptoéte au voisinage de +oo.

e Si lim f(x)=4¢ alors ¢r a pour asymptéte y = £ et reste au dessous de son

X—>+00

asymptote au voisinage de +oo.

Et de méme au voisinage de —co si lim f(x)=£" ou lim f(x)=¢".

BCPST1 - Lycée Fénelon Cours : Limites de fonctions réelles



Définitions

Notations
nie d’une application réelle en oo

e application réelle en xq €

Limi
Limite d’
Limites infinies

Unicité de la limite

Exemple. Puisque lim —
X—>—00 X

x—>+00 X

1 R , .
e La courbe de x — — a pour asymptdte |'axe des abscisse y = 0 et reste

au-dessus de son asymptste au voisinage de +oo.

y=0

e La courbe de x — — a pour asymptote |'axe des abscisse y = 0 et reste

au-dessous de son asymptSte au voisinage de —oo.

y=0

es de fonctions réelles

Cours




Définitions
Notations
nie d’une application réelle en +oo
d’une application réelle en xp € R
Limites infinies
Unicité de la limite

Définition

Définition
Soit f : D — R. On dit que f a pour limite le réel £ en xo, si :

Ve>0,3a>0,VxeD,|x—x|<a = |f(x) -4 <e

On note alors : | lim f(x) =£|ou|limf=£|ou|f(x) — L|ou|f—{|
X—>X0 X0 X=X X0

Remarque. Informellement : "on peut faire approcher f(x) de ¢ autant qu’on
veut en prenant x suffisamment proche de xp.”
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Définitions

Notations
Limite finie d’une application réelle er
Limite d'une application réelle en x5 € R

Limites infinies
Unicité de la limite

y=f(x)
et o o o ‘
‘] '
| I
l—e+ | I I
| | I
I | I I
I } I |
L
To—a Ty To+
Figure — lllustration de lim f(x) = ¢; pour chaque écart € > 0, il existe un écart

X—XQ
a >0 tel que si x est a distance de xo inférieure a « alors f(x) et a distance de
f(xo0) inférieure a .
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Définitions
Notations

Limite finie d'une application réelle en &

e application réelle en xp € R
s infinies
Unicité de la limite

Exemple. Soit : f : x — 3x + 2. Alors Iirr} f(x) =5. En effet : soit € > 0

quelconque, alors :
[F(x) =5 <e <= [3x—3|<e <= 3x-1|<e > |x-1|<=
Ainsi il existe a. = % >0 tel que :

x -1 <a. = |f(x)-5|<e

Cours es de fonctions réelles



Définitions

Notations
Limite finie d’une application réelle en +oo

Limite d'une application réelle en xg € R
Limites infinies
Unicité de la limite

Remarques.
e D’apres la définition :

lim f(x) =4 <— I|m(f(x) £)=0 < I|m |f(x)-£| =

X—XQ

En effet :

Ve>0,3a>0,|x-xo| Sa = |f(x)-{| < (i.e.)(li_)n;0 f(x)=10)
<= Ve>0,3a>0,|x—x|<a = |(f(x)-£)-0|< (i.e. ILm (f(x)-£€)=0)
<= Ve>0,3a>0,|x—x|<a = [|f(x)-¥¢-0|<¢e (i.e. I|m [f(x)—£=0)
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Définitions

Notations
Limite finie d’une application réelle en
Limite d'une application réelle en xg €

Limites infinies
Unicité de la limite

e En posant x=xp + h :

lim f(x) ={ < Lirr?)f(x0+h)=€.

X—>XQ

En effet :
Ve>0,3a>0,|x-xo|<a = |f(x) - <e (i.e. lim f(x) =)
X—XQ

= Ve>0,3a>0,lh|<a = |f(xo+h)-{<¢e (i.e.Lir%f(x0+h):€)

ites de fonctions réelles



Définitions
Notations

nie d’une application réelle en +oo
d’une application réelle en xp € R

Limites infinies
Unicité de la limite

e La valeur de f en xp doit étre égale a sa limite lorsqu’elles sont définies.

Si f est définie en xo € R et si limf = £ € R alors f(x0) = ¢.
X0

En effet : Soit f définie en xo tel que lim,, f =¢eR :
Ve>0,3a>0,VxeD,|x—xo| Sa = |f(x) - ¢ <e

Or pour x = xp, |x — xo| = 0 < & quelque soit « > 0.
Ainsi en appliquant la définition pour x = xp, pour tout £ >0, |f(x) — €| < &.

. . a .
Si I'on avait f(xo) # £ alors notons |f(xg) —£| = a>0. Pour ¢ = e 0 on aurait
donc :

a
= Y << <=
a=|f(x) K|\2 ﬁ 1\2

C'est absurde. Donc nécessairement f(xp) = £.

Cours es de fonctions réelles



Définitions
Notations
Limite finie d’une application réelle en +oo
Limite d'une application réelle en xg € R
Limites infinies
Unicité de la limite

Limites a droite ou a gauche en xp

Définition
Soit f : D —> R ; on suppose qu'il existe h > 0 tel que |xo,xo + h[c D.

On dit que f a pour limite a droite en xo le réel { si :

‘V5>0,3a>O,VxeD, O<x-xp<a = |f(x)—€|<€‘

On note alors : | lim f(x)=2£|ou|limf=£|ou|f(x) — £|ou|f—£|
x=xg x5 x—xF

Remarques.

e "Quelque soit I'écart € > 0, si x est suffisament proche de xp et x > xp, alors
f(x) est a distance au plus € de £."

e f a pour limite a droite £ en xp si et seulement si la restriction de f a

D n]xp,+oo[ a pour limite £ en xo.
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Définitions

Notations

Limite finie d’une application réelle en +oo
Limite d'une application réelle en x5 € R
Limites infinies

Unicité de la limite

Exemple. Soit :
-1 six<0
fix— f(x)= S! X
1 six>0

y=f(x)

e Alors lim f(x) =1; f a pour limite a droite 1 en 0.
x—0
En effet, pour tout € > 0 et pour tout x>0, |f(x) -1/=|1-1=0<e.

e Par contre f n’a pas 1 pour limite en 0.

En effet, f(0) =-1+#1.

Remarque. La valeur de f en xo n'est pas prise en compte dans la définition de
la limite de f a droite en xo. Elle I'est dans la définition de lim,,f.
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Définitions

Notations
Limite finie d’une application réelle en +

d’une application réelle en xp € R
ites infinies
Unicité de la limite

Définition
Soit f: D — R ; supposons qu'il existe h >0 tel que |xo — h,xo[c D. On dit
que f a pour limite & gauche le réel £ en xq si :

‘V5>0,3a>O,VxeD, —a<x-x<0 = |f(X)—£|<6‘

On note alors : | lim f(x)=£|ou|limf=4{|ou|f(x) — £|ou|f—£|
X=Xg g X=Xg Xo

Remarque.

f a pour limite a gauche ¢ en xp si et seulement si
la restriction de f & D] — oo, xo[ a pour limite £ en xo.

Cours es de fonctions réelles



Définitions

Notations
Limite finie d’une application réelle en +oo
i "une application réelle en xj € R
s infinies
Unicité de la limite

Exemple. La fonction partie entiére a pour limite 0 a gaucheen 1: lim f(x) =0.
x—1-

En effet, soit € > 0; en prenant a. =1 alors :

—a: <x-1<0 = -1<x-1<0 = 0<x<1l = |x|=0 = ||x]-0]=0<e.

Cours es de fonctions réelles



Définitions
Notations

Limite finie d’une application réelle en +

d’une application réelle en xp € R
ites infinies
Unicité de la limite

Soit f: D — R.

Propriété
Si xo appartient a l'intervalle | c D :
lim f(x)=1¢
x=xg
lim f(x) =0 = {et

o lim £(x) =¢
x—>x0_

Démonstration. La propriété découle de |[x —xp| <€ <= —-e<x—x0
Supposons lim f(x) = ¢; soit € > 0 quelconque.
X—=>X0

Il existe « > 0 tel que Vx e D,|x — x| S v = |f(x) —{| <
En particulier Vxe D, 0<x-x s a = |x—-x| < a = |f(x) { <
Donc lim_ f(x)="¢.
X*}XO
Et Vxe D, <x-x<0 = |x-x|<a = |f(x)-{<e

Donc lim f(x) =/
><—>><0_

Cours : Limites de fonctions réelles




Définitions

Notations
Limite finie d’une application réelle er
Limite d'une application réelle en x5 € R

Limites infinies
Unicité de la limite

Remarque. Cette propriété peut s'utiliser pour montrer qu'un fonction n'a pas
de limite en xp dans le cas ou elle admet des limites a droite et a gauche en xp
différentes : lim f(x) # lim f(x).

X*}XO

—
X=Xy

Pour I'appliquer il faudra d’abord démontrer I'unicité de la limite (propriété 3).

Remarque. La réciproque est fausse; par exemple soit :

+ y=fl)
0 six#0

frox—f(x) = 1 six=0

Alors lim f(x) = lim f(x) =0; par contre f n'a pas pour limite 0 en 0; en
X=X X=Xg

effet, £(0) =1 #0.

La raison en est : pour que les limites a droite ou a gauche en xg soient égales
a /, la valeur de f(xop) n'a pas a étre égale a ¢, tandis qu'elle doit I'étre pour
que la limite en xo soit £.

Cours es de fonctions réelles



Définitions

Notations
Limite finie d’une application réelle en +oo
d’une application réelle en xp € R

Limites infinies
Unicité de la limite

En rajoutant I'hypothése f(xo) = ¢, la réciproque devient vraie :

Propriété
Sous les mémes hypotheses :

X"_,T f(x) =f(x) <= lim f(x) = lim f(x) = f(x0)

Démonstration. On prouve deux implications :
Découle immédiatement de la propriété précédente avec £ = f(xo).

(<) Soit e>0;

|irT(1)+f(x):f(x0) = Ja1 >0,0<x-x <y = |f(x)-f(x0)|<e

|in(1)_f(x):f(xo) = Ja>0,-a<x-x<0 = |f(x)-f(x0)|<e

Cours es de fonctions réelles



Définitions

Notations
Limite finie d’une application réelle en +oo
Limite d'une application réelle en x5 € R

Limites infinies
Unicité de la limite

Soit a = min(au, a2) ; alors pour tout x € D :

O<x-x< o 0<x—xp <1
ou = ou = |f(x) - f(x)|<e
—a<x—-x<0 - <XxX—-Xx0<0

et x=x = |f(x)-f(x)|=0<e

On en déduit que pour tout x € D,—a<x-xp <a = |f(x) - f(x0)|<e. Or
—a<x—x $a < |x—x|<a. Ainsi :

Ve>0,3a>0,YxeD,|x—x|<a = |f(x)-f(x)|<e

donc lim f(x) = f(xo). ]
X=X

Cours es de fonctions réelles



Définitions

Notations
Limite finie d’une application réelle en +oo

d’une application réelle en xg € R
ites infinies
Unicité de la limite

Remarque. Le méme argument montre que :

Si f n'est pas définie en xp, alors :
xlng f(x)=1¢

lim f(x) =¢ < {et

o lim £(x) = ¢
X"XO

sinx

i - 4 A sin x H
Par exemple, pour montrer que J(IEE]T =1 on montre séparément que =* (qui

n'est pas défini en 0) a des limites a droite et a gauche en 0 égales a 1.

Exercice. Montrer que la fonction partie entiere a une limite a droite et une
limite a gauche en tout point de R. En quels point admet-elle une limite ?

Cours : Limites de fonctions réelles



Définitions

Notations
Limite finie d’une application réelle en
Limite d'une application réelle en xg €

Limites infinies
Unicité de la limite

Résolution.

On rappelle la définition de | x| :

neZ
[x]=n < et

n<x<n+1

Courbe représentative de x — | x| :

v=1s] + —

ites de fonctions réelles



Définitions
Notations

Limite finie d’une application réelle er
Limite d'une application réelle en x5 € R

Limites infinies
Unicité de la limite

Soit xp € R. On traite deux cas selon que xp est entier ou non. On répond dans
chaque cas aux deux questions.
e Premier cas. Si xp € Z. Posons xo = n.

— Limite a droite : si x € [n,n+1[ : | x| = n. Donc lim [x] =x0 = |x0].
X—’Xg.

— Limite a gauche : si xe [n—=1,n[ : |[x] =n-1. Donc lim [x]|=x —-1=|xo]-1.
x—»xo_

— Limite : d’aprés la propriété 1 il n'y a pas de limite en xo puisque lim |x]| #
x~>x07

lim [x].
Jim, | x]

o Deuxiéme cas. Si xp € R\ Z. Posons n=|x0]; alors : n<xp < n+1.

— Limite a gauche : si x € [n,xo[ alors |x] = n; donc lim |x] = |xo]

0
— Limite a droite : si x €]xp, n+1[ alors | x| = n; donc lim |x] =|xo]

+
X—>X0

— Limite : lim [x]| = lim [x] = [x]; donc d'apreés la propriété 2 : lim [x] = [xo].

X=X, X=X, X=X
0 0 0

Cours es de fonctions réelles




Définitions

Notations
Limite finie d’une application réelle er
Limite d'une application réelle en x5 € R

Limites infinies
Unicité de la limite

e En conclusion :

— La fonction partie entiere admet en tout point xp € R une limite a droite ainsi
qu’une limite a gauche, finies.

— La fonction partie entiere admet en xp € R une limite si et seulement si xo ¢ Z,

et :
xo ¢ Z = lim|x]=|xo].
X—X0
y=|z] - [—
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Définitions
Notations
Limite finie d’une application réelle en +oo
Limite application réelle en xq € R
Limites es
Unicité de la limite

Limites infinies

On rappelle que f : D c R est une application réelle, ou D contient un intervalle
ouvert non-vide, et a est soit un élément de / soit une borne finie ou infinie de
l;aeR=RuU{+o0,—00}.

Définition
On dit que f a pour limite +co en a lorsque :
eSia=x€cR :

[VE>0,30>0,VxeD,|x-x|<a = f(x)>E|

e Sia=+00 :

[VE>0,3A€¢R,VxeD,x>A — f(x)>E|

e Sia=-o00:

VE>0,3AcR,Vxe D,x<A — f(x) 2 E
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Notations
Limite finie d’une application réelle en +oo
limite Limite d'une application réelle en x € R

Théoreme de la li 10notone Limites infinies
Limites usuelles et méthodes pour lever une indéterminée Unicité de la limite
Equivalence de fonction

et I'on note :

limf(x)=+00| ou |[limf=+oc0| etc.
X—a a

On dit que f a pour limite —oco en a lorsque :

eSia=xeR:

‘VE>0,EIa>O,Vxe D,|x—x|<a = f(x)g—E‘

eSia=+00:

[VE>0,3A€R,VxeD,x> A —> f(x)<-E|

eSia=-o:

[VE>0,3A€R,VxeD,x<A —> f(x)<-E|

et I'on note :

limf(x)=-o00| ou |[limf=-oc0| etc.

x—a a
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s Notations
et compositio i finie d’une application réelle en +oo

Ordr limite i d’une application réelle en xq € R
Théoréme de la limite monotone
Limites usuelles et méthodes pour lever une indéterminée Unicité de la limite

Equivalence de fonction

Remarque. Lorsque a = xp € R, on définit de maniére analogue au cas d'une
limite finie, que f ait une limite infinie a droite ou a gauche en xp :

On dit que f a pour limite +oco a droite en xp Si :

‘VE>O,3Q>O,VXED,O<X*XOSCE — f(x);E‘

On dit que f a pour limite —co a droite en xp si :

‘VE>O,E|O¢>O,VXE D,0<x-x<a — f(x)ng‘

On dit que f a pour limite +oco a gauche en xp si :

‘VE>O,3a>O7VxeD,—o¢<x—xo<O — f(x);E‘

On dit que f a pour limite —co a gauche en x si :

[VE>0,30>0,¥xeD,~a<x-x<0 = f(x)<—E|

Cours : Limites de fonctions réelles



Définitions

Notations
Limite finie d’une application réelle en
Limite d’une application réelle en xq

Limites inf S
de la limite

Par un raisonnement analogue a celui de la preuve de la propriété 2, on a le
résultat :

Notons L = +oo.
lim f(x) =L
X
lim f(x) =L <= f n'est pas définie en xo, et {et
’ lim f(x) =L

X"XCT

ites de fonctions réelles



Définitions

Notations
Limite finie d’une application réelle er

Limite d’une application réelle en x)
Limites i S
Unicité de la limite

Exemple. Soit :

Alors Iim+ f(x) =400 |; en effet, soit E >0 quelconque; si x>0 :
x—0

1>E>O<:>0<x<
X

m| =

1
Ainsi en posant ag = £ >0, alors Vxe R* 0 <x<ag = f(x) > E.

D’ou la conclusion.

D’autre part Iirgf f(x) = —oo |; en effet, soit E >0 quelconque; si x <0 :

<-E<0 0>x2—%

x| =

L. 1 *
Ainsi en posant ag = = >0, alors Vx e R*, —ag < x<0 = f(x) < -E.
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Définitions

Notations

Limite finie d’une application réelle en +oo
Limite d’une application réelle en xg <
Limites i :
Unicité

Interprétation graphique : asymptote verticale

Définition

La courbe représentative de f : D — R admet pour asymptéte verticale la
droite x = xo (avec xo € R) si la limite de f en xo, a droite ou a gauche, est
infinie.

admet

Exemple. La courbe de f(x) =
pour asymptd&te verticale la droite x = 1.
En effet (par exemple) Iir?+ f(x) = +o0 : soit

E>0etx>1

>E>0 < x-1«

ml=

x-1

N

1
donc en posant af = £ >0:

O<x-1<ar = f(x)2E
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Définitions
Notations
Limite finie d’une application réelle er
Limite d'une application réelle en x; ¢
Limites i S :
Unicité de la limite

Asymptote oblique

Définition
La courbe représentative de f : D — R admet pour asymptoéte oblique la
droite d'équation y = ax + b en +oo si :

lim f(x)-(ax+b)=0.
X—>+o00
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Définitions
Notations
Limite finie d’une application réelle er

Limite d’une application réelle en x;

Limites i S
Unicité de la limite

Exemple.

x> +1

La courbe de f(x) = —— admet pour
asymptote oblique la droite y = x + 1 en +oo.

En effet :
X+1-(x*-1) 2

|
1
|
|
|
i
|
1
|
X—]_ X—]_X~>+oo i x
I
\
|
1
|
1
|
|
i

f(x)-(x+1) =

puisque, soit € >0 :

2 2
Soit x>1:0< e <= x>-—+1.
x—-1 €
En posant A5:§+1:
2
X>A5 > ‘7_0 €
x-1
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Définitions
Notations
Limite finie d’une application réelle er

Limite d’une application réelle en x( ¢

Limites i S
Unicité de la limite

2 .
Exercice. Montrer que la courbe de f(x) = T admet pour asymptéte oblique
X

en +oo la droite d'équation y = 2x + 2.

Résolution. On considere :

f(x)-(2x+2) = 2x* - 2(x + 1)(x - 1) _ 2x%* - 2(x* - 1) 2

x-1 x-1 X —1 x>+

Ainsi la droite y = 2x + 2 est asymtdte a la courbe de f en +oo (on pourrait
vérifier qu'elle I'est aussi en —o0).
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Définitions
Notations
Limite finie d’une application réelle en +oo
Limite d’une application réelle en xq
Limites infinies :
Unicité de la limite

Unicité de la limite

Propriété
Si f admet une limite en a € RuU {+00, -0}, cette limite est unique.

Démonstration. Par I'absurde : supposons que f admette deux limites
différentes L; et L> en a.

Il'y a 27 cas a considérer, selon que a, L; et L, soient réels, +o0 ou —co... On
ne montre qu’'un cas, le plus délicat, tous les autres cas se traitent de maniere
analogue. On suppose que a, L; et L sont tous trois réels.

Soit lim f(x) = Ly et lim f(x) = Lo.

Lo - Ly

En posant € = > 0. Alors :

Jay >0,VxeD, |x-a<ar = |f(x) - Li|<e, et

Jaz >0,VxeD, |x—al<or = |f(x) - L2|<e.
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Définitions

Notations
Limite finie d’une application réelle er
Limite d’une application réelle en xq

Limites infinies
Unicité de la limite

Posons a = min(au, a2). Ainsi :

|X—a|<a1 |f(X)—L1|S6
VxeD, [x-al<a = {et = qet
|x —a| < az |f(x) - Lo <e
If(2) =L <e |f(z) = La| < e
Li—¢ Ly Li+e Ly—c¢ Lo Lo+e¢ f(T)

En appliquant I'inégalité triangulaire, pour tout x € D, si x est a distance de a
au plus a :

2
“_2 — L1| = |L2 — f(X) + f(X) — L1| IgT ‘f(X) — L2| + ‘f(X) - L1‘ <2 = §|L2 - L1|

2
Et donc puisque Lo — L1 >0: 1< 3 C'est absurde.

Donc f ne peut pas admettre les deux limites réelles L # L.
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Opérations et limites
Somme
oduit

Quotient

Opérations et limites

On établit les résultats usuels sur les limites d'une somme f + g, d'un produit
f x g, et d'un quotient é de deux applications f et g, en fonction des limites de
fetg.

Dans toute cette partie, f et g désignent deux application réelles de D dans R,
I un intervalle ouvert non vide avec | c D, et a désigne une borne finie ou
infinie de /; ¢ et £’ désignent deux réels.

Dans un tableau, IND désigne un cas indéterminé; on ne peut rien conclure
dans ce cas sur la limite, ni son existence, ni sa valeur.

Cours es de fonctions réelles



Opérations et limites Somme

Produit
Inverse
Quotient

Limite d'une somme

Propriété

Si f et g admettent une limite en a alors la limite de leur somme f + g en a
s'obtient a I'aide du tableau suivant :

lim f Y4 14 V4 +00 | —00 | +o0

limg v 400 | —o0 | £ /| -

limf+g || £+¢ | +c0 | —c0 | 400 | —co | IND
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Opérations et limites

Somme
Produit
Inverse
Quotient

Démonstration. En guise d'exemple on établit le premier cas et le deuxieme

cas avec a = xp € R; les autres cas se traitent de maniére analogue.
e A prouver :

limf=letlimg=0 — lim(f+g)=0+0
X0 X0 X0

. . g s €
Soit € > 0; appliquons la définition avec > >0:

Ja1>0,Vxe D, |x—xo| San = |f(x)-{| <

€
2
Jaz >0,Vx € D, |x - x| < a2 = |g(X)—€/|<%

Cours

es de fonctions réelles



Opérations et limites

Somme
Produit
Inverse
Quotient

Soit @ = min(ay,a2); alors

x = xo| <
| <

VxeD,|x-x|<a =
b=l { 800 )< 2

. {|f<x>—e|<z

En appliquant I'inégalité triangulaire : Vx e D,

|x = x0| €@ = |(f+g)(x)—(€+€’)| < |f(x)—€|+|g(x)—£"<2>< <e
I.T.

€
2
Ainsi, pour tout € >0, il existe a > 0 tel que :

|x-xo| < = ’(f+g)(x)—(£+£')’<6

Par définition, lim(f +g) =¢+ /.
X0
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Opérations et limites

Somme
Produit
Inverse
Quotient

e A prouver :

I|mf l et I|mg +o0 = I|m(f+g)—+oo

Soit E > 0; posons E'= max(2E £,1)>0. Par définition :

limf=¢ = Ja1>0,YxeD,|x—x|<a1 = |f(x)-{| <
X0

limg = +o0 == 32 >0,YVxeD,|x—x|<a = g(x)>E’
X0

Soit a = min(ay, az2) ; alors pour tout x € D :

|x — xol
|

o :>{|f(x)—Z|SE :>{f(x)ZE—E

<
[x=x0| €@ =
< g(x) > E g(x)=22E-¢

|x = xo
et donc en sommant les inégalités :
x-xo|<a = f(x)+g(x)2l-E+2E-(>E

Ainsi pour tout E >0, il existe a > 0 tel que [x —xo| S = (f+g)(x) >
Par définition lim(f + g) = +oo. ]
X0
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Opérations et limites STE

Produit
Inverse
Quotient

Limite d'un produit

Propriété
Si f et g admettent une limite en a alors la limite de leur produit f x g en a
s'obtient a I'aide du tableau suivant :

lim f € [ €40 0 | o0

limg A +00 | +00 | +o0
a

limfxg || £x¢ | +oo | IND | o0

ou les signes sont obtenus a I'aide de la régle des signes dans un produit.
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Opérations et limites

Somme
Produit
Inverse
Quotient

Démonstration. Montrons par exemple la deuxieme, avec a=xp € R, £>0 et

Soit E > 0. Posons ¢ = g > 0. Par définition :

limf=¢ = Ja1>0,VxeD,|x-xo| < :|f(x)—£|§§
X0
:E—ééf(x)§€+€
2 2
— LY
2 2

Posons E; = % > 0; par définition :
limg =+0c0 = Jax>0,Vx e D,|x—x|<ar = g(x) > &1
X0

— (0>
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Opérations et limites

Quotient

Posons a = min(a1, o). Alors Vx e D :

|x —x0] € a = c :f(x)xg(x)zgx%zE

Ainsi : VE>0,3a>0,VxeD,|x - x| <a = (fxg)(x) > E.

Par définition, lim(f x g) = +o0.
X0
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Opérations et limites Somme

Produit
Inverse
Quotient

Inverse.

Propriété
Si f admet une limite en a et si f ne s’annule pas sur un intervalle ouvert |

dont a est un élément ou un borne, alors l'inverse % est définie sur | et la limite
de % en a s'obtient a 'aide du tableau suivant :

limf || £40 0 0" | 00 | +o0

IND | 400 | —00 | O

|| H
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Opérations et limites

Somme
Produit
Inverse
Quotient

Démonstration. Prouvons par exemple la 3éme en a = +00 ; 3 montrer :

1
limf=0" = lim= = +oo0.

+o0o +o0o

Soit E > 0. Posons € = % > 0. Par définition :

JA; eR,VxeD, x> A — 0<f(x)<e

Par hypothése, f ne s’annule pas sur un intervalle de la forme Ay, +oo[.
Posons A = max(Ai, A2) ; alors :

VxeD,x> A :>0<f(x)<€=%
1
—2E
S
. 1
Ainsi VE>0,3AeR,x>A — —— > E.

Par définition lim 1 = +00.
t+oo f
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Opérations et limites STE

Produit
Inverse
Quotient

Quotient

Propriété
Si f et g admettent une limite en a et si g ne s’annule pas sur un intervalle

ouvert | dont a est un élément ou un borne, alors le quotient é est définie sur |
et sa limite en a s’obtient a I'aide du tableau suivant :

lim f ¢ | €40 040| €40 | 0 | 200 | £ | zoo

limg || £#0 | 0° 0~ 0 0 0 +00 | 00

. 14
lim —

7 +o0o | xoo | IND [ IND [ IND | 0 | IND
a g

ou les signes sont obtenus a I'aide de la régle des signes dans un quotient.

Démonstration. |l suffit d'appliquer les propriétés 5 et 6 sur la limite du
produit et de l'inverse. n
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Opérations et limites

Somme
Produit
Inverse
Quotient

Remarque. On peut alors appliquer ces résultats en partant de :

Soit f(x) = x I'application identité de R. En tout a € R, limx = a.

x—a

Soit g(x) = ¢ une application constante sur R. En tout a ¢ R, limc =c.

X—a

Démonstration. En effet : il suffit d'appliquer les définitions aprés avoir
remarqué que :

Ve>0,VxeR,|x-xo| e = |[f(x)—x|<e = limx=xo

X—=>X0

VE>0,VxeRx2>E = f(x)2E = lim x=+o0

X—>+00

VE>0,VxeR,x<-E = f(x)<-E = lim x=-o00

X—>—00

Ve>0,VxeR,|g(x)-¢c|=0<e = limc=c

X—a
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Somme
Produit
Inverse
Quotient

Opérations et limites

Exercice. Déterminer les limites éventuelles de :
2
(a+1)x"+3x

F(x) D1l

1 . N
en +oo et en =, en fonction des valeurs du parameétre a € R

Résolution.

e En +oo :
-Sia=-1:
F(x) = 3x 3 _)§
Vo1 2ol 2
-Sia#-1:
f )_x2x((a+1)+%)zxxa+1+%*> +oo sia>-1
><(2 1) 2-1 4o -0 sia<-1
Cours es de fonctions réelles




Opérations et limites

Somme
Produit
Inverse
Quotient

a+1+3_{0 — a=-T
-

lim(a+1)x" +3x =
ol 4 40 < a#-7

2

= +o00

lim 2x-1=0" = lim !
x—>1* 2x -1

lim 2x-1=0" = lim !
- x—1~ 2x -1

x=3

x—1

2
Ainsisi a# -7 :
Iir?+ f(x) # Iir{mi f(x) = f(x) n’a pas de limite en %
X=3 X=3

Sia=-7:

—6x° +3x _=3xx(2x-1)
2x-1  2x-1 T 1 2

f(x) =
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Limite et composition Limite de la composée de fonctions

Suites et limites de fonctions

Limite de la composée de fonctions

Théoreme

Soient :

— a et b des réels ou +oo ou —oo,

—f:Df — R et g: D, — R deux applications, avec :

— Dr c R et Df contient un intervalle ouvert non vide I, dont a est un élément
ou une borne,

— Dg; c R et D; contient un intervalle ouvert non vide I, dont b est un élément
ou une borne

(de sorte que Iign f et Ii[rJng aient un sens),

—et f(Df) c Dy

(de sorte que la composée g o f : Df — R soit bien définie).
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Limite et composition Limite de la composée de fonctions

Suites et limites de fonctions

Limite de la composée de fonctions

Alors :
limf=5b ;
|i£ng:L :hgngof:L

ou a, b et L désignent chacun un réel ou +o0 ou —oo.

Démonstration. Montrons le résultat dans le cas ot a=xg € R, b= +o00 et
L =—o0; les 26 autres cas se prouvent de maniére analogue.
Soit E > 0 quelconque; il faut montrer |'existence de « > 0 tel que

Vx e Dr,|x —xo| <o = gof(x)<-E.
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Limite et composition

Limite de la composée de fonctions

Suites et limites de fonctions

Puisque lim g = —oo, pour ce E >0 il existe A€ R tel que :
+o0

VxeDg, x> A =— g(x)<-E. (1)

Puisque lim f = +o0, en posant A; = max(A,1) >0, il existe a > 0 tel que
X0

VxeDr,|x—x| S = f(x)2A12A (2)
Puisque (D) c Dy, alors pour ce >0 :
Vx e Df,|x — x| €« (:2)> f(x)zA (:1)> g(f(x))<-E
Ainsi il existe a > 0 tel que
Vx € Dr,|x —xo| Sa=gof(x)<-E

Par définition, limg o f = —co. [ ]
X0

BCPST1 - Lycée Fénelon Cours : Limites de fonctions réelles



Limite et composition Limite de la composée de fonctions

Suites et limites de fonctions

Exemples.

Exemple. e Admettons pour l'instant la limite de exp en +oo : lim €* = +co.
X—>+00
(On la démontrera plus loin). Déduisons-en la limite de exp en —co : lim €* = 0",
X——00
- w1 L x o
Par inverse : e = — donc lim e~ =0".
ex X—+o00

Par composition :

o . (- +
Xomee oy = lim e ™ =0
lim e =0 x——00
X—+00
o N
Ainsi : lim € =0".

X—>—00
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Limite et composition Limite de la composée de fonctions

Suites et limites de fonctions

Exemples.

Exemple. e Admettons pour I'instant la limite de In en +o0 : lim In(x) = +oo.

X—+00
Déduisons-en la limite de In en 0" : lim In(x) = —oo.
x—0
, 1 . - .
D'une part In= = —Inx. Par produit de limite (avec la fonction constante
X

x+—-1): lim In= = -oo.
X—+0o X

Par composition :

lim — =+ 1
| .
x>0+ X 1 = limIn|3]=-c0
+ =
lim In[=)=-c x=0 o
X—>+00 X
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Limite et composition S - .
P Limite de la composée de fonctions

Suites et limites de fonctions

Théoreme de composition des limites

Nous avons beaucoup utilisé, bien qu'admis pour l'instant, le résultat suivant
pour calculer la limite d'une suite :

Théoreme
Siut (un)n une suite d'éléments de D c R. Alors :

lim u,=a
n—+oo H —
fdc = ([ = mk Aen) =6

(ot a et b peuvent étre réels, +oo ou —cc.)

Démonstration. Prouvons le résultat par exemple pour a=+oo et beR; les
autres cas se traitent de maniere analogue.
Soit € > 0 quelconque; il faut montrer |'existence d'un entier N € N tel que :

VneN,n>N = |f(u,) - b/ <e.
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Limite et composition

Limite de la composée de fonctions
Suites et limites de fonctions

Puisque lim f(x) = b, pour cet € > 0, il existe une réel A tel que :
X—>+00

VxeDr, x> A = |f(x)-b|<e. (1)
Par hypothése, Dr contient un intervalle de la forme |m; +oo[ avec m > 0.

Posons A; = max(A, m) >0. Puisque lim u, = a, pour ce A; >0, il existe
n—+oo

N €N tel que :
VneN,n>N = u,2A;1 2 A (2

et donc :

up 2
—VneN,np N — { " = |f(un) - b| < e.
2 un € Dy (¢D)
Donc pour tout £ > 0, il existe N € N tel que n> N = |f(u,) — b <e.

Par définition de la limite d'une suite, lim f(u,) = b. ]
n—+oo
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Limite et composition

Limite de la composé fonctions
Suites et limites de fonctions

Remarque. Nous avons déja beaucoup utilisé ce résultat (chapitre : suites
réelles) pour calculer la limite d'une suite.

Le résultat peut aussi s'employer pour montrer qu'une fonction n'admet pas de
limite, comme dans I'exemple qui suit.

Exemple. La fonction cos n'admet pas de limite en +oco.
En effet : dans le cas contraire, si cos avait pour limite L en +o0, puisque nm —>
+o0

+oo alors cos(nm) aurait aussi pour limite L en +oo. Or, par 2m-périodicité de
cos :

cos(w) =-1 si nimpair

cos(nm) = = cos(nm) = (-1)".

cos(0) =1  sin pair
Puisque (-1)" n'a pas de limite, cos n'a pas de limite en +oo.

Un argument analogue permet de montrer qu'il en est de méme pour cos en —oo
ainsi que pour la fonction sin en +oo.
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Limite et composition

Limite de la composée de fonctions

Suites et limites de fonctions

Exercice.

1. En appliquant le théoreme de composition des limites, montrer que la
fonction sin n'admet pas de limite en +oo.

2. En appliquant la limite d'une composée, en déduire que cos n'a pas de
limite en —oo.

Résolution.

(1) On utilise n+ 3 — +o0; si la fonction sin avait une limite L en +oo, alors
+o0

d’aprés le théoréme de composition des limites, la suite sin (n7r + %) aurait aussi
pour limite L; or :

sin (mr + g) = cos(nm) = (-1)"

n'a pas de limite; donc sin n'a pas de limite en +oo.
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Limite et composition

Limite de la composé fonctions

Suites et limites de fonctions

2
composition des limites cos(g —X) aurait L pour limite lorsque x — +oo. Or :

(2) En utilisant Z — x —> —oo, si cos avait une limite L en —oo, alors par
+o0

cos(g —x) =sin(x)

n'a pas de limite en +oco0. Donc cos n'admet pas de limite en —co.
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Limite et signe d’une application

Ordre et limite Théoreme des gendarmes

Voisinage.

Soit a€ R =R U {+00,~00}, et soit f: D —> R comme précédemment.

Définition
e On appelle voisinage de a € R dans D, toute intersection de D et d’'un
intervalle ouvert contenant a.

e On appelle voisinage de +oo dans D une intersection de D et d’un intervalle
de la forme |m, +oo|.

e On appelle voisinage de —oco dans D, toute intersection de D et d'un
intervalle de la forme | — oo, M.
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- Limite et signe d’une application
Ordre et limite LT

Théoréeme des gendarmes

Théoreme
Silimf=LeR, alors :

e si L est strictement positif ou +oo, alors f(x) est strictement positif sur
un voisinage de a dans D,

e si L est strictement négatif ou —oo, alors f(x) est strictement négatif sur
un voisinage de a dans D.

Démonstration. On ne montre que le cas ol a = xp € R; les autres cas sont
analogues (avec des voisinages de +00).

—Si L=+00; soit E >0. Par définition, pour ce E :
Ja>0,YxeD,|x—x|<a = f(x)2E>0

Ainsi, pour ce >0, Vxe D, si xe Dn]xo - o, x0 + o alors f(x) > 0.

Cours es de fonctions réelles



Limit igne d’une application
Ordre et limite LT

Théoren ndarmes

~

-SiL>0; soite= 3 > 0. Par définition, pour cet ¢ :

Ja>0,VxeD,|x—x|<a = |f(x)-L|<e=

N~

— —%gf(x)—Lg

N~

A

:0<§<f(x)<

ol

Ainsi, pour ce @ >0, Vx e D, si xe Dn]xo— a,x + «f alors f(x) > 0.

—Si L<0ou L=-o0; il suffit d’appliquer I'un des deux cas précédents a (—f).m

BCPST1 - Lycée Fénelon

Cours : Limites de fonctions réelles



Limite et signe d’une application
Ordre et limite 3 Ll

Théoréeme des gendarmes

Corollaire
Supposons que limf = LeR ; alors :
a

e Si pour tout x dans un voisinage de a dans D, f(x) > m alors L > m.
e Si pour tout x dans un voisinage de a dans D, f(x) < M alors L < M.

e Si pour tout x dans un voisinage de a dans D, m < f(x) < M alors
m<L<M.

Démonstration. Montrons le premier ; le second est analogue et le troisieme
découle des deux premiers.

Par I'absurde : supposons que Iign f=L<m.

Alors d’aprés le théoréme précédent f(x) — m est strictement négative sur un
voisinage DN ]a1, a2[ de a dans D.

Or par hypothése f(x) — m est positive sur un voisinage D n]by, b,[ de a dans
D.

Ainsi sur Dn]ay, a[ N ]b1, b2, f(x) — m est a la fois > 0 et <0. C'est
impossible puisque par hypothése (D contient un voisinage de a)

Dn]ai, a[n]b1, bo[ est non vide. ]
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Limite et signe d’une application
Théoréeme des gendarmes

Ordre et limite

Remarques.
— Attention les inégalités sont larges : c'est faux avec des inégalités strictes, i.e.
si I'inégalité est stricte tout ce qu’on peut conclure est :

VxeD,f(x)>m = f(x)>m = L>m

strict large large

Contre-exemple : € >0 sur R et lime™ = 0.

— Rédaction : f(x) > met limf =L, alors par passage a la limite L > m.
a

Corollaire
Soient f et g deux applications de D dans R.

Silimf =L etlimg=L" et si pour tout x dans un voisinage de a : f(x) < g(x),
a a

alors : L< L.

Démonstration. Il suffit d'appliquer le corollaire 11 a g — f qui reste positive
sur un voisinage de a. [
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Limite et signe d’une application

Ordre et limite Théoréme des gendarmes

Théoreme des gendarmes. Cas d'une limite finie

Théoreme
Soient f, g, h trois applications de D dans R. Si pour tout x dans un voisinage
de a dans D :
f(x) < g(x) < h(x)
alors

limf =1/ ;
imh=¢ [ — mg=¢

olacR et LeR.

Démonstration. On le prouve dans le cas ol a = xp € R; les deux autres cas
sont analogues.
Soit £ > 0 quelconque ; par définition :

Ja1 >0,Vxe D, |x — x| San = |f(x)-{|<e

Jaz >0,Vx e D, |x — x| <ax = |h(x)—-{|<e
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P Limite et signe d’une application
Ordre et limite 5 i

Théoréme des gendarmes

Posons o’ = min(a1,a2) > 0. Alors Vx e D :

r_ {|f<x>—e|
|

|x=x0| € @ = {
Mais par hypothése Jaz > 0,Vx € D, |x — xo| < a3 = f(x) < g(x) < h(x).
Posons a = min(a/, a3), alors pour tout x € D :

|x—x|Sa = -e<f(x)-L<g(x)-L<h(x)-L<e
g -l <<

Ainsi limg = £. [
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P Limite et signe d’une application
Ordre et limite 5 i

Théoréme des gendarmes

Exemple. L'étude des variations montre que pour tout x € R, (cf. TD1) :

x>
x - — <sin(x) < x
6
Ainsi pour tout x € R}
x?  sinx
1-—¢ <1
6 X
N—
1
0
R N . sinx
d’apres le théoreme des gendarmes : lim =1
ot x
s sin x .. sinx
Par parité de x —> ——, on a aussi lim =1.
X - X

. sinx J
Et donc, puisque —— n’est pas définie en 0 :
X

sin x

lim
x—0 X

=1

ites de fonctions réelles



- Limite et signe d'une application
Ordre et limite 1 Lw

Théoréme des gendarmes

Exercice. On rappelle que pour tout x € R :

2 2 4
X X~ X
1-—< Ll == d& =
2_cos(x)_ CRT

. .. 1 — cos(x
1. En déduire la limite en O de #
X
2. Retrouver cette limite en transformant |'expression pour appliquer
. sin(x)
lim ——=.
x—0 X
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Ordre et limite

Limite ef

ig

ne d’une application

Théoréme des gendarmes

Résolution.

1) Pour tout x € R”,

2

2 4

1—%£cos(x)£1—x—+x—

2 4l

x2>0

2) On multiplie en haut et en bas par 1 + cos(x) :

1 - cos(x)

1 - cos?(x) B

x2

© x2(1+cos(x))

(sin(x)

X

) - e
X
1 + cos(x)

—

1
2

Cours
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Limite et signe d’une application

Ordre et limite Théoréme des gendarmes

Cas d’une limite infinie

Théoreme
Soient f et g deux applications définies sur D et a valeur dans R.
Si pour tout x dans un voisinage de a dans D :

f(x) <g(x)
alors :
limf =+00 = limg = +oc0

limg=-0c0 = limf = -0
a a

ot ac€R.

Démonstration. On ne montre que le cas ol a=xp € R; les autres cas sont
analogues.
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P Limite et signe d’une application
Ordre et limite 5 i

Théoréme des gendarmes

Par hypothése il existe ag > 0 tel que Yxe D n ]Ja—-ag,a+ aol, f(x) < g(x).
— Si limf = +o00. Soit E > 0; par définition :

Ja1 >0,VxeD,|x - x| <1 = f(x) 2 E

Posons a = min(ap, 1) ; alors Vx e D :
[x = x| € =

Ainsi lim g = +o0.

- Si Iin‘?g = —oo alors lim(—g) = +oco (par produit) et dans un voisinage de a
dans 5 -g(x) < ff(x)a, donc d’apres le point précédent lim(—f) = +oo et par
produit Iign f=-oc0 ’ [
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Limite et signe d’une application

Ordre et limite Théoréme des gendarmes

Exemple. Montrons que lim & = +oo.

X—>+00
La fonction x — €* — x est strictement croissante sur R, (car exp’ = exp est
strictement positive et exp(0) = 1).
On en déduit que Vx e R;, € > x. Or limx = +o00, donc lime” = +o0.

+oo +oo

Exercice. Soient f(x) = 2 — cos(x) et g(x) = x(2 — cos(x)). Montrer que f
n'admet pas de limite en +oo tandis que lim g = +oo.
+00

Résolution.

La fonction f n'admet pas de limite en +oco car autrement, par somme cos
admettrait une limite en +oco. Or cela contredirait le théoréme de composition
des limites puisque cos(nm) = (-1)" n'a pas de limite alors que nw 2 too.

Pour tout x e R :

—1<cosxgl1 < —cosx <
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Théoréme de la limite monotone

Théoreme de la limite monotone.

Notations.Soit / un intervalle et f une application définie sur /.
Si I'image directe (/) = {f(x)|x € /} est majoré alors (/) admet une borne
supérieure que 'on note : supf =sup (/).

I
Si I'image directe (/) = {f(x)|x € /} est minoré alors f(/) admet une borne
inférieure que I'on note : ir}ff =inf f(I).

Théoreme
Soit | =]a, b[ un intervalle ouvert non vide avec ac R et be R. Soit

f :]a, b[— R une application croissante, alors :
e Sif est majorée sur | alors IiIrJn f = supf.
I

e Sif n'est pas majorée sur | alors Ii[r;n f = +o0.
e Sif est minorée sur | alors limf = ir}ff.
a

e Sif n'est pas minorée sur | alors limf = —oo.
a
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Théoréme de la limite monotone

Démonstration. On le prouve dans le cas ol a et b sont réels; les autres cas
sont analogues.
—Si f est majorée sur | : IM e R, Vx e I,f(x) < M. Ainsi (/) est majoré et
sup f =sup f(/) existe.

I

Soit € > 0; puisque sup f est le plus petit majorant de f(/), sup f —e n'est pas
I I
un majorant de f(/), et donc :
Ix1 € Ja, b, sup f-e<f(x)< sup f
Ainsi puisque f est croissante sur ]a, b :
Vx € ]a, b[, x x1:>supf e<f(x)<f(x)<sup f
I

Posons a=b-x1 >0; Vxel:
x1<x<b < x1-b<x-b<0 < -a<x-b<0 < |x-b|<a

Posons ¢ = sup f: on adonc:

Vxel|x-blsa =l-e<f(x)<l = l-e<f(x)<l+e = |f(x)-{|<e

Ainsi par définition lim f(x) = £=sup (/).
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Théoréme de la limite monotone

— Si f n'est pas majorée : soit E > 0; ce n'est pas un majorant de f et donc
3X1 € ]27 b[, f(Xl) > E.
Puisque f est croissante :

Vxel,x2x = f(x)2f(x)>E

Posons ov = b—x; > 0; alors (comme ci-dessus) pour x €/,
[x=b|<a < x1<x<b, etdonc:

Vxel|x-bl<a = x1<x<b = f(x)2E

Ainsi
VE>0,3a>0,Vxel/|x-bl<e = f(x)2E

donc Iirr)) f(x) = +oo0.

X—
Pour les deux cas restants (limite en a), soit on procéde de maniére analogue
en changeant majorant en minorant, sup en inf et b en a, soit on applique les
deux points déja démontrés a x —> —f(-x) qui est définie et croissante sur
I'intervalle ] — b, —a[ puis on conclut & I'aide des théorémes sur la limite d'une
composée ou d'un produit. [ |
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Théoréme de la limite monotone

Remarque. Le théoreme permet aussi de traiter le cas d’une fonction
décroissante, en I'appliquant a (=f) qui est croissante. On obtient :

Soit f décroissante sur |a, b :

e Si f est minorée sur [ alors lim f = inf f.
b I
e Si f n'est pas minorée sur / alors lim f = —co.
b

e Si f est majorée sur [ alors limf =sup f.
a I

e Sif n'est pas majorée sur [ alors limf = +co.
a

Exemple. Montrons que lim Inx = +oo.

X—>+00
La fonction In est croissante sur ]0,+oo[ puisque c'est une primitive de x — =
X
qui est positive sur R}. Ainsi il suffit de montrer que In n’est pas majorée.

Par I'absurde si IM € R, In(x) < M alors par croissance de exp : x < e".
C'est impossible puisque lim x = +oo (appliquer la définition avec E = e > 0).
+oo
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Théoréme de la limite monotone

Exercice. Soit f une fonction définie sur R, croissante et majorée vérifiant :

V(x,y)eRi,f(X;y)é f(X);f(y).

Montrer que f est constante.

Résolution.

Indication : Puisque f est croissante sur R, d'aprés le théoreme de la limite
monotone, f admet une limite finie £ en +co. Montrons que lim f(x) = f(0).
X—+00

En prenant y = 0 puis en passant a la limite dans I'inégalité obtenue :

VxeR,, f(g)gw — 2f(§)—f(x)<f(0) ()

Comme limites d'une composée : lim f(x) = lim f(g) =/
X—>+00 X—>+00

Par passage a la limite dans (%) : 20 -£< f(0) = £<f(0).

Or puisque f est croissante, Vx € Ry, f(x) > f(0) et donc par passage a la

limite £ > f(0). Donc £= lim f(x)=1f(0) =sup f. Puisque f est croissante :
X—>+00 /

VxeR: : f(0) < f(x) <sup f =f(0). Donc f est constante égale 3 f(0).
I
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Théoréme de la limite monotone

Corollaire

Soit f une fonction monotone sur un intervalle | =]a, b[.

Alors f admet en tout point xo € | une limite a droite ainsi qu’'une limite a
gauche, finies.

De plus si f est croissante :

limf < f(x)<limf
Xy X
et si f est décroissante :

limf < f(x) <limf.
5 X

Démonstration. On le prouve dans le cas ol f est croissante; I'autre cas s'en
déduit en considérant (-f). B
Considérons la restriction f de f a Ja, xo[ ; f est majorée par f(xp) et donc
d’'apres le théoréme de la limite monotone, limf =limf = sup f.
X0 X0 Ja,xo[

De méme en considérant la restriction f de f a ]xo, b[, qui est minorée par
f(x0) : limf=limf=inf f.

xg' X

0 Ix0,b[
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Théoréme de la limite monotone

De plus puisque f est croissante :

Vx € Ja,xo[, f(x) < f(x0) donc par passage a la limite lim f < f(xo)

0

Vx € ]xo, b[, f(x0) < f(x) donc par passage a la limite f(xo) <lim f
%o

Exemple. On retrouve que la fonction partie entiére x — | x| admet en tout
xo € R une limite a droite et une limite a gauche, finies. (Mais pas de limite en
Xo € 7 ')
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Théoréme de la limite monotone

f(x)

X
décroissante. (Exemple : In). Montrons que Vxp > 0, limf = f(x0) (i.e f est
X0

Exercice. Soit f une fonction croissante sur R} tel que g : x — est
continue.)
1. Soit xg € R} quelconque. Obtenir un encadrement de f(xo) par IimXO- f et
Iimxar f.
2. Obtenir un encadrement de g(xp) par lim, g et lim+ g; en déduire un
autre encadrement de f(xo) par lim, f et lim. f.

3. Conclure.

Résolution.
1) f est croissante; donc f admet en tout xo € R} une limite a gauche et une
limite a droite, finies, et
limf < f(x) <limf. (1)
xa xt

0
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Théoréme de la limite monotone

2) g est décroissante : donc g admet en tout xp € R} une limite & gauche et une
limite a droite, finies, et

|ixrpg <glx)<limg

*o

— i 100 D)y 700 @

X"XO X0 X=Xy X

lim f(x) lim f(x)

x~>x0 f(Xo) X~>x0’ . ..
— < < par quotient des limites

X0 X0 X0

— lim f(x) <f(x) < lim f(x) 3)
X0 >! xax x~>x0’

3) Des encadrements (1) et (3) découle : lim f(x) = lim f(x) = f(x0), donc f
X*)XO X*)XJ

admet une limite en xo égale a f(xo).
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Limites usuelles
Méthodes pour lever une indéterminée

Limites usuelles et méthodes pour lever une indéterminée

Limites usuelles

On établit les limites des fonctions usuelles. Combiné avec les résultats sur les
effets des opérations somme, produit, inverse, quotient, ainsi que de la
composition, sur les limites, elle permettent le calcul de limite dans de treés
nombreux cas, sauf forme indéterminée.
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Limites usuelles
Méthodes pour lever une indéterminée

Limites usuelles et méthodes pour lever une indéterminée

Limite en xo d'une application continue

On admet pour l'instant le résultat suivant qui sera établi dans les chapitres
" Continuité” et "Dérivabilité" :

e Soit f: D — R une application continue.
Alors pour tout xp € D :
lim f(x) =f(x)-
X—=XQ

e Soit f : D — R une application dérivable. Alors f est continue.

Démonstration. Nous verrons que cela découle immédiatement des définitions
de la continuité et de la dérivabilité d'une application. [ |
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Limites usuelles et méthodes pour lever une indéterminée

Limite en +oo d'une application polynomiale

n
Soit f(x) = Z akx” une application polynomiale.

k=0
Alors les limites en +oo de f sont égales aux limites de son mondme de plus haut

degré.

n
Démonstration. Soit f(x) = »_ arx”.
k=0

— Si f est le polyndme nul, f est constante et ses limites en +oo sont nulles.
— Sidegf = neN; on factorise le monéme de plus haut degré puis on applique
les limites d'une somme, d'un produit et d'un quotient :

n
k dn-1 -1 ar 1- a _
Yax' = anx"x|1+ Foek x4 27"
= ant0 an an an
*}0
oo
1
+oo
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Méthodes pour lever une indéterminée

Limites usuelles et méthodes pour lever une indéterminée

Limite d'une application circulaire

e Les applications cos, sin et tan n'admettent pas de limite en +oo.
e tan et arctan admettent les limites suivantes :

VkeZ, lim tan=+o00 ; lim tan=-o00
(5 +km)~ (F +km)*
. ™ . T
limarctan = —— ; limarctan = +—
—00 2 +oo 2

Démonstration. Pour cos, sin et tan il suffit de considérer, lorsque n tend vers
+00 :

cos(imr):sin(ﬁimr) =(-1)" ; tan( +nx 7) (-1)"
2 4
— 400 — ~——————
—> 400 —>+00

puis d'appliquer le théoreme de composition des limites avec le fait déja établi
que la suite (-1)" n’a pas de limite.
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Limites usuelles et méthodes pour lever une indéterminée

.. N N . ™ y . .
Les limites a gauche et a droite de tan en 3 s'obtiennent par quotient des

limites attendu que (par continuité et signe de cos et sin) :

limsin(x)=1 ; i =0t ;i -0
XLr%S|n(X) ; X_g]_cos(x) 0" X_[r%1+cos(x) 0

Les limites a gauche et a droite de tan en (g + k7r) (avec k € Z) s'en

déduisent par m-périodicité de tan.

_ . . 1
L'application arctan est strictement croissante (car arctan’ = ] 5) et
+ x

impaire (car tan est impaire) sur R (cf. chapitre " Fonctions usuelles”).

D’apres le théoreme de la limite monotone, arcctan admet donc pour limites L
et —L respectivement en +oco et —oo.

D’autre part, Vx ¢ ]—%, g[ arctan(tan(x)) = x. Ainsi d’'aprés le théoréme de
limite d'une composée :

lim tan(x) = +o0

-+ . T
o — lim x=L —> L=2.
lim arctan(x) =L x>+ T 2
X—>+00
L ™
Ainsi lim arctan(x) = +—.
X—>+00 2
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Méthodes pour lever une indéterminée

Limites usuelles et méthodes pour lever une indéterminée

On dispose aussi des limites remarquables suivantes en 0, qui permettent de

.o . 0
lever des indéterminées de la forme —.

. sinx . tanx . 1l-cosx
lim—— =1 ; I|lim =1 ; lim——s—=1
0 X 0 X 0 X?

Démonstration. La premiere a déja été démontrée en exemple.

- . - . tanx sinx 1
La seconde s’en déduit par quotient des limites puisque —— = —— x
X

% cosx_
Pour la troisitme : on applique 3 cosx le développement de cos2a =1 - 2sin’a

avec la premiére limite remarquable :

=2 x =2 x X X
l1-cosx 1-(1-2sin"3) 2sin 3 _sing sing 1
x2 - x2 - x2 - X X 0
2 2 2 2 2
par produit et composée des limites. [ |
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Limites usuelles et méthodes pour lever une indéterminée

Limites en In et exp

On a déja établi les limites de In et exp aux bornes de leur domaine de

définition :
lim Inx = +o00 : lim Inx = —o0
X—+00 x—0t
lim expx = +oo ; lim expx=0".
X—>+00 X—>—00

On dispose aussi des limites remarquables en 0 qui permettent de lever des

- . 0
indéterminées de la forme o :

In(1 x_
im A €l
x—0 X x—0 X

Démonstration. Les deux s'obtiennent grace a la dérivabilité de In et exp; ce
sont en effet les limites des taux d'accroissement respectivement en 1 de In et

en 0 de exp. ™
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Limites usuelles et méthodes pour lever une indéterminée

. . 7 . 7 (&) .
Finalement pour lever des indéterminées de la forme — ou 0 x co on dispose

o0
des résultats de croissance comparée :

In x

. + . _
lim — =0 ; lim xInx=0
xX—>+4o00 X x—0t
. expx . _
lim = +00 ; lim xexpx=0".
X—>+oo X K==

Plus généralement, Va e R, V5> 0 :

. In® + c B a +
li =0 ; lim x”|Inx|* =0
x—+oo  XB x—0F
Bx
5 e 9 +
lim = +o00 g lim |x|*e™ =0".
x—+oo XX X—>—00

Démonstration. Ces résultats ont déja été démontrés dans le chapitre
" Fonctions usuelles”.
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Limites usuelles et méthodes pour lever une indéterminée

Exercice. Déterminer les limites éventuelles en +oco de :

2 o ()

Résolution.
1\* 1 In(1+1)
1+~ = In(1+=))= ) s exp(1) =
(+X) exp(xn( +X)) exp( I )+mexp() e
— ——
—1
1y _vx sin(3) 1 sin(3)
\/>_<S|n(;)_7>< % _ﬁx % :0
———
—1
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Limites usuelles et méthodes pour lever une indéterminée

Comment lever une indéterminée en +oo ?

e Dans le cas d'une indéterminée " oo — c0”, factoriser le terme qui impose sa
limite (celui tendant le plus rapidement vers o) ; en présence de mondmes, exp

et In utiliser la croissance comparée.

X
Exemple : e2 —Inx— x> en +oo :

x 3 x nx x° x hx x x°
e —-Inx-x"=e2x|l-—F-—F]=e2x|l1-—x——-—F|— +
e2 e2 X e2 e2 +oo
R
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Limites usuelles et méthodes pour lever une indéterminée

e Dans le cas d'une indéterminée " oo — 00", et en présence de racines carrées,
factoriser sous les racines le terme dominant permet souvent de lever
I'indéterminée.

1
Exemple (en +o0) : Vx2+1-2x=vVx?x\[1l+—-2x
X

1
=x[xy/1+=-2x = x x 1+ = -2 — -0
x2 x>0 —~ x2 +oo
— 400
—_—
—2

e Lorsque ¢a ne fonctionne pas : utiliser le radical conjugué :

1
Exemple (en +o0) : Vx2+1l-x = x x 1+ =-1 IND
x>0 x?2
—+o00
—_—
—0

(VX +1-x)x (VX2+1+x) X +1-x°
Vx2+1+x VxZ+1+x

1

= 50"

VXx2+14+x *+o°
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Limites usuelles et méthodes pour lever une indéterminée

e Dans le cas d'une fraction rationnelle et d'une indéterminée " =" factoriser

oo

aux numérateur et dénominateur les mondmes de plus haut degré, puis
simplifier :

—1

—t~—
+1i41 1+1+ %
X X X X
T - XX 1
24 = ' 2+ -
X EXd X
N
—2
o Plus généralement dans le cas d'une indéterminée " =" factoriser aux
numérateur et dénominateur les termes qui imposent leur limite; en présence
de mondmes, exp et In appliquer la croissance comparée.

Exemple X +x+1 X2X1
X : ==
P 2x+1 X

—0
——
In x
X +xlnx x* 1+ (7)
Exemple (en +o0) 1  ———r = o x ——"F- —0
e +x3 e 14xPe® +oo
<

—0
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Limites usuelles et méthodes pour lever une indéterminée

. N . 1
e Dans certains cas, se ramener a un limite usuelle en 0 en posant h= — ou
X
h=e™ (en +o0) ou h=¢€* (en —oco0).
Exemple; en +oo, en posant h= = — 0" :
X

xln(1+1):M—>l
X h

Exemple; en —oco, en posant h=e* —> 0% :

efxln(1+ex):w—>l
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Limites usuelles et méthodes pour lever une indéterminée

Comment lever une indéterminée en 07

e Dans le cas d'une fraction rationnelle (indéterminée " ") on factorise par x

aux numérateur et dénominateur puis on simplifie, tant que nécessaire.

X2+2X_X(X+2) _x+2
x2-x  x(x-1) x-1

Exemple : — =2

Cela revient a factoriser par le monéme de plus bas degré : au voisinage de 0,
c'est le terme dominant!

e En présence de racine carrée, factoriser sous la racine le terme dominant; si
¢a ne marche pas utiliser le radical conjugué.

Exemple : X 1_1:(\/)( 1-1)(Vx+1+1)

X x(\/x+1+1)

X 1
= = —

1
x(Vx+1+1) (Vx+1+1) 2
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Limites usuelles et méthodes pour lever une indéterminée

e Dans les autres cas on transforme |'expression et on utilise une limite usuelle
en 0.

sin x sin x X
Exemple: ——=- — x—— — -1
1-ex X ex-1 o
—1 1

Comment lever une indéterminée en 0* ?

Lorsque on n'a pas réussi a lever |'indéterminée en 0* on peut poser h= = qui
X
tend vers +oo, pour se ramener a une limite en oo.

1
Exemple : en 0*. On pose h= = — +oo :
X

1+1—\/1+i:\/1+h—\/1+h2:h \/i+l—
X x2 h?  h
| —
0

—

! +1
— —s —00
h2 h—s+0c0
| —
1

—
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Comment lever une indéterminée en ac R*7?

e Dans le cas d'une fraction rationnelle (indéterminée ” g”) on factorise par

(x — a) aux numérateur et dénominateur puis on simplifie, tant que nécessaire.

X +2x+1  (x+1)? x+1

E le : -1. = =
XEmple x> x2 -1 (x+1)(x-1) x-1

e Dans les autres cas : poser h = x —a— 0 pour se ramener a une limite en 0.

On peut souvent se ramener ensuite a une limite usuelle en 0.
sin 2x

Exemple : lim = 2. En effet, en posant h=x-7 = x=h+mx:

sin2x  sin(2w +2h)  sin2mwcos2h +sin2hcos2m  sin2h sin2h
= = =2 x —
X—-m h h h 2h  h—0

Comment lever une indéterminée en a* avec ac R* ?

Poser h = — +o00, permet de se ramener a une limite en oo.

X — a x—a*t
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Limites usuelles et méthodes pour lever une indéterminée

Exercice. Déterminer :

2si -1
lim Vx2+2-3x ; lim Vx2+2x-1-x ; lim \/_S'n(fr)
X+—>+00 X+>+00 X_)% X — —
Résolution.
Vx2+2-3x = s 0
+o0
X2 +2x-1-x? 2x -1 2-1
Vx2+2x-1-x= = = x 1
x2+2x-1+x x2+2x-1+x 142 _1 47 +
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Limites usuelles et méthodes pour lever une indéterminée

— 0

a
Lo
X7y

Pour la troisieme on pose h = x —

NN

V2sin(x) -1 V2 (sin(h) cos T + cos(h)sin T) - 1

x=7 h
_sin(h) + cos(h) -1
- h
_sin(h) N cos(h) -1
- h h
_sin(h) cos(h)-1 h
T T e 30!
—— 2
1 | ————
0 —-1
0
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Equivalence de fonction

Définition

Définition

Soient f et g deux fonctions réelles définies sur D voisinage de a (a € R) qui ne

s’annulent pas sur un voisinage de a.

On dit f est équivalente & g en a silim— =1. On note f ~ g (ou f ~ g lorsqu’il
- a a

n'y a pas d’ambiguité).

f
Remarque. Si f ~ g alors g ~ f; en effet si lim — =1 alors lim g _1.
a a a g a f
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Limites et équivalents
Equivalent de suite et de fonction
Equivalence de fonction

Exemples.

. x2
sinx ~ x tanx ~ x 1-cosx~—
0 2

X

ex—lax In(1+x)3x \/1+X_13§

Les 5 premieres découlent des limites usuelles en 0.

V1i+x-1
La derniere découle de Iign Vorxzo > deja établi (utiliser le radical
X

conjugué).
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Equivalence de fonction

Exemples.

Pour un polyndme P(x) = amx™ + -+ apx” avec m<net am 40, a, #0.

P(x) o anx” P(x) v amx"

Par exemple, si P(x) =2+ x +3x% :

P(x) ~ 3x*  P(x) ~2  P(x)-2xx

ites de fonctions réelles
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Equivalence de fonction

Propriétés

Transitivité :

f~g
g h :>th

f f
Démonstration. lim — = Iim% =1 = |im i 1 par limite d'un produit. =

a

Produit :

fi 8 Ao
foge [ 1TRIETE
f £ fix f
Démonstration. lim % = lim 22 =1 — lim —22 — 1 par limite d’un
ca @ 2 gxg

produit.
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Propriétés

Limites et équiv: s

Equivalent de suite et de fonction

Equivalence de fonction

Inverse :

L 2

Démonstration. Iim— =1 — Im% =1 = lim = par limite de l'inverse.m
a g a a

0 = [l

Quotient :

fl’;gl fl g1
fz:gz frag

Démonstration. Découle de I'équivalent d'un inverse et d'un produit. [ |
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Propriétés

Limites et équiv: s

Equivalent de suite et de fonction

Equivalence de fonction

Puissance :

frg = VYneN,f"~g"
a a

. . . f . f" T .
Démonstration. lim— =1 = lim — =1 par limite d'une composée. [ ]
a g a g"
Valeur absolue :
frg = |f|~]g]
a a
, . . f . f T .
Démonstration. |lim— =1 = lim ﬁ =1 par limite d'une composée. [ ]
2 g 2 |8
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Propriét

Limites et équivalents

Equivalent de suite et de fonction

Equivalence de fonction

Puissance réelle :

Si f et g ne prennent que des valeurs > 0 sur un voisinage de a, alors :

frg=> VBeR, fﬁzgﬁ

Démonstration. Puisque f et g restent strictement positives sur un voisinage
de a, % = expo(fB.Inof) et g° = expo(B.Inog) sont bien définies et non nulles
sur un voisinage de a.

F()° _ exp(BIn(F(x))) _
g7 exp(BIn(g(x)))

Par composition des limites (appliqué deux fois) :

exp(A(In(f(x)) - In(g(x)))) = exp (B " ;8)

lim e} =1
T g(x) BTG
le_)mlln(x) =0 2P e
lim exp(x) =

BCPST1 - Lycée Fénelon Cours : Limites de fonctions réelles
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Limites et équivalents
Equivalent de suite et de fonction

Equivalence de fonction

Opérations ne préservant par |'équivalence

Attention ces deux opérations importantes ne préservent pas en général
|"équivalence :
e Somme :
fi~gi
a

n'implique pas en général fi + £, ~ g1 + g.
f v & a

Contre-exemple :
X +x+1 ~ X?

> beo Or x+1 4 -2

X%~ =x“ =2 +oo
e Composition a gauche :
fi ~ K n'implique pas en général gofi ~go f.
a a
x+1

Contre-exemple : x +1 ~ x et &*' 4 e* puisque lim —— =e #1.
+o00 +00 +oo X

Par contre sous certaines conditions on dispose d'un résultat pour la
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Propriétés

Limites et équivalents

Equivalent de suite et de fonction

Equivalence de fonction

Substitution

f~g
Ilznu(t) =a

} = f(u(t)) ~ g(u(t))

Démonstration. En appliquant la limite d'une composée :

lim U(t):a
i — im F() S = (1
|i;ngf=1 )~ = Fu(t)) ~ g(u(t))

Remarque. En particulier : lorsque limu(t) =0 :
a

sin u(t) ~ u(t) tan u(t) -~ u(?) 1-cosu(t) ~ %

" —1~u(t) In(1 +u(t)) ~ u(t) 1+u(t)—1:$
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Propriétés

Limites et équivalents

Equivalent de suite et de fonction

Equivalence de fonction

Limites et équivalents

Théoreme
a

(ot LeR.)

f
Démonstration. Puisque lim— =1 — Iim% =1, et puisque limf = L, par
a a a
produit des limites limg = L. [

Remarque. C'est la motivation principale des équivalents de fonctions : le
calcul de limite.
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et équivalents
Equivalent de suite et de fonction

Equivalence de fonction

Equivalent de suite et de fonction

Propriété
Soit (up) une suite a valeur dans D ; si f(u,) et g(un) ne s'annulent pas a
partir d'une certain rang, alors :

lim u,=a
n—+oo ~
frg = f(un) ~ g(un)

Démonstration. |l suffit d'appliquer le théoreme de composition des limites :

Jim un = a Cf(u)

lim, — =1 n—+oo g(Upn)

BCPST1 - Lycée Fénelon Cours : Limites de fonctions réelles
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s et équivalents
Equivalent de suite et de fonction

Equivalence de fonction

Exemples

Exercice. Montrer (a I'aide d’'équivalent) que :

2) lim sin(1 - cos x) _
x—0 X

0 ; b) lim xIn(e*+1)=0

Résolution.

a) Puisque sin usu et 1 - cosx - 0; par substitution et quotient :

2
X
in(1 - ~1- ~ 5
sin( co'sx)O coOsX &
sin(1-cosx) x o
X 02 o

b) Puisque In(1 + u) v u et lim e* =0, par substitution et par produit :

xIn(e"+1) ~ xe* — 0 (par croissance comparée.)
—oo —oo
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