Les matrices

Partie 3

BCPST1 - Lycée Fénelon

Jean-Philippe Préaux
http://www.i2m.univ-amu.fr/perso/jean-philippe.preaux


http://www.i2m.univ-amu.fr/perso/jean-philippe.preaux

Matrices et systemes linéaires
Ecriture matricielle d'une systeme linéaire
Structure des solutions
Interprétation matricielle des opérations élémentaires
Application a I'inversion de matrice
Application a I'inversibilité et a I'inverse d'une matrice triangulaire
Cas particulier : inversion d’'une matrice 2 x 2
Application : formules de Cramer pour la résolution d'une systeme 2 x 2
Rang d'une matrice




Ecriture matricielle d’une systéme linéaire

. N . solutions
Matrices et systemes linéaires

Application a I'inv

Ecriture matricielle d'une systéme linéaire

tions élémentaires

Etant donné un systéme de n équations linéaires & p inconnues (avec

(n,p) € (N*)?) et & coefficients dans K :

aiiXi + apexe + -+ apXp = by
(5) a21X1 + axnxe + -+ axpXp = by

An1X1 + an2X2 + -+ + @npXp = by

on pose :

a1 a2 -+ Adip

A= (ay)1sien = e el g,,(K) ;B

an1 an2 danp

et X= . |€ .ﬂp’l(K)
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Ecriture matricielle d’une systéme linéaire
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Application a I'inversion de matrice

alors le produit AX est la matrice colonne :

ai1Xi + apxz + -+ aipXp
ax1X1 + ax»Xg + -+ axypXp

dp1X1 + apmX2 + 0+ appXp
et le systeme (S) est équivalent a I'équation d'inconnue X € .#,1(K) :

(S) «— AX =B

C'est |'écriture matricielle du systéme. La matrice A est la matrice associée au
systeme linéaire.

Exemple.
x+y=1 1 1 <X 1
x-y=0 1 -1 y 0

Les matrices Partie 3



Ecriture matricielle d’une systeme linéaire
. N A Structure des solutions
Matrices et systémes linéaires . o : R .
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Applic a I'inversion de matrice

Structure des solutions

Définition
Etant donné le systéme (S) d'écriture matricielle AX = B, le systeme
homogene associé est le systéeme d’écriture matricielle AX = On1, c’est a dire :

aiiXi + aexe + -+ a1pXp = 0
a21X1 + axnxe + -+ axpXp = 0

(Sw)

an1X1 + an2X2 + 0+ aAppXp = 0

Remarque. Un systeme homogene est toujours compatible puisque X = Op1 en
est solution : Ax Op1 = On,1.
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Application a I'inversion de matrice

Théoreme
Les solutions du systéme (S) sont sommes d’une solution particuliére de (S) et
des solutions générales du systéme homogéne associé.

Démonstration. Soit X, une solution particuliere de (S) : Ax X, = B. Alors X
est solution de (S) ssi :

AX=B <> AX-AX,=B-B < Ax(X-X,)=0n1

et donc si et seulement si (X — X,) est solution du systéme homogene associé,
c’est a dire si set seulement si X est somme de X, et d’une solution du systeme
homogene associé. [ |
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Matrices et systemes linaires

Théoréme
Un systeme linéaire admet 0, 1, ou une infinité de solutions.

Démonstration. Le systtme homogeéne associé (Sy) est compatible est admet
donc au moins une solution (il suffit de considérer une matrice colonne nulle).
Montrons que si (Sy) admet une deuxieme solution X; # O, 1, alors il en admet
une infinité ; en effet :

Ax Xy =0n1 = YAeK,Ax (AX1) = A(AxX1)=X.0p1 = Ops

ainsi chaque valeur de )\ € K donne une nouvelle solution A\.X; de (Sy),
puisque X1 # Op1 et A1 # Ao == A1.X1 # X\2.Xi. Le systéme (Sy) admet
donc une seule ou une infinité de solutions.

D’aprés le théoréme précédent, si (S) admet une solution, alors il en admet une
seule ou une infinité. ™

Remarque. Si |'existence de solutions dépend de B, I'unicité ne dépend que de
la matrice associée au systeme.
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Application a I'inversion de matrice

Interprétation matricielle des opérations élémentaires

Définition

Etant donnée une matrice A € ., ,(K), dont on note les lignes Ly, Lo, ..., L, ;
Li = (Aij)1<j<p- On considére les opérations élémentaires sur ses lignes, qui la
transforment en une matrice de méme type :

— L; <> Lj : échange des lignes L; et L;.
— Lij < AL; : multiplier la ligne L; par un scalaire A # 0.

— Lj < Lj + L; : ajouter la ligne L; a la ligne L; avec i # j.

BCPST1 - Lycée Fénelon Les matrices Partie 3
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Propriété
Appliquer a la matrice A la transformation :

e ;i < A\L; revient a multiplier a gauche par :

Mo (i, \) = ; € Mn(K)
: ~ w0

0 « - 0 1
M, (i, \) est la matrice obtenue a partir de la matrice identité I, en lui
appliquant I'opération élémentaire L; < \L;.

Les matrices Partie 3




Ecriture matricielle d’une systéme linéaire
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e Lj < L; revient a multiplier a gauche par :

i J

o

.. 18 j
E"(’v_/): !

' ' € Mn(K)
1 0 0 J
0 - - 0 1
E.(i,j) est la matrice obtenue a partir de la matrice identité I, en lui appliquant
'opération élémentaire L; < L;.
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o Lj < L;+ L; revient & multiplier a gauche par :

i J
10 0
1 1 i

T”(’a.j) =

: 1 0 J

0 « - 0 1
T.(i,j) est la matrice obtenue a partir de la matrice identité I, en lui appliquant
I'opération élémentaire L; < L; + L;.

De plus les matrices M,(i,\), En(i,j) et T,(i,j) sont inversibles.

Les matrices Partie 3
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Matrices et systemes linaires

Démonstration. Pour tout entier n € N, soit :

M, (i, \) = ) e Mn(K)
: w0
0 - - 0 1

Multiplier une matrice A € #, ,(K) a gauche par M,(i, \) revient a appliquer
I'opération élémentaire L; < A\L; a la matrice A :

1 0 -« - 0 l L | l L |
9 . : :

Les matrices Partie 3



Ecriture matricielle d’une systeme linéaire
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Ainsi lorsque A # 0 appliquer a une matrice I'opération L; < A.L; suivie de
|'opération L; < X.L,— ne change rien a cette matrice. En particulier en les
appliquant a la matrice identité :

M,,(i,%)xM,,(i,)\)xl,,:l,, — M,,(i,%)xM,,(i,)\) =, — M,,(i,%): Ma(i,A)™"

Ainsi la matrice M,(i,\) est inversible dés que A # 0, d'inverse M, (i, +).
Pour tout entier n e N*, soit :

i j

En(i.)) = 0 Ll cnm
©o1 o o0
0 0 1

la matrice obtenue a partir de la matrice identité /, en lui appliquant
I'opération élémentaire L; <> L;.

BCPST1 - Lycée Fénelon Les matrices Partie 3
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Multiplier une matrice A € #, ,(K) a gauche par E,(i,j) revient & appliquer
I'opération élémentaire L; <> L; a la matrice A :

i 0 - -0 : :
0 0 1 [ L |l L |
| 0 0 ’ [ LJ | i [ L [
0 - -« 0 1 : :

Or appliquer deux fois I'opération L; <> L; a une matrice A ne change pas cette
matrice. En particulier lorsque A= 1, :

En(i,f) % En(i,§) % In = ln == En(i,j) x Ea(i,j) = ln = Ea(i,j) = Ea(i,j)".

Ainsi la matrice E,(i,j) est inversible et a pour inverse elle-méme.

Les matrices Partie 3
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Pour tout entier n e N*, soit :

i J i J
1 0 0 10 « — 0
1 — : 1
Tn(iaj): ! ! . et Tn(’v./)— 0 1 ) 1 .
: 1 0| j : 1 0| j
0 - - 0 1 0 - - 0 1

T.(i,j) est la matrice obtenue a partir de la matrice identité /, en lui
appliquant I'opération élémentaire L; < L; + L;; T,(i,j) est la matrice obtenue
a partir de la matrice identité I, en lui appliquant I'opération élémentaire
Li < Li—-L;.

Multiplier une matrice A € 4, ,(K) a gauche par T,(i,j) revient a appliquer
I'opération élémentaire L; < L; + L; a la matrice A :

1 0 - 0 : :
R Li || Lith |
: o | | » I iy |
0 « - 0 1 :

BCPST1 - Lycée Fénelon Les matrices Partie 3



Ecriture matricielle d’une systeme linéaire

. N A Structure des solutions
Matrices et systémes linéaires
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et de méme multiplier une matrice A € .#, ,(K) a gauche par T,(i,j) revient a
appliquer |'opération élémentaire L; < L; — L; a la matrice A.

1 0 -« - 0 : :
RS N N (e =
10 ) l LJ | _ l LJ |
o . . 0 1 : :

Or appliquer a une matrice A I'opération L; <> L; + L; suivie de L; < L; — L; ne
change pas cette matrice. En particulier lorsque A= 1, :

To(i,j)x Ta(i,j)x Iy =1y == Tp(i,j) % Tu(i,j) =ty = Tn(i,j) = T,,(i,j)fl.

Ainsi la matrice T,(/,j) est inversible et a pour inverse T,(i,j). [

BCPST1 - Lycée Fénelon Les matrices Partie 3
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Corollaire

Appliquer membre a membre une opération élémentaire a une équation
matricielle AX = B, la change en une équation équivalente (c'est a dire ayant
mémes solutions).

Démonstration. Appliquer une opération élémentaire revient a multiplier les
deux membres de I'égalité par une matrice M inversible avec M = M, (i, \),
E.(i,j) ou T,(i,j). Ainsi:

AX:B7> MAX = MB

MAX = MB — MIMAX = M*MB — I,AX =1,B — AX =B
M-1x

ainsi AX = B <= MAX = MB avec M = M,(i,\), E(i,j) ou Ta(i,j). n

Remarque. Ainsi, pour la résolution matricielle d'un systéme, effectuer une
opération élémentaire simultanément sur la matrice du systéme et sur la matrice
colonne des seconds membres transforme le systeme en un systéme équivalent.
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Si la suite des opérations élémentaires s'effectue selon la méthode du pivot de
Gauss, on parle de résolution (matricielle) par pivot de Gauss.

Exemple. Résolution matricielle par pivot de Gauss du systeme :

X+y+z=3
x+2y-z=0
2x+y-z=-1

On le retranscrit a I'aide d'une matrice 3 x 4 ; une ligne verticale sépare la
matrice des coefficients de la matrice second membre :

11 1] 3 1 1 1] 3
12 -1] 0] = [0 1 -2]-3
2 1 -1|-1 )22\ 0 -1 -3|-7
11 1] 3 11 1] 3
— o1 2| 3] = o1 2|3
bebstel 9 9 5| -10 Je—ss\ 0 0 1| 2

Les matrices Partie 3



Ecriture matricielle d’une systeme linéaire
Structure des solutions

Matrices et systemes linéaires e o S a5 A
Y Interprétation matricielle des opérations élémentaires
Application 2 I'inversion de matrice

1 1 01 1 0 0fO0 X 0
el 0 1 0|1 — 01 0|1 |<=1|yl=1|1
223\ o 0 12 )R o 0 12 z) \2

Définition

Un systéme linéaire de n équations a n inconnues est dit de Cramer si il admet

une unique solution.

Remarque. Pour un systeme de Cramer, la résolution peut se mener par la
méthode du pivot de Gauss en appliquant des opérations élémentaires jusqu'a
aboutir a un systeme équivalent dont la matrice associée est la matrice identité.




Ecriture matricielle d’'une systeme linéaire
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Matrices et systemes linaires

Z 3
Théoreme

Un systeme linéaire de n équations a n inconnues est de Cramer si et seulement
Si sa matrice associée est inversible.

Dans ce cas, la solution du systéme AX = B d’inconnue X est X = A'B.

Démonstration. Soit AX = B I'écriture matricielle du systéme avec
Ae My(K), et X,B e ni1(K).

Si A est inversible :

AX=B — AAX=AT'B = LX=A"B = X=A"'B
A-1x

Donc il existe une unique solution.

Si le systéme admet une solution unique, alors en appliquant le pivot de
Gauss, une suite d'opérations élémentaires transforme I'équation AX = B en
une équation équivalente de la forme X = C ; c’est a dire qu'appliquée a la
matrice A du systéme cette suite d'opérations élémentaires transforme A en la
matrice identité /, et appliquée a la matrice colonne B elle la transforme en la
matrice colonne C, pour finalement aboutir a I'équation /,X = C.
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Matrices et systemes linaires

D'apres la propriété 3 en considérant la suite de matrices inversibles
My, Ma, ..., M; correspondant a cette suite d’opérations élémentaires, on a :

MtXMt,]_X“-XMQXMlXA:ln
Donc la matrice A est inversible et a pour inverse :

AL = My x Mg x - x My x M.

Remarque. En particulier, pour un systeme linéaire de n équations a n
inconnues, étre de Cramer ne dépend que de la matrice associée au systéme;
ca ne dépend pas des seconds membres.

Les matrices Partie 3



Ecriture matricielle d’une systéme linéaire
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Matrices et systemes linaires

ersion de matrice

Application a I'in

Le théoréme précédent (théoréme 5) fournit une méthode pour déterminer si
une matrice A est inversible et calculer son inverse :

Soit A e #,(K) ; posons :

X1
X2
X .

€ %n,l(K) B Y =

Xn

ail - X1+ a2 xo +
a1 - X1 +ax»-Xxo+

(S) AX=Y —

apl - X1 +ap X2+

On applique la méthode du pivot de Gauss pour

p41
2\ e tn1(K)

Yn

et considérons le systéme d’inconnue X et de paramétres Y :

~«+ aip - Xp =¥n
co+ aop * Xp =Yy2

«++ apn * Xn =Yn

résoudre le systéeme

Les matrices Partie 3
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on aboutit :
e Soit & une systéme qui n'est pas de Cramer (lorsque le systéme réduit obtenu
n'est pas triangulaire). Dans ce cas la matrice A n’est pas inversible.

e Soit a une solution unique; dans ce cas A est inversible et :

X1=011-y1+ Q12 Y2+ -+ Qin- Yn

-1 : X2=021 Y1+ Q2 Y2+ -+ Q2n
X=A'Y soit: ] ‘ Y non

Xp=0Qn1 Y1 +Qp2- Y2+ "+ Qnn*Yn

Les coefficients apparaissant au second membre sont ceux de la matrice A™* :
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Matrices et systemes linaires

Exemple. Déterminer |'inversibilité des matrices suivantes et le cas échéant
calculer leur inverse :

1 2 1 1 21
A=12 1 1 ; B=|1 5 1
1 1 2 2.1 2

e Inversibilité de A; on résout le systéme d'inconnues (x, y, z) et de paramétres
(a,b,c) :

X+2y+z=a X+2y+z =a
2x+y+z=b — -3y-z =-2a+b
Ly—Ly-2L;

X+y+2z=C (3eiz-L -y+z =-a+c

X+2y+z =a X+2y+z =a
= y-z =a-c e y-z =a-c¢
- «~L3+3
oLy 3y—-z =-2a+b 7777 —4z =a+b-3c

Le systéeme est triangulaire supérieur : A est inversible ; on poursuit la
résolution 3 I'aide d'opérations élémentaires pour calculer A™.

Les matrices Partie 3
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Matrices et systemes linaires

X+2y+z =a X +2y :%(Sa+b—3c)
= y-z =a-c e y :§(3a—b—c)
La=gls z =2(-a-b+3c) b pely z =3z(-a-b+3c)

X = %(—a+3b— c) (1 3 -1
— y =i@Ba-b-¢) = |AT=Z2|3 -1 -1
LyLy-2L i 4
T z =;(-a-b+3c) -1 -1 3

o Inversibilité de B; on résout le systeme d'inconnues (x, y, z) et de paramétres
(a,b,c) :

xX+2y+z=a xX+2y+z =a
x+by+z=>b and 3y =-a+b
2X+y +22=C Lictioad -3y =-2a+c
X+2y+z =a

— 3y =-a+b

bt 0 =-3a+b+c

Le systeme n'admet pas une unique solution. Ainsi la matrice B n’est pas
inversible.
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o Cette méthode d'inversibilité peut aussi se retranscrire matriciellement par
une méthode que certains appellent méthode miroir. On résout le systéeme

matriciellement dans une matrice n x 2n :

A
a1l a2 ain
azi an2 azn
anl an2 e ann

In
1 0 0
0 1 0
0 0 1

a gauche on place la matrice A a inverser, et a droite on place la matrice
identité, plutét qu'une matrice colonne (c'est la matrice des coefficients des
seconds membres y1,...,y,). Puis on applique la méthode du pivot de Gauss
en appliquant des opérations élémentaires jusqu'a ce que la matrice de gauche

soit la matrice identité, si possible.

Les matrices Partie 3
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Structure des solutions
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Application a I'inversion de matrice

— Si I'application du pivot de Gauss aboutit a gauche a une matrice non
inversible, typiquement une matrice triangulaire ayant au moins un zéro sur sa
diagonale, alors la matrice A n'est pas inversible.

— Sinon une fois abouti a la matrice identité sur la partie gauche la partie de
droite est la matrice inverse recherchée :

1 0 - O0|an o2 - am
0 1 0] axx a2 - Q2

0 ot 0 1 anl an2 e ann

Les matrices Partie 3
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Matrices et systémes linéaires

Interprétation matricielle des opérations élémentaires
Application a I'inversion de matrice

o Appliquer la méthode du pivot de Gauss a la matrice :

A In
a1 a2 -+ anm|1 0 - 0
a ax» - axn |0 1 0
danl an2 dnn 0 0 1

e sj on aboutit a :

1 0 0| a11 12 Oi1n
0 1 0| an Q2 e Q2p
0 0 1 anl an2 dnn

I A

alors A est inversible et A™* apparait dans la partie droite du tableau.

e Si l'on ne peut pas parvenir a la matrice identité dans la partie gauche, alors
A n'est pas inversible.
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Matrices et systemes linéaires ) e . o .
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Application a I'inversion de matrice

Cette méthode s'interpréte aussi de la maniére suivante : d'aprés le théoreme 5,
A est inversible si et seulement si il existe une suite d'opérations élémentaires
permettant de la transformer en la matrice identité. C'est a dire (propriété 3)
s'il existe une suite de matrices d'opérations élémentaires My, Ma, ..., M, telles
que :

MtXMt,lx-“XMQXMlXA:I,,
— A = My x Mg x - x My x My
= A = My x Moy x - x My x My x I,

et donc appliquer la méme suite d'opérations élémentaires a la matrice /,
aboutit 3 la matrice AL

Les matrices Partie 3
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Exemple. Déterminer |'inversibilité des matrices suivantes et le cas échéant
calculer leur inverse :

1 2 1]/1 0 0 1 2 1] 1 00

2 1 110 1 0 e 0 -3 -1|-2 10

11 2|0 0 1/)2253453\0 -1 1|-1 0 1

1 2 1| 1 0 0 12 1]1 0 o0
= 0 1 -1 10 -1 ] < [0 1 -1/1 0 -1
ety \0 -3 -1|-2 1 0/72™7"2\0 0 4|1 1 -3

La partie gauche est triangulaire supérieure sans 0 sur sa diagonale : A est
inversible ; on poursuit la résolution pour calculer A™L.
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Interprétation matricielle des opérations élémentaires

Application a I'inversion de matrice

1 2 1] 1 0 0 1 20 § % ﬁ
@; 0 1 -1 1 0 -1 . <L:>L 0 1 0 % —g —g
bBemabs\o 0 1| -3 -3 2 )gtgas\0 0 1]-3 -3 3
_1 3 _1 _ _
1 0 0 3 3 3 L1 1 3 1
L <L:>2L O 1 0 % —% —g — A = — 3 -1 -1
TR\ N0 0 1| -7 -7 2 -1 -1 3
e Inversibilité de B :
1 2 1|1 0 O 1 21 1 0 0
1 5 1/0 1 0 e 0 3 0|-1 10
2 1 20 0 1 /)22%\0 -3 0|-2 0 1
1 21 1 0 O
— 0 3 0/-1 1 0 La matrice de gauche n'est pas inversible.
bebtlzl g 0 0|-3 1 1

Ainsi la matrice B n’est pas inversible.
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Exercice Déterminer |'inversibilité, et le cas échéant calculer I'inverse des ma-

trices suivantes :

1 1 1 1 1 1
A=|1 -1 1 ;7 B=|1 -1 2
1 3 1 1 2 1
e Pour A:
X+y+z =a X+y+z =a
X-y+z =b et -2y =-a+b
X+3y+z =c Leil 2y =—a+c
X+y+z =a
— -2y =-a+b A n'est pas inversible.
L3<—L3+Lp

0 =-2a+b+c




Matrices et systemes linéaires

Ecriture matricielle d’une systéme linéaire
Structure des solutions
Interprétation matricielle des opérations élémentaires

Application a I'inversion de matrice

ou encore par la méthode miroir :

1 1 1({1 0 O 1 1 1 1 0 0
1 -1 1|0 1 O = 0 -2 0|-1 1 O
1 3 1/0 0 1 /)2222\0 2 0/]-1 0 1
1 1 1 1 0 O
— 0 -2 0(-1 1 O A n'est pas inversible.
bbbl o 0 0|2 1 1
e Pour B :
X+y+z =a xX+y+z =a
X-y+2z =b <— —2y+z =-a+b
Ly«—Ly-Ly
X+2y+z =C 13ei3-L y =-a+c
xX+y+z =a X+y+z =a
— y =-a+c <~ y =-a+c
R —-2y+z =-a+b ik z =-3a+b+2c
X =ba-b-3c 5 -1 -3
<~ y =-a € — B*'=| -1 0 1
-ttt z =-3a+b+2c 3 1 2

BCPST1

- Lycée Fénelon

Les matrices Partie 3




Ecriture matricielle d’une systéme linéaire
Structure des solutions

Matrices et systemes linéaires i o Aot R A
Y Interprétation matricielle des opérations élémentaires

Application a I'inversion de matrice

ou encore par la méthode miroir :

1 1 1]1 0 0 1 1 1] 1 0 0
1 -1 2/0 10| e [0 -21]-110
1 2 1|0 0 1 /)2222\0 1 0[-1 01
1 1 1] 1 00 11 1] 100
— 0 1 0(-1 0 1 — 01 0|-1 0 1
eblog 2 121 1 0 )5 \0 0 1|3 1 2

1 0 0] 5 -1 -3 5 -1 -3

— 01 0/-1 0 1]|]=8B"'=]-1 0 1

Ses RSN o0 1 FEs) 3 1 2

BCPST1 - Lycée Fénelon Les matrices Partie 3



Application a I'inversibilité et a I'inverse d’'une matrice triangulaire

Cas particul inversion d’un atrice 2

Application : formules de Cramer pour la résolution d’une systeme 2 x 2
Rang d’une matrice

Application a l'inversibilité d'une matrice triangulaire

On rappelle que le résultat suivant reste & démontrer (propriété 15) :

o Une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) est inversible si et seule-
ment si ses coefficients diagonaux sont tous non nuls. Dans ce cas son inverse
est aussi triangulaire supérieure (resp. inférieure).

Démonstration. Il suffit d’établir le résultat pour les matrices triangulaire
supérieures ; le cas des matrices triangulaires inférieures s'en déduira par
transposition.

Soit A une matrice triangulaire supérieure :

al,l eee al,p




Application a I'inversibilité et a I'inverse d’'une matrice triangulaire

Cas particulier : inversion d’une matrice 2 x 2
Application : formules de Cramer pour la résolution d’une systeme 2 x 2
Rang d’une matrice

Alors A est inversible si et seulement si le systéme suivant est de Cramer :

a1,1X1 +aiexe + -+ a1 pXp = y1
A2 2X2 + 0+ A2 pXp = V2

ap,pXp = Yp

c'est a dire si et seulement si tous les coefficients diagonaux a1,1,a2,2,...,ap,p
sont non nuls.

Considérons maintenant que A est triangulaire supérieure et inversible ; ainsi :
V(i) € [L,pI, aii#0eti>j = a;=0
Soit M = (m; j)1<i j<p € Mp(K) I'inverse de A. En particulier :

Mx A=,

Les matrices




Application a I'inversibilité et a I'inverse d’'une matrice triangulaire

Cas particulier : inversion d'une matrice 2 x 2
Application : formules de Cramer pour la résolution d’une systeme 2 x 2
Rang d’une matrice

Montrons a I'aide d’une récurrence forte que pour tout ne [[1,p]] :
P(n) : Yie[[n+1,p]],min=0

c'est a dire que pour toute colonne n € [[1, p]] de M, les coefficients en dessous
de la diagonale sont tous nuls, ou autrement dit M est triangulaire supérieure.

(1) Colonne n=1. Soit i€ [[1,p]]:

P
(MxA); 1 =3 mikxas
k=1

p
=mi1xai1+ ). myxaky  décrochage du premier terme

k=2
P

=mj1xai+ Z Mi kX ak,1 car A triangulaire supérieure
k=2 —

=0

mi1 X a1

Les matrices Partie 3



Application a I'inversibilité et a I'inverse d’'une matrice triangulaire

Cas particulier : inversion d’une matrice 2 x 2

Application : formules de Cramer pour la résolution d’une systeme 2 x 2
Rang d’une matrice

Ainsi :

-1
maia 1 0 -+ 0 mi1=aia
mz,181,1 0 - . Myq =

MxA = ms1a1,1 =1. _. .' ] = !
0 0 1 _
Mp,131,1 mp1=0

ainsi pour tout i € [[2, p]], mp1 =0 : F(1) est vraie.
(H) Supposons #(1), #(2),...,(n- 1) vraies. Ainsi :

mi1

0

Les matrices




Application a I'inversibilité et a I'inverse d’'une matrice triangulaire
Cas particulier : inversion d’'une matrice 2 x 2

Application : formules de Cramer pour la résolution d’une systeme 2 x 2
Rang d’une matrice

Soit i € [[n, p]],

p
(MA)in =" mjx akn

k=1
n—1 P
= Mmjx Xaknp+ MinpXanpn+ Z mj k X dk.n
k=1 ~—~— k=n+1 ——
=0 (HR) =0
= Mj.n X an,n
Donc :
Mpn=a,"
1 1 0 0 o mn
: Mpy1,n = 0

o
.o
=

: 1 : Mpy2,n =
MA = =\. Lo - '
0 cee 0 Mp nan,n : . . .

0 - 0 mpnann 0 o - o 0 1

et donc pour tout i € [[n+1,p]], mi,=0: F(n) est vraie.




Application a I'inversibilité et a I'inverse d’'une matrice triangulaire
Cas particulier : inversion d’une matrice 2 x 2

Application : formules de Cramer pour la résolution d’une systéeme 2 x 2
Rang d’une matrice

Ainsi pour tout n e [[1,p]], Vi€ [[n+1,p]],mi,=0, ou autrement dit

v(i,j) e [[1,pI1°

I'>j > m,;,j:O

La matrice M est triangulaire supérieure.

Remarque. Comme on le voit dans la preuve, mais comme on pourrait le
déduire aussi du produit de matrices symétriques, la matrice inverse d’'une
matrice triangulaire A a sur sa diagonale les inverses des coefficients diagonaux

de A.

Exercice Donner sans calcul I'inverse de :

1

A= 0

- . 1

L'inverse est une matrice de la forme 0
m=-a

a1

GRS 0

a
1

m
1

et nécessairement m+a=0 —

Les matrices Partie 3



I'inversibilité et a I'inverse d’une matrice triangulaire
inversion d’une matrice 2 x 2
formules de Cramer pour la résolution d’une systeme 2 x 2
Rang d’une matrice

Cas particulier : inversion d'une matrice 2 x 2

Pour une matrice de type (2,2) une formule simple permet de déterminer si la
matrice est inversible et de calculer son inverse.

Définition
Soit :

le déterminant de A est le scalaire :

det(A) = ad - bc




Application a I'inversibilité et a I'inverse d’une matrice triangulaire
Cas particulier : inversion d’une matrice 2 x 2

Application : formules de Cramer pour la résolution d’une systeme 2 x 2
Rang d’une matrice

L'intérét de cette notion découle du résultat suivant :

Propriété
Avec les mémes notations, la matrice A € #>(KK) est inversible si et seulement

si
det(A) # 0.

-1 1 d -b
As det(A)‘(-c a )

Démonstration. On est amené a résoudre le systéme :

De plus dans ce cas :

axi + bX2 =¥
(S)
cx1+dx =y
e 1% cas: Sia#0.
On applique I'opération élémentaire L, < al, — cLy pour obtenir :

axi + bXQ =

S
(5) (ad — bc)xo = —cy1 + ay»

Les matrices Partie 3



Application a I'inversibilité et a I'inverse d’une matrice triangulaire
Cas particulier : inversion d’'une matrice 2 x 2

Application : formules de Cramer pour la résolution d’une systéme
Rang d’une matrice

Si det(A) = ad — bc = 0 le systéme n'a pas une solution unique, et la matrice A
n'est pas inversible. La conclusion est vérifiée.

Si det(A) #0 :

ax1+bxx =y axy=y1+ be Y- ab 2
(S) < o = — c o a ’ — ) Cad - bc aad - bc
ad - bc ad - bc )Q__ad—bclerad—bcy2
ax ad e ab ' = d - b v
— ad—cbc ad—abc — ad - pc ad - bc
)(2:_3dfbcy1+adfbcy2 2=

Tad - bcy1 * ad - bcy2
1 1 d b . (g
= la conclusion est Vvérifiée.
det(A) \-¢ a

= A

e 2°™ cas : Sia=0.

bxo = y1
($) ~
cxi+dx =y

Si b=0 ou c =0 le systtme n'a pas une unique solution, A n'est pas inversible
et det(A) = ad - bc =0-0=0. La conclusion est vérifiée.

BCPST1 - Lycée Fénelon Les matrices Partie 3



Application a I'inversibilité et a I'inverse d’une matrice triangulaire
Cas particulier : inversion d’'une matrice 2 x 2

Application : formules de Cramer pour la résolution d’une systéme
Rang d’une matrice

Si b#0 et ¢ #0 le systeme est équivalent a :

d
Xy = —E}/l +y2
_n

b

ce qui peut s'écrire, puisque a=0 :

(5) —

X2

X1 =

X2 =

et ici encore la conclusion est vérifiée.

1
X1 =-7—yNnt—-W
— yle C
X2 = b
- 1 d -b
ATl =
- det(A) \-c a

Les matrices Partie 3




Application a I'inversibilité et a I'inverse d’une matrice triangulaire
Cas particulier : inversion d’'une matrice 2 x 2

Application : formules de Cramer pour la résolution d’une systéeme 2 x 2
Rang d’une matrice

Exercice Soit m € C; discuter de I'inversibilité de

m+2 4
A= 5 m_2 e M>(C)

et le cas échéant calculer son inverse.

On calcule son déterminant : det(A) = m*—4+20 = m*>+16. Ainsi m est inversible
si et seulement si m # +4i. Dans ce cas :

“1 1 m-—2 -4

" m2+16 \ 5 m+2

Les matrices Partie 3



Application a I'inversibilité et a I'inverse d’une matrice triangulaire
Cas particulier : inversion d’une matrice 2 x 2

formules de Cramer pour la résolution d’une systéme 2 x 2
Rang d’une matrice

Application : formules de Cramer pour un systéme 2 x 2

Soit le systeme :

ax+ by =«
(5) { _
cx+dy =7«

Le systeme est de Cramer si et seulement si sa matrice est inversible si et
seulement si :

a b
det(c d)—ad—bc#O

0)-amim (% 2)-(0)

Dans ce cas :
_ 1 d -b
A7l = . —
det(A) (—c a )

xy 1 ad - by
— \y) " det(a) \ay-ac

BCPST1 - Lycée Fénelon Les matrices Partie 3



Application a I'inversibilité et a I'inverse d’une matrice triangulaire
Cas particulier : inversion d’une matrice 2 x 2

Application : formules de Cramer pour la résolution d’une systéme 2 x 2
Rang d’une matrice

On en déduit les formules de Cramer :

Théoreme

. a b 5
Si det c d #0, le systéme

ax + by =«
cx+dy =7

a une solution unique donnée par :

det det

o
Q o |2 Q

det det

0 v |2 Q
Q.

Les matrices Partie 3



Application a I'inversibilité et a I'inverse d’une matrice triangulaire
Cas particulier : inversion d’une matrice 2 x 2

Application : formules de Cramer pour la résolution d’une systéme 2 x 2
Rang d’une matrice

Exercice Appliquer ces formules pour résoudre dans R? le systéme :

mx—y=m

X+my=m
de parameétre m € R.

Le déterminant associé vaut m? + 1 # 0. Le systéme admet une solution unique :

m*+m m’-m
S =

m+1’ m?+1

Les matrices Partie 3



d’une matrice triangulaire
invel ' atri 2

formules de Cramer pour la résolution d’une systéme 2 x 2
Rang d’une matrice

Rang d'une matrice

On rappelle que le rang d'un systéme ne dépend pas du second membre mais
seulement de la matrice associée.

Définition
Le rang d’'une matrice A est défini comme le rang de n'importe quel systéme
linéaire de matrice associée A. On le note rang(A).

Bien siir le rang est invariant par opérations élémentaires sur les lignes :

Appliquer une opération élémentaire ne change pas le rang d’une matrice.

On pourra alors calculer le rang en appliquant des opérations élémentaires
jusqu’a |'obtention d’'une matrice échelonnée.




Application a I'inversibilité et a I'inverse d’une matrice triangulaire
Cas particulier : inversion d’une matrice 2 x 2

Application : formules de Cramer pour la résolution d’une systéeme 2 x 2
Rang d’une matrice

Proposition-Définition

Une matrice est dite échelonnée si un systeme linéaire associée est échelonné,
c'est a dire si le nombre de zéros en début de ligne augmente strictement ligne
apreés ligne.

Le premier coefficient non nul sur chaque ligne d’'une matrice échelonnée
s'appelle un pivot. Le rang de la matrice est égal au nombre de pivots.

Avec le théoréme 5, on a le résultat fondamental :

Théoreme
Une matrice carrée d’ordre p est inversible si et seulement si son rang est égal a

p-

Le calcul du rang permet donc de déterminer si une matrice carrée est
inversible ou non.

Les matrices Partie 3



Application a I'inversibilité et a I'inverse d’une matrice triangulaire
Cas particulier : inversion d’une matrice 2 x 2

Application : formules de Cramer pour la résolution d’une systéeme 2 x 2
Rang d’une matrice

Pour son calcul il s'avére qu’on peut aussi effectuer des opérations élémentaires

sur les colonnes.

Définition

Une opération élémentaire sur les colonnes d’une matrices peut-étre :

e C; « C; : échanger les colonnes i et j.

o Ci < MG avec A e K* : multiplier la colonne i par le scalaire \.

o Ci« G +p.GC avec i #j et uweK : ajouter a la colonne i la colonne j
multipliée par le scalaire p.

On admet pour l'instant le résultat suivant. Une preuve figure au Chapitre
" Applications linéaires” .

Propriété

rang(*A) = rang(A)

Les matrices Partie 3



Application a I'inversibilité et a I'inverse d’une matrice triangulaire
Cas particulier : inversion d'une matrice 2 x 2

Application : formules de Cramer pour la résolution d’une systéme 2 x 2
Rang d’une matrice

Corollaire
Appliquer des opérations élémentaires sur les colonnes d’une matrice ne change

pas son rang.

Démonstration. Appliquer une opération élémentaire sur les colonnes d'une
matrice revient a appliquer les opérations analogues sur les lignes de sa
transposée avant de prendre la transposée de la matrice obtenue. Puisque le
rang de A et de sa transposée sont égaux, et qu'une opération sur les lignes ne
change pas le rang, on ne change pas le rang de A. [ |




Application a I'inversibilité et a I'inverse d’une matrice triangulaire

Cas particulier : inversion d’une matrice 2 x 2
Application : formules de Cramer pour la résolution d’une systéeme 2 x 2
Rang d’une matrice

Matrices et systémes linéaires

Exercice Calculer le rang des matrices suivantes pour en déduire lesquelles sont
inversibles :
0 1 0 0 1 0
A=|1 1 0 ; B=|1 0 1
1 0 1 0 1 0
01 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0
1 1 0] ~ |1 1 0 ~ 01 0 ~ 0 1 0
10 1)9%\0 1 1) o 1 1)B B2 0 0 1
Ainsi rang(A) = 3 donc A est inversible.
0 1 0 1 0 0 1 0 0
1 0 1 ~ 0 1 1 ~ 0 1 1
01 0/97%\1 0 0o/® ™" \0o 0 o0
Ainsi rang(B) =2 donc B n’est pas inversible.

BCPST1 - Lycée Fénelon Les matrices Partie 3
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