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Notation somme : >

Formules de sommes usuelles
Changement d’indices
Sommes télescopiques

ation somme : ),

Y est la lettre grecque " Sigma majuscule” et se lit "Somme" dans le contexte
de ce cours.

Définition
e Soient ne N et ag, a1, a2,..., an des nombres réels ou complexes. On note :

n
Yaizap+ai+-+an
i=0

la somme des a; pour i variant de 0 jusqu'a n.

e Plus généralement, si p € [0, n]], on note :

n
Za,‘=ap+ap+1+"'+an
i=p

la somme des a; pour i variant de p jusqu’a n.

e L a variable i s’appelle I'indice de la somme.
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Notation somme : >

ommes usuelles
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Exemples.
5
D1=1+1+1+1+1=5
i=1
5
Yi=1+2+3+4+5=15
f
5
?=17+2°+3°+4%+5° =55
-
Remarques.

e La variable i, indice de la somme, est une variable muette : elle ne sert qu'a
la définition de la somme, et le résultat ne peut pas en dépendre. Elle peut
&tre remplacée par n'importe quelle autre variable non deja utilisée (on a
coutume d'employer i,/ k,...) :

n n n
Yai=)a= a
i=p Jj=p k=p

e Par convention, lorsque p>n :
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Exercice 1. Ecrire les sommes suivantes a |'aide du symbole Y :

A=2°4+3"4+4%1+...+100°%, B=1-a+a°-a +-+a%,
2 P 2200 1 2 22 93 100
C=—+—+— 44—, D=-+—-+—+—+..4+—,
2 4 6 200 1 2 3 4 101
1 2 3 4 100
E=—--—-4+—-—-=—+:——,

2 3 4 5 101
0o 100 o 100 _2i
A=>j ; B=)>Y(-1)xa o c= =
; ; =2
5 100 2 = 100 11+1i
-Zom ' _;(_) i+1

ycée Fénelon
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Linéarité de la somme

Propriété

Soient les suites finies de réels ou complexes (ax)p<k<n, (bk)p<k<n, €t soit A € C;
alors :

n n
Z ag + Z bk
k=p k

=p

M:

(ak A bk)

x

s 4

(Axa) = Ax 37 a
k=p

>
1

p

Démonstration. La premiére découle de |'associativité et de la commutativité
de I'addition :

> (ak + bi) = (ap + bp) + (aps1 + bps1) + - + (an + bn)
k=p




Notation somme : > Définition
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Changement d’indices
Sommes télescopiques

Propriété

Soient les suites finies de réels ou complexes (ax)p<k<n, (bk)psk<n, €t soit A€ C;
alors :

M:

(ak ar bk)

S

s 4

n n
Z ak + Z bk
k=p k=p

x
Il

p

(Axa) =Ax 37 a
k=p

Démonstration. La seconde découle de la distributivité de x sur + :

Y (Axa) =Axap+Axap++Axap
k=p

n
=A% (ap+aps+-+an)=Ax Y a
k=p
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Décrochage

Propriété
Soit une suite finie (ak)p<k<n €t soit un entier q avec p< q < n; alors :

n q n
Zak:Zak+ Zak.
k=p k=p

k=q+1

Démonstration. Cela découle de I'associativité de |'addition :

n
Dak=ap+-+ag+aga + o+ an
k=p

q n
= Z ak + Z ak.
k=p

k=g+1
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Formules de sommes usuelles

Les formules suivantes sont a connaitre :

Somme de constantes. Soient p et n deux entiers tels que 0 < p<n :

znzlz(n—p+1).

i=p

Démonstration. Soit p € N; on procéde par récurrence sur I'entier n > p.

p
() Pourn=p: > 1=1=p-p+1.

k=p

n
(H) Supposons que pour n > p fixé : Z l=n-p+1. Alors:
k=p

1=>1+ l(H:R)(n—p+1)+1:(n+1)—p+1

L'assertion reste vraie au rang n+ 1. On conclut d’aprés le principe de
récurrence. [ |

ycée Fénelon Sommes, produi lentités remarquables
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Exercice 2. Soit n€ N* et ae R; calculer :
n
> (2a+1)
i-1
On applique la linéarité avec la formule ci-dessus :

zn:(2a+1)=(2a+1)><zn:1=(2a+1)xn.

i=1 i=1

Sommes, produits identités remarquables
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Somme d’entiers consécutifs.  Soient p et n deux entiers tels que 0 < p<n :

n
+n
Zk=(n—p+1)x(p )
k=p NNS— 2
nbre de termes S
moyenne des

premier et
dernier termes

En particulier :

i n(n+1)

n
Démonstration. Appelons S = Z k cette somme ; alors :

k=p
25 = p + (p+1) + e+ n
+ n + (n-1) + e+ p
= (p+n) + (p+n) + - + (p+n)
(n—-p+1) termes
= (p+n) x (n-p+1)

p+n

= S=(n-p+1)x
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Exercice 3. Soit n € N*; calculer :

k-1 (k1)

k=1 k=p

Z(2k 1)=2x3 k- 21 2% "("2+1) n=n’+n-n=n’
k=1

Z(Zk 1) = 2><Zk i1:2xw—(n—p+1)

=(n-p+1)(n+p-1)=n’-(p-1)°

Sommes, produits identités remarquables
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Changement d'indices
Sommes télescopiques

Somme des carrés.

Soit ne N,
Z": 2 - n(n+1)(2n+1)
k=1 6 .

Démonstration. Procédons par récurrence sur n e N.
n(n+1)(2n+1)

6 . L'assertion est donc vraie au rang

0
(1) Pour n=0. Zk2:0:
k=1
0.
(H) Supposons |'assertion vraie au rang n > 0.

n+1 n n+1

SK=YK+ S K
k=1

k=1 k=n+1

n(n+ 1)6(2n+ 1) (n+ 1)2

=(n+1)x (7n(2'76+ ) +(n+ 1))

lentités remarquables
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:(n+1)x(n(2n+1)+6(n+1))

6
_(n+1)x(2n2+67n+6)
Or:
((n+1)+1)(2(n+1)+1) = (n+2)(2n+3) =2n" +Tn+6
Donc :

’ile _(n+1)((n+1)+1)(2(n+1) +1)

k=1 6
L’assertion reste vraie au rang (n+1). On conclut a I'aide du principe de
récurrence.

BCPST1 - Lycée Fénelon Sommes, produits identités remarquables



Notation somme : >
Sommes doubles

Notation produit T
6 N

Formule du bi
Factori

Définition
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Formules de sommes usuelles
Changement d’indices
Sommes télescopiques

5me d
sation de a"

Exercice 4. Soit ne N*;

znj(zk -1)%=

n

calculer " (2k - 1)%.

k=1

i4k2—4k+1

k=1
ANV K -4 k+>1
k=1 k=1 k=t
e n(n+1)(2n+1) e
6
2(2n+31)76+n

n(n+1)x#

n(n+1) n

n(n+1) x

+n

4—;><(n+1)(n71)+n

4n® - n
3
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Changement d'indices
Sommes télescopiques

Somme des cubes.
Soit ne N,

kzilk%(@f.

Démonstration. Par récurrence sur ne N.

9 3 n(n+1)\°
(1) Pour n=0. Y k*=0= (T) . L'assertion est vraie au rang 0.
]

(H) Supposons I'assertion vraie au rang n> 0. Alors :

n+1 n n+1 2
SK=SKE+ Y k3:(m) +(n+1)*
k=1 k=1 k=n+1 2
2 2
=(n+1)°x LI | =(n+1)2xw
4 4
_ (n+1)2 y (n+2)? _ ((n+1)(n+2))2
22 2
L’assertion reste donc vraie au rang (n+1). On conclut a I'aide du principe de
récurrence. [ |
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Somme des puissances successives.

Soit q € C et p < n deux entiers naturels; alors :

1_qn—p+1 )

n P

g°x —— siq+1l
> = 1-q !

b=p n-p+1 sig=1
En particulier :
1— qn+1
n __r ; 1
s siat
0 n+1 sig=1

Démonstration. On considére deux cas, selon que g =1 ou g # 1.
e Sig=1.Alors Yk € [p,n]], g“ =1, ainsi :

Zn:qkzznzlzn—p+1.
k=p

k=p

e Dans la suite g e C\ {1}.

n
Montrons par récurrence sur n que pour tout n>p : Z qk =q X 1o
k=p -q
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n B 1-— qn—p+1 1-— q
(1) Pour n=p; > q"=q" et g° x =g° x =qP. Donc
byl 1-q 1-q
|"assertion est vraie au rang p.
(H) Supposons I'assertion vraie au rang n > p.
n+1 n+1 1 _ n=p+l
k p q n+1
9 =9+ 9 = ¢ x———+q
kZ:;: Z an;A w9 1-q
qp _ qn+1 qn+ _ qn+2 qp _ qn+2
T 1o q 1-¢q 1o q
n+2-p _ (n+1)-p+1
— ¢ x 1-qg ¢ 1-gq
1-q 1-g¢q

Ainsi |'assertion reste vraie au rang n+ 1. On conclut a I'aide du principe de
récurrence.
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Remarques.

e La formule peut s'écrire sous la forme :

_ (nombre de termes)

- k er
q" = (1" terme) x
lé: 1-¢g

e En particulier pour la somme des termes consécutifs d'une suite géométrique
(uk)ken de raison g #1 :

VkeN, uk:uoqu.

lentités remarquables
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Formule du binéme d Changement d’indices
Factorisation de a” — b" Sommes télescopiques

Exercice 5. Ecrire avec la notation ) et calculer :

1 1 1 1
—_ 4 e 4 — |
2 4 8 1024

Wl

(2

+ —_—
1024

)

Exercice 6. Soit un réel § £ 0 [27].

1) Calculer Y €'’
k=0

2) En déduire que :




Notation somme : >
Sommes doubles Propriétés
Notation produit [T Formules de sommes usuelles

Formule du bindme de Newton Changement d'indices
Factorisation de 1 Sommes télescopiques

1) On applique la formule de Moivre :
n k ~ 1- ei(n+1)9

Z;eike:é(eie) .

car 00 [2n] — €% #1.

2) On applique la méthode de I'angle moitié au numérateur et au dénominateur :

—eif

1 _ @i (nt1)0 0 _ gi(nt1)o

z":eike_ @
==
k=0 1-¢

e0 — @if

. ) . ) . )
el(n+1)7 e—l(n+1)§ _ el(n+1)§
= X

i 8 i@ i 8
e 2 e 2 —¢e2
gy, 72 sin((n+1)%)
~2isin (%)
_ i sin((n+1)%)

sin (2)
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ngement d'indices

Pour calculer une somme il est souvent intéressant de procéder a un
changement d'indice :

Proposition-Définition

Pour i I'indice d’'une somme, et pour tout me7Z :

e Le changement d’indice :

change ’écriture d’une somme d'indice i en une somme d'indice j de la maniére
suivante :

(translation de m)

n n+m
2 3= 2 -m
i=p Jj=pt+m

e Le changement d’indice : (symétrie en 3)

change I'écriture d’une somme d’indice i en une somme d'indice j de la maniére
suivante :




Notation somme : >

de sommes usuelles
Changement d
Sommes télescopiques

Remarque. Attention, aucune autre forme de changement d'indice n'est licite :
pasde j=2i+1louj=i+2%, etc

Démonstration. Pour le changement d'indice j=m+1i :
dai=ap+apto+an

n+m

dj-m = dp+m-m T dp+m+1-m t =+ Antm-m

=ap+apsl+-+an
d'ou I'égalité.
Pour le changement d'indice j=m—i :

ai =ap+ap+1+-~-+a,,

i

Am—j = @m—(m-n) T Am—(m-n+1) T * + m—(m-p)

=ap+an-1+-+a=ap+tapsito+an

d’'ou I'égalité.

Sommes, produits i ités remarquables
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Formulcs dc sommes usuelles
Changement d’indices
Sommes télescopiques

Exemples.

e Calculer Z(k + 1)3. On procede au changement d'indice j = k+1 ; alors :
k=0

2(k+1) 21.3:((n+1)2(n+2))2

Jj=1

e Calculer > (n- k). On procéde au changement d'indice j = n—k ; alors :
k=0

kz:;(n—k) Z] —O+Z (7n(n+1))

Exercice 7. Calculer > (k - 1)? de deux maniéres différentes :
k=1

1) En appliquant la linéarité.

2) A I'aide d'un changement d'indice.
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Formule du bindme N wton Changement d’indices

Factorisation de ' Sommes télescopiques

x
"M:'
_

(k—1)2=Zk —2k+1—2k —22k+21
k=1

n(n+1)(2n+1) o n(n+1) T
6 2
2n® +3n° + n >
=T—n -n+n

-3n°+n

=INP =1 n-1)n(2n-1
12:' J2:( )6( )
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Formules de sommes usuelles
Changement d’indices
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Sommes télescopiques

Il s’agit de sommes dont le calcul se simplifie, tout ou partie des termes au
rang k s'annulant avec tout ou partie des termes au rang suivant k + 1 et ainsi
de suite.

n
> (uk = ukir) —Ups1
k=p o
+Up+1l  —Upt2

+Up+2

“HncL
+Up-1 —Up

+Un

Sommes, pro és remarquables
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Formules de sommes usuelles
Changement d’indices
Sommes télescopiques

Propriété

n n
Do(uk — k1) = Up— Une1 D (k1 — Uk) = Uns1 — up
k=p k=p

Démonstration. La seconde découle de la premiére puisque par linéarité :

Zn:(UkH —Uuk) = - Zn:(w — Uks1)

k=p k=p
Etablissons la premiére par linéarité, changement d'indice et décrochage.
n n n
Yo(ue— 1) =D Uk — Y Uk par linéarité
k=p k=p k=p
n+1 .
:Zukf Z u; Jj=k+1(2°™ somme)
Jj=p+1
n n
=Nup+ D w|—| D uj+tnn par décrochage
k=p+1 j=p+1
n n
SUp—Upsi+ ) Uk— Y Uj=Up—Un1 ]
k=p+1 Jj=p+1

lentités remarquables
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Définition

Propriétés

Formules de sommes usuelles
Changement d’indices
Sommes télescopiques

Exemple. Calcul de ) (2k +1).
k=1

Il est grandement simplifié si I'on remarque que 2k +1=(k+1)" -k

[(k+1)2—k2]=(n+1)2—12=

somme télescope :

2
:la

Exercice 8. Calculer :
n 1 1 : n 2
Z;(;— +1) : Z;(Sk +3k+1)
"1 1 1 1 1 n
Z:I(F_k+l)zi_n+1: Th+l |n+l
" (3K +3k+1) = S [(k+1)° —K¥] = (n+1° = 1° = (n+1)* -1
2 )= 2 (k1=K = (n41)

BCPST1 - Lycée Fénelon
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Sommes doubles
Somme double d’'une famille de nombres doublement indexée
Sommation sur une partie de la famille doublement indexée

Sommes doubles

Définition
Soient n, p deux entiers non nuls et soit (a; j)ie[1,py une famille de p x n

jel1,n]]
nombres (réels ou complexes) doublement indexée, c'est-a-dire les nombres :

a1,1,a1,2,---58l,n, 42,1, d22,--.,82n,---,dp1,dp2,---,dp

ane

On note )" a;; la somme de tous ces nombres, c'est-a-dire :
1<i<p
1<j<n

Z dij=adi1tai2t--+taiptaxi1taza+--+ar,+--+ap1t+ap2t-c+apn
1<i<p
1<j<n
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Sommes doubles

Somme double d’'une famille de nombres doublement indexée

Sommation sur une partie de la famille doublement indexée

Exemples.

1=1+1+1
1<i<2
1<j<3

+1+1+1=6

Y (i+j)=2+3+4+5
1<i<2
1<j<4

+3+4+5+6=32

ycée Fénelon mmes, produits il ités remarquables



Sommes doubles Somme double d’'une famille de nombres doublement indexée

Sommation sur une partie de la famille doublement indexée

Décomposition par lignes/colonnes

Propriété

Soit (ai,j)1<i<p une famille de p x n nombres. Alors :
1<j<n

P n n 14
IUEFEDN DICTIE EDN DIEN

1<i<p i=1 \j=1 Jj=1 \i=1
1<j<n
Décompositi Dé ition
par lignes par colonnes

lentités remarquables



Sommes doubles Somme double d’'une famille de nombres doublement indexée

Sommation sur une partie de la famille doublement indexée

Démonstration. Les a;; peuvent étre écrits dans un tableau a p lignes et n

colonnes :
j : Sommation
i 1 2 Jo n par ligne
n
1 A e A, v A | Ay
Jj=1
=
Io Aig,1 aiy,2 Aig.jo ijg,n Z ai.j
Jj=1
=
P ap,1 ap,2 ap.jo ap.n Z apj
Jj=1
s ti 2 P P P
ommation
par colonne Za’al Za’az Zal,jg Zal,n
i=1 i=1 i=1 i=1

Pour calculer la somme des éléments du tableau, on peut par associativité et
commutativité de I'addition :

Sommes, produits i ités remarquables



Sommes doubles Somme double d’'une famille de nombres doublement indexée

Sommation sur une partie de la famille doublement indexée

e Soit calculer la somme des éléments de chaque ligne puis additionner les p

sommes obtenues :
P n

PIENEDY aij
1<i<p i=1 \j=1
1<j<n
C'est une décomposition par lignes.
e Soit calculer la somme des éléments de chaque colonne puis additionner les n
sommes obtenues :

n (P
Yoai=y 2 an
1<i<p j=1 \i=1
1<j<n

C’est une décomposition par colonnes.

D’ol le résultat. [ |

Remarques.

e Ainsi le calcul d'une somme double se raméne au calcul de sommes simples.
e Lorsque n=p, on peut noter > a;; plutdt que Y aj.

1<i,j<n 1<i<n
1<j<n

lentités remarquables



Sommes doubles

Somme double d’'une famille de nombres doublement indexée

Sommation sur une partie de la famille doublement indexée

Exemple. Calculde ) (i+1)x.

1<ij<n
o+ xj=Y>(i+1) %
1<ij<n i=1j-1
=>[(i+1) ZJ Par linéarité
i=1
u n(n+ 1)]
= 1) x AT
,; [(/ +1) x 5

Zn:(l+l) n(n+1)

i=

>
A

Par linéarité

S|« n(n+1)

J

Jj=i+1

_n(n+3) n(n+1)
T2 T2
_ nP(n+1)(n+3)

lentités remarquables



Sommes doubles Somme double d’'une famille de nombres doublement indexée

Sommation sur une partie de la famille doublement indexée

Remarque. Dans ce contexte on peut utiliser le principe de séparation des

variables :

Propriété
Séparation des variables.
Soient p, q,n, m des entiers et (a;)p<i<n, (bj)q<j<m deux familles de nombres ;

alors :
m

ZZ(a,xb) ia; x ij

i=p j=q =

Démonstration.

ZZ(a,xb) Z a,Zb =[>ai] x ibj par linéarité

i=p j=q i=p Jj=q

lentités remarquables




Sommes doubles Somme double d’'une famille de nombres doublement indexée

Sommation sur une partie de la famille doublement indexée

Exercice 9. Calculer > (ixj)et > (i+})).

1<ij<n 1<ij<n

par séparation des variables

P‘q:l
e

Z ixj
1<ij<n i=1 =1
n(n+1) . n(n+1) n?(n+1)>
2 2 4

Sommes, produits identités remarquables




Notation somme : >
Sommes doubles

Notation produit [T

Formule du bindme Newton
Factorisation de )"

Somme double d’une famille de nombres doublement indexée

Sommation sur une partie de la famille doublement indexée

T () =326 +)

1<i,j<n i=1j=1

Il I

S

x i
- 5
NG

o =

5 ap

*_ 1M

par linéarité

par linéarité

par linéarité

n(n+1)

2
n’(n+1)

X Lkey) +nx

2

ée Fénelon

és remarquables

Sommes, produits identi




Sommes doubles Somme double d’'une famille de nombres doublement indexée

Sommation sur une partie de la famille doublement indexée

Plus généralement on peut sommer la partie du tableau débutant ligne g et

colonne m :
Sil<qg<petl<mc<n sont des entiers :

P n n P
Y a2 (a2 (e

q<i<p i=q \j=m j=m \i=q

m<j<n

Décomposition Décomposition
par lignes par colonnes

Sommes, produits i ités remarquables



Sommes doubles L S " ~ N ~ ~
Somme double d’une famille de nombres doublement indexée

Sommation sur une partie de la famille doublement indexée

Sommation sur une partie de la famille

Dans toute cette partie on considére une famille (a;)1<i<n de nombres
1<j<n

(nombre de lignes = nombre de colonnes).
Dans ce cas, il faut savoir aussi calculer la somme des a;; sur une partie de la
famille (aj)1<i<n Vérifiant :
1<j<n

1<i<j<n ou 1<i<j<n ou 1<j<i<n ou 1<j<i<n.

és remarquables



Sommes doubles f q - 5
Somme double d’une famille de nombres doublement indexée

Sommation sur une partie de la famille doublement indexée

Partie triangulaire supérieure : 1 </ <

Définition
La notation :

Z dij
1<igj<n
désigne la somme des nombres aj j de la famille (a; ,)1<,<n vérifiant la
<j<n
condition :

1<i<j<n.

Le calcul s'effectue a I'aide de :

Propriété
Décomposition par lignes/colonnes.

1<i<j<n i=1 \ j=i j=1

ycée Fénelon Sommes, produits identités remarquables



Sommes doubles ' o . .
Somme double d’une famille de nombres doublement indexée

Sommation sur une partie de la famille doublement indexée

Démonstration. Cette fois-ci on ne somme que les éléments a;; du tableau
situés dans la partie triangulaire supérieure :

. s
.f 1 2 kb e n omme
i par ligne
n
1 ai1 a2 v aujp - W Z ai;
i
n
2 @2 v @ v A | Y.y
Jj=2
i
io iy, aign | D Aig
J=ig
.
n an,n Z an,j
Jj=n
S 1 2 io n
omme
par colonne Z i1 Z di2 Z diip Z di,n
i-1 i-1 i-1 i-1

Sommes, produits i ités remarquables



Sommes doubles ' o . .
Somme double d’une famille de nombres doublement indexée

Sommation sur une partie de la famille doublement indexée

Par le méme raisonnement que précédemment, on obtient par associativité et
commutativité de |'addition :

n n
IRETEDN DI B
i=1 \ j=i

1<igj<n J

Z ia,-,j n

n
Jj=1 \i=1

Sommes, produits i ités remarquables



Sommes doubles ' o . .
Somme double d’une famille de nombres doublement indexée

Sommation sur une partie de la famille doublement indexée

Exemple. Calculde > (ixJ).

1<igj<n

3

<.
— —_ —_
l\))\( |\>>\< l\)\ L‘M:

(J3+J )

.
><

n(n+1) 2n+1
)
n(n+1)+4n+2
2 6
n(n+1)(3n* +7n+2)
24

)

((n(n+ 1) )2 n(n+ 1)(2n+ 1))
(75
3

Remarque. Attention, ici pas de séparation des variables car la deuxieme
somme a une borne dépendant de j.

BCPST1 - Lycée Fénelon Sommes, produits identités remarquables



Notation somme : >

Sommes doubles

Notation produit [T
N

Formule du binén
Factorisation

Somme double d’une famille de nombres doublement indexée
Sommation sur une partie de la famille doublement indexée

Exercice 10. Calcul de )" i :

1<i<j<n
=3 3i- 3 D S5
I<isjsn  j=li=l  j=1 =1 =1
lxn(n 1)(2n+1) lxn( n+1)
2 6 2 2
_ n(n+1) y (2n+1)+3
2 6
_ n(n+1) y n+2
2 3

6

n(n+1)(n+2)

Sommes, produits identité

remarquables




Sommes doubles f q o 5
Somme double d’une famille de nombres doublement indexée

Sommation sur une partie de la famille doublement indexée

Remarque. Plus généralement : pour 2 entiers p,n :

n n n J
PIRENEDN DICNI EDM PIEN
p<i<j<n i=p \ j=i j=p \i=p

Exemple.

n n n (J
Z aij = Z Zai,j = Z Z ai,j
2 \i=2

2<i<j<n i=2 \ j=i j=

its identités remarquables



Sommes doubles f q - 5
Somme double d’une famille de nombres doublement indexée

Sommation sur une partie de la famille doublement indexée

Partie triangulaire supérieure stricte : 1</<j<n

Définition
La notation :
Z ai,j
1<i<j<n
désigne la somme des nombres aj j de la famille (a; ,)1<,<n vérifiant la
<j<n
condition :
1<i<j<n.
Le calcul s'effectue a I'aide de :
Propriété
Décomposition par lignes/colonnes.
n-1 n n (j-1
3 an= | 2 e =35 55en)
1<i<j<n i=1 \j=i+1 Jj=2

ycée Fénelon Sommes, produits identités remarquables



Sommes doubles ' o . .
Somme double d’une famille de nombres doublement indexée

Sommation sur une partie de la famille doublement indexée

Démonstration. Cette fois le tableau des éléments a;; qui figurent dans la

somme est :
. ' .
- 1 2 io n omme
i par ligne
n
1 ap ati Al Z aij
j=2
n
2 az,iy an Z az,j
Jj=3
.
fo to digen Y
j=ig+1
n 0
. 1 -1 n-1
omme
par colonne 0 ZQ,Q Z diig Z Qi,n
i=1 i=1 i=1

On obtient par le méme raisonnement que précédemment :

n-1 n n (j-1
Z aij = Z Z ai =Z Za,—,,— u
1<i<j<n i=1 \j=i+1 j=2 \i=1

Sommes, produits i ités remarquables



Notation somme : >

Sommes doubles

Somme double d’une famille de nombres doublement indexée
Sommation sur une partie de la famille doublement indexée

Notation produit TT
N

Formule du biném
Factorisation

Exercice 11. Calculer > .
1<i<j<n
Lol a1 18, 18,
’=Z /=Z(‘,2)J=§Z_/2—§ j
1<i<j<n  j=2i=1  j=2 j=2 )=
1 n 2 n .
= — J -11-= J
2\H 2;
lxn(n+1)(2n+1)_1_lx(n—l)(n+2)
) 6 2 2 2
_2n3+3n2+n—6—3n2—3n+6
- 12
_2n3—2n_ n—n
12 6

és remarquables

Sommes, produits identi

ée Fénelon



Sommes doubles f q o 5
Somme double d’une famille de nombres doublement indexée

Sommation sur une partie de la famille doublement indexée

Remarque. Plus généralement : pour 2 entiers p,n :

n—-1 n n Jj-1
> A=y X oa)= X | Xai
p<i<j<n i=p \j=i+1 Jj=p+1 \i=p
Exemple.
n-1 n n [j-1
2 ai=| 2 A= A
2<i<j<n i=2 \j=i+1 j=3 \i=2

its identités remarquables



Sommes doubles ' o . .
Somme double d’une famille de nombres doublement indexée

Sommation sur une partie de la famille doublement indexée

Partie triangulaire inférieure 1 <j <i<n

Les deux cas restants, pour 1 <j<i<netl<j<i<nsedéduisent des cas
précédents (en échangeant les réles des indices /,j) ; on peut aussi les
interpréter sur les parties triangulaires inférieures et triangulaires inférieures
strictes.

n i

n n
Z dij = Z dij| = Z Zahj
1

1<j<i<n i=1 \ j= j=1 \izj

Sommes, pro lentités remarquables



Sommes doubles o 5
le de nombres doublement indexée

de la famille doublement indexée

S
) J 1 2 . i . n onll'me
1 par ligne
1
1 ai1 Z ai;
Jj=1
2
2 a1 a2 Dan
Jj=1
i
lo Al @2 vt @i > A
Jj=1
' n
n an,1 an,2 an,ig an,n Z an,j
Jj=1
s C d ? n
omme
par colonne Za’ﬁl Za,,z Z aii Zal,n
i=1 i=2 i=ig ien

cée Fénelon mmes, produits identités remarquables



Sommes doubles ' o .
Somme double d’une famille de nombres doublement indexée

Sommation sur une partie de la famille doublement indexée

Partie triangulaire inférieure stricte 1 <j<i<n

n [i-1 n-1 n
3 =53 a5 52 e
1<j<i<n i=2 \j=1 j=1 \izj+1
] 1 2 o n 5°"I1me
I par ligne
1 0
1
2 a1 232,1'
j=2
-1
io a1 A2 N
J=1
n-1
n an,1 an,2 Zafhj
J=1
S n n
omme
par colonne Z i1 Z ai,2 0




Sommes doubles ' o . .
Somme double d’une famille de nombres doublement indexée

Sommation sur une partie de la famille doublement indexée

Remarque.

D’autres cas analogues peuvent se présenter, par exemple pour 2<j <j<n,
pour lesquels les formules se généralisent ou se déduisent des cas triangulaires
supérieurs en échangeant les rdles de / et j.

Sommes, produits i ités remarquables



Définition

Notation produit [T Bl

ation produit []

Définition

e Soit ne N et ap, a1, . ..,an, des nombres réels ou complexes. On note :
n
Hak:aoxalx...xan
i=0

le produit des a; pour i variant de 0 a n.

o Plus généralement, si p € [0, n]], on note :

n
Ha,-:apxa,,+1><---xa,,
i=p

le produit des aj pour i variant de p jusqu’a n.

e La variable i s’appelle I'indice du produit.

its identités remarquables



Notation produit [T

Propriétés

Exemples.

e SoitaeC:

n

k nop n(n+1)
H a = azk:l =3 2
k=1

Remarque. Par convention, lorsque p>n:

Hak =1
k=p

Sommes, produits i ités remarquables



Définition

Notation produit [T Eropycie

Propriétés

Propriété
Pour toutes familles de nombres (ax)kep,n], (Pk)ke[p,n], €t tout nombre A,
lorsque bien définis :

n n n n ak HZ:p ak
(ak x b)) =]]awx]] b« g ===t
i!JP g g kp bk Tli=p b

H)\xak:)\"fp“xnak : VmeZ,H(ak)m=(Hak)
k=p k=p k=p ke=p

Démonstration. Les 3 premieres découlent de |'associativité et de la
commutativité de x, et la derniere de a™ x b™ = (ax b)™. ]

BCPST1 - Lycée Fénelon Sommes, produits identités remarquables



Notation produit [T

Propriété

Démonstration. S’obtient par une récurrence immédiate en utilisant
a'xa"=a"". ]

Propriété
Décrochage

Pour tous entiers 0< p<qg<n:




Notation produit [T

Proposition-Définition
Pour i I'indice d’un produit, et pour tout me 7 :

e Le changement d’indice :

change I'écriture d'un produit d’indice i en un produit d'indice j de la maniére

(translation de m)

suivante :
n n+m
[Ta- T an
i=p Jj=p+m

e Le changement d’indice :

(symétrie en )

change I’écriture d'un produit d’indice i en un produit d'indice j de la maniére
suivante :

n -p
Tl =i

i=p j=m-n

Démonstration. Analogue a celle pour les sommes en changeant } par [] et +
par x. [ ]

Sommes, produits identités remarquables



Notation produit [T

Propriété
Produit télescopique

n

li[ Ak+1 _ an+i ) a _ ap
k=p ak ap

k=p Fk+1  dn+l

Démonstration.
n n+1 n
li[ a1 Ilepan Tl a  ann 5 [i-p13  ann
- n . n - n -
kep [Tkep @k i=k+1 Tk, ax ap  Ilkeparax  ap
———
=1

.~ , . ak 1

La deuxiéme en découle puisque —— = 5—. [ |
Ak+1 Fk+1
dk

lentités remarquables



Notation produit JT Définition

Propriétés

n n n 2 _
Exercice 12. Calculer : HaZk“, H( ) et H k .

k=1 k=1
[T =TT ()~ a:(az)Zzzlkxa":(az)%xanzan("ﬂ)x "o gD
k=1 k=1 k=1
)
gkz 1 H(k 1)(k+1) gkzlxk;kzlzlxn;l:n;nl

BCPST1 - Lycée Fénelon Sommes, produits identités remarquables




Formule du bindme de Newton

Notation factorielle

Notation factorielle
Coefficients binomiaux ; triangle de Pascal
Formule du binéme

Définition
Soit n € N un entier naturel ; on note :

n=TTk=1"%"
k=1 1

-xn sin>1

sin=0
n! se lit factorielle n.
Exemple.
ol=1 ; 1'=1 ; 21=2 : 3!=6 ; 41'=24 : 5/=120 ; 6/=720.

BCPST1 - Lycée Fénelon

Sommes, produits identités remarquables




Notation factorielle
Coefficients binomiaux ; triangle de Pascal

Formule du bindme de Newton Formule du bindme

La seule propriété permettant de simplifier le calcul de n! est la suivante :

Pour tout ne N :
(n+1)!'=(n+1)xnl.

Démonstration. |l suffit de décrocher le dernier terme du produit :

n+1 n+1
(n+)1=T]k= Hkak (n+1)xn! ]
k=1 k=1 k=n+1
=n! =n+1

Exercice 13.
Etudier les variations de la suite (up)nen de terme général u, = ; en déduire

sa convergence puis calculer sa limite.

<2n>' ;

lentités remarquables



Notation somme : >
Sommes doubles Notation factorielle
Notation produit [T Coefficients binomiaux ; triangle de Pascal

Formule du bindme de Newton Formule du binéme
Factorisation de a”

La suite (un) est a termes strictement positifs ; on compare le quotient % avec
1:

2"y (n41)!
Ui OGS 2™ x (n+1)Ix(20)]  2x(n+1) 1
= 20xn! - n =
Un et 2nxnlx(2n+2)!  ~ (2n+2) x (2n+ 1) 2n+1

La suite (un) est donc décroisante; or elle est minorée par 0, et donc convergente.
Pour déterminer sa limite, on applique le théoreme des gendarmes apres avoir
obtenu un encadrement :

L2l 2 xIlk 2 xTIk 2 2
! (2n)! 130 k T}y k> TT32 i1 K Hi’;n-ﬂk k=nt1 K

Ainsi pour n>1 :

2 2 2 2 1
X X +ee X x— < — —0
n+1l n+2 2n—-1 2n "~ n +oo

0<u,=

<1

D’apres le théoreme des gendarmes : lim u, = 0.

ycée Fénelon Sommes, produits identités remarquables




Notation factorielle
Coefficients binomiaux ; triangle de Pascal
Formule du bindme de Newton Formule du binéme

Coefficients binomiaux

Définition
Soient n € N et k un entier. On définit le coefficient binomial (Z) par :

™ Go<k<n
(1) ={ kIx (n—k)!

0 sinon
n

k

Le coefficient binomial ( ) se lit : "k parmi n”.

Exemples.

0 ol 1 1! 1 1!
(o)’mxo!’l ’(0)’0!x1!’1 ’ (1)’1!x0!’1
2\ 2 2\ 2 2\ 2
(0):0!x2!:1 ’ (1):1!><1!=2 ’ (2):2!><0!:1

BCPST1 - Lycée Fénelon Sommes, produits identités remarquables



Notation factorielle
Coefficients binomiaux ; triangle de Pascal
Formule du bindme de Newton Formule du binéme

Coefficients binomiaux

Définition
Soient n € N et k un entier. On définit le coefficient binomial (Z) par :

si0<k<n

0 sinon

n!
() :{k! x (n—k)!

Le coefficient binomial (Z) se lit : "k parmi n”.

Exemples.

| | |
(2):L:1 ; (2)272 ; (2)2i1
0/ O0I'x2! 1 1! x 1! 2 21 x 0!
3 3! 3 3! 3 3! 3 3!
(0)_0!><3!_1 ’ (1)_1!><2!_3 ' (2)_2!><1!_3 ' (3)_3!><O!_1

BCPST1 - Lycée Fénelon Sommes, produits identités remarquables



Notation somme
S, loubles
ation produit [T

Notation factorielle

Formule du bindme

Formule du bindme de Newton
Factorisation de a” — b"

Coefficients binomiaux; triangle de Pascal

Exercice 14.
Soit neN.

1) Simplifier :

n

0

_nl : ny\ n
“olxnl " " \n) nlxoOl
n! .
B Ty TR e G
0 sin=0
n! _n(n-1)
S T e S
0 si ne{0;1}

_n(n-1)
2

Sommes, produits identi

és remarquables




Notation somme : >
Sommes doubles Notation factorielle
Notation produit [T Coefficients binomiaux ; triangle de Pascal

Formule du bindme de Newlon Formule du binéme
Factorisation de a”

2) Montrer que pour tout entier k :

n\ ([ n
k n—k
On traite deux cas selon que 0 < k < n ou non; remarquons que :

0<k<n <(=>)—n< -k<0 <=> 0<n-k<n
x(-1

Premier cas : si0<k<n;alors0<n-k<n:

n n! n!
n—k) = =k)x(n=(n—k)!  (n-K)Ixkl

Deuxieme cas : si k ¢ [0, n]] alors (n— k) ¢ [[0, n]] et donc :

()02

n
k

ycée Fénelon Sommes, produits identités remarquables




Notation factorielle
Coefficients binomiaux; triangle de Pascal

Formule du bindme de Newton Formule du bindme

Nous venons d'établir les premiéres propriétés des coefficients binomiaux :

Propriété
Pour tout entier n€ N :

n n ; n\ n(n-1)
1 2 2

Pour tout entier n € N et tout entier k :

" o= Z (Propriété de symétrie)
7=

its identités remarquables



Notation factorielle
Coefficients binomiaux ; triangle de Pascal
Formule du bindme de Newton Formule du binéme

Relation de Pascal

Une propriété fondamentale des coefficients binomiaux est la relation de
Pascal :

Théoréme
Pour tout entier n € N et tout entier k :

(")) ()

Démonstration. On traite séparément les cas ol certains coefficients
binomiaux sont nuls.

e Premier cas : si k<0; alors (":1) = (kfl) = (Z) =0 et la relation est vérifiée.

. De.uxi‘eme cas:si k=0; alors ("Zl) =1, (kfl) =0et (:) =1; la relation est
vérifiée.

lentités remarquables



Notation factorielle
Coefficients binomiaux ; triangle de Pascal

Formule du bindme de Newton Formule du binéme

. Trgisiéme cas :si k>n+1; alors (":1) = (kfl) = (:) =0 et la relation est
vérifiée.

e Quatriéme cas : si k=n+1; alors ("Zl) =(,")=1et(])=0;

la relation est vérifiée.

e Derniercas:sil<k<n:

n n n! n!
(k—1)+(k): k- (n+1-k)!  K(n—k)I
k x n! (n+1-k)xn!
T kx(k—DIn+1-K)!  (n+1-k) xkl(n—k)!
k x n! (n+1-k)xn!
K1k K(n+1- k)l
kxnl+(n+1-k)xn!

Kl(n+1-k)!
_(k+n+1-k)yxnl (n+1)xnl  (n+1)!  (n+1
T kl(n+1-k)! _k!(n+1—k)!_k!(n+1—k)!_( k)
|

BCPST1 - Lycée Fénelon Sommes, produits identités remarquables



Notation factorielle
Coefficients binomiaux ; triangle de Pascal
Formule du bindme de Newton Formule du binéme

Le triangle de Pascal

Remarque. Le triangle de Pascal.

Les coefficients binomiaux peuvent se représenter et se calculer dans un tableau
appelé triangle de Pascal. Sur la premiére ligne, numérotée 0, on place 1 = (8).
Les lignes suivantes s'obtiennent grace a la relation de Pascal de la fagon
suivante :

chaque élément est la somme de I'élément au dessus et de I'élément
au-dessus et a gauche

Une zone non renseignée comptant pour une valeur nulle. Le (k +1)-éme
élément de la (n+ 1) colonne représente alors la valeur de (7) :

ycée Fénelon Sommes, produi lentités remarquables



Notation factorielle
Coefficients binomiaux ; triangle de Pascal
Formule du bindme de Newton Formule du binéme

Le triangle de Pascal

SO W=
S W =
=

N = =
==

OO W RO

BCPST1 - Lycée Fénelon Sommes, produits identités remarquables



Notation factorielle
Coefficients binomiaux; triangle de Pascal

Formule du bindme de Newton Formule du bindme

Exercice 15. Compléter la ligne du triangle de Pascal pour n=7.

6|1 6 15 20 15 6 1

7|1 7 21 3 3 21 7 1

Sommes, produits identités remarquables




Notation factorielle
Coefficients binomiaux ; triangle de Pascal

Formule du bindme de Newton Formule du bindme

Une derniére propriété utile est la formule du pion :

Propriété
(Formule du pion).
Pour tous entiers k et n avec1<k<n :

()-7-(23)

Démonstration.

n\ _ n! B nx(n-1)! n (n-1)! _n_(n-1
(k)_ Ki(n— k) kx(k-Di(n—K)! k (k-Dl(n-1-(k-1))! ‘Ex(k—1)

BCPST1 - Lycée Fénelon Sommes, produits identités remarquables



Notation factorielle
Coefficients binomiaux ; triangle de Pascal
Formule du bindme de Newton Formule du binéme

Formule du binome

La formule du bindme de Newton généralise I'identité remarquable
(a+ b)? = a* +2ab + b pour développer (a+ b)" pour n'importe quel n e N.
Les coefficients des mondmes apparaissant dans le développement sont les

coefficients binomiaux (Z) pour k variant de 0 a n; elle est incontournable.

Théoreme
Soient a, b deux nombres (réels ou complexes) et soit n € N. Alors :

(a+b)" = z": (Z)akbn—k _ z": (Z)an—kbk

k=0 k=0

Démonstration. Puisque par commutativité de 'addition (a+ b)" = (b+a)" et
par commutativité de la multiplication a"*b* = b¥a" ¥ la deuxieme égalité
découle de la premiere.

BCPST1 - Lycée Fénelon Sommes, produits identités remarquables



Notation factorielle
Coefficients binomiaux ; triangle de Pascal

Formule du bindme de Newton Formule du binéme

n

‘ n\ _k,nk

Montrons alors par récurrence sur n€ N que (a+b)" = > (k)a b,
k=0

(N pour n=0:(a+b)°=1 et
n 0
S (M) o = 3 (O)a b = (0) 20 1 x 1= 1= (a4 b)°
k=0 k k=0 k 0

L'assertion est donc vraie au rang 0.

(H) Supposons I'assertion vraie au rang n.

(a+b)" =(a+b)x(a+h)
= (a+b) x é;(;)akb"*k
_ Z (k)ak+1bn—k 4 Z (k)akanrl—k

3 x
= O

+

Il
N
3
—
~——
RS
loyy
3
it
—
d
+
NE
—_
x 3
SN—
x
loyy
3
rd
T
x>
.
1]
==
+
=
—
—
o
)
o
3
3
(]
~

lentités remarquables



Notation factorielle
Coefficients binomiaux ; triangle de Pascal

Formule du bindme de Newton Formule du binéme

(a+b)™ =" |db™ 3 (:)akb"“_k j=k+1 (1" somme)

:’il N B! +n+1 Mapmik (") " )=
AV prd k -1 n+1
n+l
_ ( ) n+1 k Z( ) n+1 k k :j (1re somme)
2\ k-1 P
_ jazy (( n k pntl-k
k=0 k
n+1 1 1o .
- nz )a prik relation de Pascal
k=0

Ainsi I'assertion reste vraie au rang (n+1).
On conclut a I'aide du principe de récurrence. [ |
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Notation factorielle
Coefficients binomiaux ; triangle de Pascal

Formule du bindme de Newton Formule du binéme

Exemples.
ePourn=1:(a+b)'=a+bet ((1]) = G) =1, ainsi:

1
> ! 2 kpk = L atbh’ o+ ! b =a+b.
&\ k 0 1

e Pour n=2: (a+b)?=2a%+2ab+b* et (3):(;):1, (i):Z, ainsi :

2
> (i)a%kbk = (é)azb0 + (i)alb1 + (g)aob2 =2’ +2ab+ b

k=0
e Pour n=3: (a+b)®=2a>+3a°b+3ab’>+b° et (3)=(§)=1, (f)=(;)=3
ainsi :

3 aFpk = 3 b0+ 3 a’ht + 3 ath?+ 3 °b% = a® +3a°b+3ab> + b°.
k 0 1 2 3

Mw

k=0
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Notation factorielle
Coefficients binomiaux ; triangle de Pascal

Formule du bindme de Newton Formule du binéme

Remarques.

— La somme des exposants de chaque monéme du développement de (a+ b)"
est constant égal 3 k + (n— k) = n. Le coefficient devant a*b"* (ou a" ¥b¥) est
le coefficient binomial (2)

— On obtient le développement de (a— b)" en changeant dans la formule b par

—b. Ainsi :
n & n—k[ MY Kk, n-k & k[ MY _n—k Kk
(a-b)"=>(-1) ( )a b =3 (-1) ( )a b
k=0 k k=0 k
Les sommes sont alternées : alternativement +, —, +, —, etc.

Exercice 16. Développer (s'aider du triangle de Pascal) :

(a-b)*=a>-3a°b+3ab’ - b
(a—-b)' =a*-4a’b+6a°b> - 4ab> + b*

(2x-1)° =1x2° xx*-5x 2 xx* +10x 22 x x> =10 x 2> x X’ +5x 2 x x - 1

=32x° — 80x* + 80x° - 40x* + 10x - 1

BCPST1 - Lycée Fénelon Sommes, produits identités remarquables



Notation factorielle
Coefficients binomiaux ; triangle de Pascal

Formule du bindme de Newton Formule du binéme

Exemple. Soit ne N :

() ) -roe

n k_nnx_kxnfk: iy )0 sin>0
Zg(k)(_l) _Zg(k) (-1l (1-1)7=0 {1 sin=0

Exercice 17. Soit n€ N; calculer :

2 (0

S

M- I

())-6)-E(0)-1-2-

=

x26x1" = (241)"=3"

k=0 (k) k=0(k)
ki"(_l)n_k ) Qk(z) ] kzo(z) x (-1 x2 = (2-1)"=1"=1

BCPST1 - Lycée Fénelon Sommes, produits identités remarquables



Factorisation de a"” — b

Factorisation de a” — b"

La formule du bindme généralise I'identité remarquable (a+ b)? = a° + 2ab + b?
a des exposants autres que 2. Généralisons aussi |'autre identité remarquable
2> - b®> = (a-b)(a+ b) a d'autres exposants.

Théoréeme
Soient a et b deux nombres et n e N* ; alors :

n—-1
an _ bn _ (a_ b) 52 Z akbn—l—k
k=0

BCPST1 - Lycée Fénelon Sommes, produits identités remarquables



Factorisation de a"” — b

Démonstration. Par

n-1
(a _ b) « Z akbn—l—k
k=0

calcul direct, en partant du membre de droite :

1

3
|

n-1
k+1pn-1-k Kk
ap” -y ab"
k=0

x
Il

0

ab" - Zab”k j=k+1

]
.
0
i

3
|
-

b+ (b +Za b k)

=1 k=1

-.

a" b +Za’b"’ Za b

Jj=1

=0
_ an _ bn

lentités remarquables
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Factorisation de a"” — b

Exemples.

—
(a—b)(a+b)=a +ab
—ba -b’=a" - b
—_—
=0
—_———
(a—b)(a°+ab+b’)=a’+a’b+ab’
—ba’ - ab®-b* = 2°

=0

_ b

Exercice 18. Factoriser :
a-1=a-1*=(a-1)(a°+a+1)
a'—b'=(a-b)(a®+a°b+ab’ +b%)

a-b =(a-b)(a'+a°b+a’b’ +ab> +b*)

a+b=a - (-1)°p*=a’ - (-b)* = (a+ b)(a° —ab+b*)

BCPST1 - Lycée Fénelon Sommes, produits identités remarquables
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