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On étudie dans ce chapitre certaines suites réelles usuelles : les suites
arithmétiques, géométriques, déja rencontrées au Lycée, mais aussi les suites
arithmético-géométriques et les suites récurrentes linéaires d'ordre 2.

Les suites réelles et leur convergence seront étudiées de maniére plus détaillée
dans un chapitre ultérieur.
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Introduction

Définition
Une suite réelle (un)nen (ou plus simplement (u,)) est la donnée pour chaque
entier naturel n, d’un réel noté u,. Le réel u, est appelé terme de rang n de la

suite (up).

Remarque.
e Une suite peut étre définie par I'expression en fonction de n de son terme de
rang n:

un =1f(n)
ou f est une fonction réelle donnée par son expression.
Exemple : La suite des nombre pairs :

Up=2n

La suite des nombres impairs :

vhp=2n+1.
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o Elle peut aussi étre définie par une relation de récurrence (simple) et par la
donnée de son premier terme :

U[)GR

(un) : ~
VneN, up1 =f(un)

pour f une fonction réelle appelée fonction de récurrence. La suite (un) et bien
définie si pour tout ne N, u, est défini et u, € Pr.

Exemple : La suite :
up € R+
Vne N: Up+1 =~/ Un

est bien définie (preuve par récurrence simple).

(un):
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e Elle peut aussi étre définie par une relation de récurrence a deux pas et pas la
donnée de ses deux premiers termes :

uop eR
(un): {wmeR
Vne N, Upt2 = f(um un+1)

ou f est une fonction de deux variables réelles.

Exemple : la suite de Fibonacci

U =0
(up): dup =1
VneN, Ups2 = Up + Uns1

a pour premiers termes :

u=0 w=1 w=1 w=2 uwu=3 us=5 u=8 u;=13 wu=21
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Suites arithmétiques

Définition
Une suite (up) est arithmétique de raison r lorsqu'elle vérifie la relation de
récurrence :

VneN, tnps1=up+r

Elle est définie par sa raison r et son premier terme up.

Exemples. Les suites des nombres pairs (u,) et impairs (v,) sont
arithmétiques de raison 2. La premiére a pour premier terme up = 0, la seconde
Vo = 1.

Expression d’une suite arithmétique.
Soit (up) une suite arithmétique de premier terme uy et de raison r; alors :

VneN, up=up+nxr

Démonstration. Par récurrence. [ |
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En particulier une suite arithmétique a toujours une limite lorsque n tend vers
+00 qui dépend de sa raison :

Soit (un) une suite arithmétique de raison r ; alors

+oo sir>0

lim wu, =1 uw sir=0

n—+oo

-0 sir<0

Remarque. Pourquoi cette terminologie : "arithmétique” ? Parce que pour
tout ne N*, u, est la moyenne arithmétique de ses termes adjacents u,-1, Ups1
. en effet :

Up-1+ Upe1 o+ (n=1)r+uo+(n+1)r
2 2

2ug + 2nr
2

uop + nr

= Up

Suites réelles usuelles



Suites arithmétiques

La somme des premiers termes d'une suite arithmétique est donnée par la
formule :

Soit (up) une suite arithmétique de raison r ;

n

+
Z“k: % x (n+1)
k=0 ——

nombre de termes
moyenne des

premier et dernier termes

Plus généralement, la somme des termes consécutifs d'une suite arithmétique
est donnée par la formule :

Soit (un) une suite arithmétique de raison r et soient deux entiers0< p<n;

4 +
Zuk: 7UP 2 X (n—p+1)
k=p 2 ———

nombre de termes
moyenne des

premier et dernier termes
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Démonstration.

Zn:ukzzn:(uo+kr):uoxzn:1+rxzn:k
k=p k=p

k=p k=p

:(nfp+1)><u0+rxp+n><(n—p+1)
:2uo+px2r+nxrx(n_p+1)
:%x(n—p+l) ]

Exercice 1. Calculer la somme des 100 premiers entiers naturels impairs.

Il s'agit de calculer la somme des 100 premiers termes de la suite arithmétique
(un) de premier terme up = 1 et de raison 2, de up =1 a wgg = 199.

& 1+199
Ui =

k=0

x 100 = 100% = 10000
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Suites géométriques

Définition
Une suite (un)nen est dite géométrique de raison q lorsqu’elle vérifie la relation
de récurrence :

VneN, up1 =unxq

Elle est définie par sa raison q et son premier terme up.

Exemples.
e La suite de terme u, = 2" est géométrique de raison 2.

e Une population de bactéries double chaque heure. Le nombre de bactéries
aprés n heures est une suite géométrique de raison 2 ; aprés n jours c'est une
suite géométrique de raison 22,
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Expression d’une suite géométrique.
Soit (un) une suite géométrique de premier terme uo et de raison q; alors :

Up=upxq"

En particulier :

Soit (un) une suite géométrique de premier terme up # 0 et de raison q ; alors :
esi-1<qg<1l:limu,=0.

e sig=1: (us) est stationnaire.

esig>1:limu,=+oo0 selon le signe de up.

e siqg<-1:(uy) napas de limite.
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Remarque. Pourquoi cette terminologie : " géométrique” ? Parce que pour
tout ne N, si la suite (u,) est a termes positifs, u, est la moyenne
géométrique de ses termes adjacents u,_1, Un+1 ; en effet, si g >0et g>0:

VUp-1+ Upy1 = \/uo x "1 x ug x g+t

/2 2
=1/ Uy x g°"

n
=UupXxXq

:un

e La moyenne arithmétique, ou plus simplement moyenne, de deux nombres a
et best:

a+b
2
c'est le réel dont le double est égal a la somme a+ b.

e La moyenne géométrique de deux nombres positifs a et b est :

Vaxb

c'est le réel positif dont le carré est égal au produit a x b.
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La somme des premiers termes d'une suite géométrique est donnée par la
formule :

Soit (up) une suite géométrique de raison q ;
1- qn+1 .

d Up X ———— si 1

>u=y " 1-q T

e wx(n+l) sig=1

Plus généralement, la somme des termes consécutifs d'une suite arithmétique
est donnée par la formule :

Soit (up) une suite géométrique de raison q ;

1_qn—p+1 .
2 Up X ————— i 1
Zuk= p 1-q q#
k=p upx(n-p+1) sig=1
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Exercice 2.
Lors d'une épidémie, si chaque individu infecté contamine deux personnes saines,

donner une estimation moyenne du nombre de personnes ayant contracté la
maladie apres 4 mois sachant qu'initialement un seul individu est contaminé,
que la période de contagiosité est de 10 jours et que la maladie est immunisante.
Combien de déces surviendront environ si la maladie a un taux de létalité de
0,5%7?
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En moyenne la contagion devrait se produire au milieu de la période durant
laquelle un malade est contagieux, soit environ aprés 5 jours. La propagation
de I'épidémie peut alors se modéliser de maniere simplifiée en considérant que le
nombre de personnes u, contractant la maladie aprés 5n jours est géométrique
de premier terme 1 et de raison 2. En 4 mois, environ 4 x 30 = 120 jours se
sont écoulés. L'estimation s'obtient en sommant les premiers termes de la suite

U, jusqu'a n = % =24. Soit une nombre de personnes infectés de I'ordre de :

S 1012 _ o5 2
2= T5 - 27 -1~ (27)" x2°>1000" x 32 = 32 millions d'infections
k=0 -

Si 0,5% des personnes infectés décédent, le nombre de morts sera environ de :

1103 « 32 x 10° = 160 000 décés
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Suites arithmetico-géométriques

Définition
Une suite (un)n est dite arithmetico-géométrique lorsqu'’il existe deux réels a et
b tels que pour tout ne N :

Uns1=axup+b

Remarques.

e La fonction de récurrence est f(x) = ax + b; c'est une fonction affine.
o Elles généralisent les suites arithmétiques et géométriques :

— Lorsque a =1, c'est une suite arithmétique de raison b.

— Lorsque b =0, c’est une suite géométrique de raison a.
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Expression de u, en fonction de n.

Lorsque a# 1 et b #0 (sinon la suite est arithmétique ou géométrique et dans
ce cas on sait faire), déterminer 'expression de u, en fonction de n s'effectue
par la méthode suivante.

On pose v, = u, — | pour un réel I. Alors la suite (v,) vérifie la relation de
récurrence :

Vnt1 =Unsi— I =aus+b—1=a(u,—1)+al+b-1=ava+b+(a-1)xI.

Vel =axVvp+b+(a-1)xI
Maintenant on choisit / de sorte que la suite (v,) soit géométrique de raison
a, c'est a dire si et seulement si :
b
1-a
Il'y a une unique solution, appelée le point fixe de la fonction de récurrence.
Pour cette valeur, (v,) est géométrique de raison a et donc :

b+(a-1)I=0 < al+b=1 < f(l)=] < I=

VneN,v,=a"xv avec vo=up—/
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Et finalement :

up—1=3a"x(u-1)

o

= up,=a" x(uw-1)+1 avec I=

On obtient |'expression de u, en fonction de n.

Méthode. Pour obtenir I'expression de u, en fonction de n.

Sia#1letb#0; sinon on se reporte aux résultats des suites arithmétiques ou
géométrique.

e Soit | le point fixe de la fonction de récurrence, i.e. f(I) = 1.

e La suite v, = u, — | est géométrique de raison a et de premier terme up — I.

e On en déduit |'expression, de v, en fonction de n, puis celle de u, en fonction
de n.
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Exemple. Déterminer |'expression de u, en fonction de n lorsque :
u=1 etVneN up =2u,+1
Soit / point fixe de f(x) =2x+1:
1=21+1 = I=-1

alors v, = up — I = up + 1 est géométrique de raison 2 et de premier terme
u—-1=1+1=2 ;ainsi VneN:

+1
vp=2"x vy =2"

+1 +1
—upre2 — [ ]
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Suites arithmetico-géométriques
Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Exercice 3. Une source alimente un réservoir d'eau; son débit est de 200/ par
jour. A la fin de chaque journée on préleve la moitié de la réserve. Initialement
la réserve contient 1224 ¢. Combien en contient-elle aprés 10 jours révolus ?

Soit u, la contenance de la réserve apres n jours; alors :

,+200 1
%Ooziunuoo.

On cherche a déterminer w19, contenance du réservoir apres 10 jours. La suite
u, est arithmético-géométrique, on détermine |'expression de u, en fonction de
n.

up = 1224 et up1 =

Soit / le point fixe de la fonction de récurrence :
I:%/+100 — %/:100 <~ [ =200

Alors v, = u,—1 est géométrique de raison % et de premier terme vo = up—/ = 1024.
Ainsi, pour tout ne N :

1 ol )
n=1024 x — = = = 10"
. . v X 2n 2n
Ainsi :
Up = v + | =200 + 210"
Finalement :
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Suites récurrentes linéaires d'ordre 2

Définition
Une suite (up)nen est récurrente linéaire d’ordre 2 si il existe deux réels a et b,
tel que pour tout ne N :

Up+2 = aUp+1 + bun

Elle est bien définie par la donnée de cette relation de récurrence et de ses
deux premiers termes ug et us.

Exemple. La suite de Fibonacci :

up=0, t1=1, VneN, tpi2=Un+ Uns1.
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Expression de u, en fonction de n.

On suppose que (a, b) # (0,0); sinon u, =0 deés que n > 2.

Nous allons chercher des suites particulieres vérifiant la relation de récurrence
et dont on sait donner |'expression en fonction de n, puis nous vérifierons que
parmi la famille trouvée, une seule a pour premiers termes up et u; ; ce sera

donc la suite recherchée, et elle nous donnera I'expression de u, en fonction de
n.

Cherchons quelles sont les suites géométriques non nulles satisfaisant la relation

de récurrence; ainsi soit u, = up x r" avec up # 0 et r # 0 et telle que :

Up+2 = alps1 + bun (%)

+2 +1
= uxr =axuxr" +bxuxr"

+2 +1 ..
= r"zaxr" +bxr" en divisant par up

2 .
—r"=ar+b en divisant par r"
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On appelle équation caractéristique :

2
r"—ar-b=0

Pour chaque solutions ry de I'équation caractéristique, toute suite géométrique

de raison ry vérifie la relation de récurrence ().

L'équation caractéristique a pour discriminant A = a2 + 4b.

e Premier cas. Si A > 0. L'équation caractéristique a deux solutions réelles

distinctes. :
a-VvA a+VvA
— i n=—0
2 2
pour tous réels « et 3 les suites géométriques ary' et Bry vérifie la relation de

(*):

n =

2 n+1 n
axar ~+bxar

n+
[e%¢]

+2 +1
' =axfBr T +bxfr

Suites réelles usuelles



Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Mais alors pout tout (a, 3) € R? la suite v, = aur{ + Brf satisfait aussi la relation
de récurrence (*) puisque en ajoutant les deux relations précédentes :

ar + i =axa™ + bxarl +ax Bt + bx Bry
ax (ar™ +B"™) + bx (ar + B3

= Vps2 = aVas1 + bv,y

Peut-on trouver des valeurs de « et 3 telles que la suite (v,) ait pour premiers
termes vp = up et vi = uy 7 Cest-a-dire :

vozarf+ﬂrg:a+,8:uo
v1=ar11+ﬂr21:ar1+ﬁr2:u1

Pour cela on cherche a résoudre le systeme d'inconnues a et 3 :

a+ 8 =u Ly a+ B =u
na+nB=wu L (n-n)B=wm-nuw L-nbL
up — nug r2up — U1
a+ B =u a=u—- —— a= """
— U1 — nuo — rn-n — R-n
—n 40 5:7 ui — nuo U — nug
r—n# B=— - -
n-n n-n n-n
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Ainsi il existe un unique couple de réels («, 8) tels que v, = ar{ + Bry Vérifie la
relation de récurrence (*) et ait pour premiers termes vo = ug et vi = u1. Pour
ces valeurs de (a, 3), les suites (v,) et (u,) sont égales. Cela fournit
|'expression de u, en fonction de n.

Lorsque A >0 : pour tout ne N :

rup — th n U1—nuo n
Up=—"—""—"Xn+——mXhH
n—-—n P —-—n

e Deuxiéme cas : Si A <0.

L’équation caractéristique : r> —ar—b = 0 a deux racines complexes conjuguées :

a+io a-io
. r =

; avec 6% = A.
2 2

n =

Alors il existe p = || =|r| € R} et 6 € R tels que :

0

) o
n=pxe : n=pxe’
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Soient (o, 8) € R? et v, = arf + Bry. Le méme systéme que dans le cas A >0
montre que pour :

hup — u
Ot:20 1 ; ﬁ:

rn-n rn—-n

uy — nuo

Vo = up et vi = u;. Mais a et 5 sont des complexes. Aussi obtenons une
expression réelle de u, en fonction de n.

Remarquons que puisque r; et r» sont conjugués, o et 8 sont aussi conjugués.
En effet :

- - - Y

n-rn n-nr rn-n

_ (rzuo—ul) fup— U1 hup—up Ui —hp
o=
n—-n

Ainsi Vne N :

u, = an + Bry
in@

=ap"xe™+Bp" x e

_ pn (aeine + Be—inO)
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U= pn (aeine +ﬂe—in0)
n((a+ﬁ a—ﬁ)eane+(a+5 a_/B)efinG)

P\ T 2 2
——— ——
= =3
:pn(a;BX(einQ_'_efinG)_'_a;ﬁX(einQ_efinG))
n Ol+ﬂ Oé_ﬁ . .
=p ( > x2 x cos(nf) + — x2i xsm(n6))
—— ——
=Re(a)eR =ilm(a)eiR
Ainsi en posant :
A=a+peR ; B=(a-8)xieR

il existe deux réels A et B tels que pour tout ne N :
un = p" x (Acos(nf) + Bsin(nd))

avec : p=|n| et 0 =arg(n) [27].
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e Troisieme cas. Si A =0.
' . P . . a
Dans ce cas I'équation caractéristique a une unique solution ry = 5 Alors

vp = aurg vérifie la relation (*), mais vo = « et vi = arp ne permet pas général
de choisir a pour que vp = up et vi = uy.

Aussi cherchons une autre suite satisfaisant (*). Soit 3 un réel quelconque et
w, = 8% nrg. Alors :

B(n+2)rg*?, et

aWni1 + bw, = aB(n+ 1)r§ + bBnry

Brg x (a(n+1)ro + bn)

Whn+2

= Bry x (n(ar0+b)+ 2 ro)

N——
=2r
_r2 0
=r?

= Bry x (nrg +2r§)
=pB(n+ 2)r(;’Jr2 = Wpio

Ainsi (w;) satisfait () pour tout réel 5. Et donc V(o, 8) € R?,
vn = arg + B x nrg satisfait la relation de récurrence (x).
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Déterminons s'il existe des réels « et 3 tels que (v,) ait pour premiers termes
ug et u;.

arg+ﬁx0><rg U o= U o= U

<~

1 1 =
arg +Bx1xr =w arn+Bxrn=1 Bxro=u1—Uor

Premier sous-cas : si rp # 0 alors :

« = Uy
8 U1 — Uoro
o

Deuxiéme sous-cas : si ro = 0 alors a=0 et rp = a/2 est racine de r? - b donc
b=0. Ainsi (a,b) =(0,0); cas que I'on a exclu.

Ainsi lorsque A =0, il existe (a, 8) € R? tels que pour tout neN :

up=arg +Bxnxry
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Finalement nous venons d'établir :

Théoreme
Soient (a,b) # (0,0) et (un)nen tel que pour tout neN :

Un+2 = alny1 + bup
On considére I'équation caractéristique associée :
2
r‘—ar-b=0 (%)

et son discriminant A = a* + 4b.

e SiA >0, soient r1, r» les deux solutions réelles distinctes de (EC). Il existe
un unique couple de réels («, 8) tel que pour tout n€ N :

n n
Up=aXr +0Bx%Xnr
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e Si A < 0; soient ri,r, les deux solutions complexes conjuguées de (EC). Il
existe un unique couple de réels (a, ) tel que pour tout neN :

up = p" x (ax cos(nB) + B x sin(nd))

ot p=|n|etf=arg(n) [27].

e Si A =0; soit ry I'unique solution de (EC). Il existe un unique couple de réels
(o, B) tel que pour tout ne N :

up=(a+Bxn)xr

BCPST1 - Lycée Fénelon Suites réelles usuelles



Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Exemple. Expression en fonction de n de la suite de Fibonacci :

[7) =0
(un)n : u=1

VneN, Upi2 = Ups1 + Un

L'équation caractéristique associée est :
P-r-1=0 (EC)
qui admet pour discriminant A = (-1)*> +4 =5 > 0 et pour racines :

:1+¢§ :1—¢§

n r

2 ; 2
Ainsi il existe deux réels «, 3 tels que u, = ar{ + 8r; ; déterminons o et 3 :
a+f=0 a+f=0
_ —
a><1+2\/§+5><1 2\/521 a+ﬁ+\/§x(a—ﬂ):2
- _ -1
<=>{ﬂ @ — {a \/51
2V5xa=2 B=-2
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Ainsi pour tout ne N :

S

up

S

(7)) (%)
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Exercice 4. Déterminer |'expression de u, en fonction de n dans chacun des cas
suivants :

a)

up=-1, w1 =2, Uno=4%Un1—4u,
b)

up=4, wur=5, Up2=3Unt1—2up

c)

1
uo=1, u =\/_—§, Up+2 = —Upt+1 — Up
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a)

up=-1, w1 =2, Uno=4Un1—4up,
L'équation caractéristique est r*> — 4r + 4 pour laquelle :
A=0 ; =2

Ainsi il existe deux réels a, 8 tels que pour tout n € N : u, = (a + ng) x 2".
Déterminons « et (3 :

|
|
R
o
N
—

<~
20+26=2 a+f=1 8

Ainsi pour tout ne N :

‘un:(2n—1)><2"
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b)
up=4, w1=5 Up2=3Ups1—2uUp

L’équation caractéristique est r> — 3r + 2 pour laquelle :

A>0 : n=1 ; n=2 (car3=1+2et2=1x2)

Ainsi il existe deux réels o, tels que pour tout n € N : u, = a+ 3 x 2".
Déterminons « et 3 :

a+f=4 L a+p=4 a=3
<~ <~
a+2B=5 Ly bel-L |B=1 B=1

Ainsi pour tout ne N :
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<)
1
U():].7 U1:\/§—§, Upt+2 = —Up4+1 — Up
L'équation caractéristique est r*> + r + 1 pour laquelle :
_-1-iV3

A=-3<0 ; n > Lo >

Or : 5
n|=1 et arg(r)= % [27]
Ainsi il existe deux réels «, 3 tels que pour tout ne N :

up =1"x (ozcosz”T7r + fBsin 2"7’7) Déterminons « et 3 :

a=1 a=1
<~
—za+ Ph=VE-3 B=2

Ainsi pour tout ne N :

20
3

ycée Fénelon Suites réelles usuelles

2nm .
Up = cos7 +2sin
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