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Suite réelle : définition

Définition

Une suite réelle (un)nen est une application de N dans R. L'image de I'entier n
est noté u.

Soit ng € N; une suite réelle (un)nsn, €st une application de N n [ng; +oo[ dans
R.

Plus généralement une suite réelle est une application d’une partie infinie | de
N et a valeurs dans R.

Dans ce cours, toutes les suites considérées seront définies pour tout n € N avec
n > ng. On pourra les noter (u,) ou (un)n plutdt que (up)nen ou (Un)nzng-

Tous les résultats établis restent vrais pour une suite réelle quelconque; il
suffira de changer dans les définitions et propriétés "Vn e N” par "Vne [".
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Convergence et divergence

Définitions de la limite d’une suite imi nies
sur les limites

Convergence d'une suite

Définition
Une suite réelle (up)nen (ou (Un)nsny) @ pour limite le réel £ si :
— Pour tout € > 0, l'intervalle [ — ;£ + €] contient tous les termes de la suite a
partir d'un certain rang.
On note alors :
lim u,=¢ ou limu,=14¢

n—+oo

Plus formellement : limu, = ¢ si :

Ve>0, INeN, VneN, n> N — |u,—¥{|<e

Remarque.
e L'entier N dépend de £; on peut le noter N(¢).

Ve>0, 3N(e)eN, VneN, n>N(e) = |u,— | <¢

e Rappelons que :
upe[l—gl+e]l = L-e<u<l+e < |up=4{|<e
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Convergence et divergence

Définitions de la limite d’une suite

Exemples.

e Une suite (u,) constante égale 3 ae R (i.e. Vne N, u, = a) a pour limite a.
En effet, soit € > 0, en prenant N =0, pour tout neN,
n>0 = |u,—al=0<e.

o Plus généralement, une suite (un) stationnaire en ae R (. i.e.

dng e N,n>ny = u, = a, c'est a dire constante a partir d'un certain rang) a
pour limite a. En effet, soit £ > 0, en prenant N = ng, pour tout ne N,
n>N = |u,-a|=0<e.

e Soit la suite (up)pen+ définie par u, = % Montrons que lim u, = 0.

Soit £ > 0. Prenons pour N(g) un entier supérieur a % par exemple
N(e)=|2]+1. Alors soit n> N(e) :

<e = |u,-0|<e

1 1 1
n>N(E)>=->0 = 0<-<e = ‘7—0
5 n n

Les suites réelles



Convergence et divergence
Définitions de la limite d’une suite Limites infi

Prop! r les limites

e Supposons que limu, = £ et a€R; alors lim(u, +a) =¢+a. En effet :
Soit £ > 0; par définition il existe N € N, tel que VneN, n> N = |u,-{|<e.
Donc VneN,

n>N = |(up+a)—({+a)|=|un— 4 <e.
Ainsi :
Ve>0, INeN, VneN, n>N = |(up+a)-(L+a)|<e
Autrement dit, lim(u, +3) = £ + a.
De méme : limu, =¢ == lim(ax u,)=ax/{. En effet :

Si a=0: la suite 0 x u, est constante égale a 0, et donc im0 x u, =0=0x£.

Si a#0. Soit £ >0; posons &1 = \%\ > 0. Puisque limu, = £ :

INEN, VneN, n> N = |u,—€|<e1 = —

|a|

— |axu,,—ax€\:|a|><|u,,—€\s|a|><i:g

lal
et donc on a montré que : Ve >0, INeN, n> N = |axu,—-ax/{|<e.
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Convergence et divergence
Définitions de la limite d’une suite Lir s

s
ur les limites

On résume ces résultats :

Soit a € R une constante :

limu,=¢ = lim(u,+a)=/(+a

limu,=¢ = lim(axu,) =ax/?
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Canvergence et divergence

Définitions de la limite d’une suite

Propriétés sur les limites

Définition
Une suite (un) ayant une limite £ € R est dite convergente. Elle converge vers £.

Sinon on dit que (up) est divergente.

Exemple. La suite (u,) définie par u, = (-1)" est divergente : En effet, sinon
il existerait £ € R et pour tout £ > 0 un entier N(¢) tel que :

n>N(e) = upe[l-¢gl+e].
En particulier pour ¢ = % :

n 1 1
INeN, VneNn> N = (-1)"¢ [€—§;€+ 5]
Mais c’est impossible puisque (-1)" et (=1)"*! sont a distance 2 I'un de
I'autre tandis que [E— %;Z+ %] est un intervalle d'amplitude 1. Plus
rigoureusement : d'aprés I'inégalité triangulaire, pour tout n> N :

:|(_1)n n+1‘ ‘( 1) 40— ( 1)n+1|<|( 1) _£|+|£ ( 1)n+1|< 1 1 -1

Remarque. Déterminer la nature d’'une suite consiste a déterminer si elle est
convergente ou divergente; elle ne peut étre que I'un ou l'autre.
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Convergence et divergence
Définitions de la limite d’une suite Limites infinies
Propriétés sur les limites

Limite par valeur supérieure

Définition
e Une suite (u,) convergeant vers £ € R est dite
tendre vers { par valeur supérieure, que I'on note :

a + - e
lim u,=4" ou limu,=/

n—+oo

si pour tout € > 0, l'intervalle [£, £ + €] contient tous les termes de la suite a
partir d'un certain rang N.

Autrement dit, si :

Ve>0, IN(e) eN, VneN, n>N(e) = L<u,<l+¢
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Convergence et divergence
Définitions de la limite d’une suite Limites infinies
Propriétés sur les limites

Limite par valeur inférieure

e Elle est dite tendre vers { par valeur inférieure, que I'on note :

lim u,=¢ ou limu,=¢"

n—+oo

si pour tout € > 0, l'intervalle [£ - e,£] contient tous les termes de la suite a
partir d'un certain rang N.

Autrement dit, si :

Ve>0, AN(e) eN, VneN, n>N(e) = L-e<u, <4
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Convergence et divergence
in

Définitions de la limite d’une suite Limit
Propr ir les limites

Exemple.
1

1 . . ST
e lim = =0" ; en effet : Soit £ > 0. Prenons pour N(e) un entier supérieur a 2,

n
par exemple N(e) = 1]+ 1. Alors soit n> N(e) :

nzN(5)21>0:O<1§5:0<1§0+5
€ n n

1
e liml-==1" ; en effet : en effet : Soit € >0. Prenons pour N(g) un entier

n
supérieur 3 1, par exemple N(¢) =[2]+1. Alors soit n> N(e) :

€

nzN(5)21>0:>0<1£5:> —5£—1<0:> l-e<1--<1
5 n n n
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ce et divergence
Définitions de la limite d’une suite imite ies
sur les limites

Unicité de la limite

Propriété
La limite d’une suite convergente est unique

Démonstration. Par |'absurde. Supposons qu'il existe ¢; et ¢» deux réels, avec
br# 0 et: limu, =41 ; limu, = #>.
Ainsi par définition :
Ve>0, 3Ni(e) eN, VneN, n>Ni(e) = l1—e<u,<li+e¢
Ve>0, IN2(e) eN, VneN, n> No(e) = lr—e<u,<br+e

Puisque ¢1 # {2, on peut supposer sans perte de généralité que ¢1 < £>, ou
autrement dit que ¢ — ¢1 > 0. Alors en considérant € > 0 tel que :

O<ex< 62;7&
pour tout n > max(Ni(g), Na(¢€)) :
un§€1+6<£1+£2;€1 = 62;& :£2—£2_€1 <lr—e<u, = up,<up
ce qui est contradictoire. ]
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Convergence et divergence
Définitions de la limite d’une suite Limi nies
és sur les limites

Limites infinies

Définition
Soit (un) une suite réelle.

o La suite (u) a pour limite +co, ce que l'on note :

lim u, =+oc0 ou limu, = +c0

n—+oo

lorsque :

Pour tout réel A, I'intervalle [A; +oo[ contient tous les termes de la suite (un) a
partir d'un certain rang.

Autrement dit, si :

VAeR, ANeN, VneN, n>N = u, 2 A
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Convergence et divergence
Définitions de la limite d’une suite s infinies
r les limites

Limites infinies

o La suite (up) a pour limite —oo, ce que I'on note :

lim wu,=-00 ou limu, = —c0

n—+oo

lorsque :

Pour tout réel A, I'intervalle | — co; A] contient tous les termes de la suite (up)
a partir d’un certain rang.

Autrement dit, si :

VAeR, INeN, VneN, n> N — u, <A
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Définitions de la limite d’une suite

Exemples.
e Soit la suite (u,) définie par u, = n. Alors lim u, = +00 ; en effet :

Soit A€ R; Des que N est un entier naturel supérieur ou égal a A, on a :
n>N = u,=n>A
Il suffit de prendre N = max(0,|A] + 1) qui est bien un entier naturel > A.

e Soit la suite (u,) définie par u, =1 -2n. Alors limu, = —oo ; en effet :
Soit AeR;

1-A

Up <A << 1-2n<A < 2n-1>-A < n>

s . . . . 1-A
Dés que N est un entier naturel supérieur ou égal a 5 ona:

n>N — n> = u, <A

Il suffit de prendre N = max([%J + 1,0) € N qui est bien > 1- A.
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Convergence et divergence

Définitions de la limite d’une suite

r les limites

e Soit (up) une suite ayant pour limite oo et soit a € R une contante; alors
lim(u, + a) =limu,. En effet :

Soit A € R quelconque ; considérons A; = A—aceR.

Si lim u, = +o0 alors par définition il existe N € N, tel que :
n>N — u,>2Ai=A-a = u,+a>A

donc pour tout A€ R il existe un rang N eN, tel que n>N = (up+a)>A
; autrement dit : lim(un + a) = +oo.

Si lim u, = —co alors par définition il existe N € N, tel que :
n>2N = up<Ai=A-a = up,+a<A

donc pour tout A€ R il existe un rang NeN, tel que n> N = (u,+a)<A
; autrement dit : /im(u, + @) = —oo.

Soient a € R une constante et (un) une suite ayant une limite infinie; alors :

limup, = +o0 = lim(up + a) = +o0

limup, = —00 = lim(up +a) = —oco
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e et divergence

Définitions de la limite d’une suite
r les limites

e Soit (u,) une suite ayant pour limite +oo et soit a € R une contante ; alors la
suite (ax up) a pour limite

limu, = +00 sia>0
limup, =+00 = lim(axup) =4 -limu,=Foo sia<0

0 sia=0

En effet :

—Si a=0: alors la suite (a x u,) est constante égale a 0. Elle a donc pour
limite 0.

—Si a#0: Soit AeR quelconque; posons A; = f. Alors par définition :

. A axu,>A sia>0
limu,=400 = AN eN, n>N —= up,>2 A= — —

a axu, <A sia<0
. A axu, <A sia>0
limu,=-00 = INeN, n>N —= up,<A1=— — )

a axu,>A sia<0
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e et divergence

Définitions de la limite d’une suite
r les limites

C'est vrai pour A € R, c’est donc vrai pour tout A € R, autrement dit :

. limaxu,=+0c0 sia>0
limu, = +o0 = < . .
limaxu,=-00 sia<0

. limaxu,=-00 sia>0
et limu,=-00 =

limaxu,=+00 sia<0

Soit a € R une constante,

lim(ax u,)=+00 sia>0
limu, =+c0 = {lim(axu,) =0 sia=0

lim(axu,) =Foo sia<0
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e et divergence

Définitions de la limite d’une suite
r les limites

o Des résultats précédents, on déduit la limite d'une suite arithmétique :

Soit (un)nen une suite arithmétique de raison r. Alors :

+oo sir>0
limup =14 w sir=0

—oo sir<Q0

o La suite (up) définie par u, = (=1)" n'a aucune limite, finie ou infinie.

deja montré que (u,) est divergente.
Soit A=2; alors VneN, u, < A; donc (un) n'a pas pour limite +oo.

Soit A=-2; alors YneN, u, > A; donc (u,) n'a pas pour limite —oo.
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Définitions de la limite d’une suite

Propriété

La limite d’une suite, lorsqu'elle existe, est unique.

Démonstration. La propriété 1 établit deja que la limite d’une suite
convergente est unique. Il reste donc a montrer que si une suite (u,) admet
une limite infinie, elle ne peut pas en admettre une autre, finie ou infinie.

Montrons d'abord que I'on ne peut pas avoir lim u, = o0 et lim u, = —oo.
Procédons par I'absurde. Dans le cas contraire on aurait :

VAeR, 3N (A)eN, VneN, n> Ni(A) = u,2A carlimu, =+
et VAeR, IM(A)eN, VneN, n> Nb(A) = u, <A carlimu, =-o0

En appliquant la premiére assertion pour A =1 et la deuxieme pour A=0on a
alors :
AN eN, VhneN, n> Ny = up>1

et I, eN, VneN, n>No = u,<0

Ainsi si n > max(Ni, Ny), alors n> Ny et n> N, et donc :
1<u, <0 = 1<0

C'est contradictoire. Ainsi on ne peut pas avoir en méme temps lim u, = +o0 et
limu, = —o0.
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Convergence et divergence
Définitions de la limite d’une suite Limites infi

Propr ur les limites

Montrons ensuite que si lim u, = oo alors la suite (u,) est divergente; pour
cela procédons par I'absurde (on suppose lim u, = +o0; 'autre cas est
analogue) :

Supposons que limu, = £ € R et que (par exemple) lim u, = +o00 ; alors :

Ve>0, INi(e) eN, VneN, n>Ni(e) = f-ec<u,<l+¢
et VAeR, IN>(A)eN, VneN, n>M(A) = u, > A

Fixons € >0 et A=/¢+ 2. Alors pour tout ne N :

n> Ni(e) L—e<u,<l+e
n>max(Ni(g), No(A)) = et = jet
n> Ny(A) up>A=/0+2¢

= u, <l+e<l+2e<u, = u,< un

Ce qui est contradictoire.
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e et divergence

Définitions de la limite d’une suite
r les limites

Remarque. Pour une suite réelle les possibilités sont :

Convergente : 3 (e R, limu, =4
ou bien
Aucune limite
Suite réelle (un) ou bien
Divergente : limup = +o0

Limite infinie : { ou bien

limu, = —co

Remarque. Nature et limite d'une suite ne dépendent pas de ses premiers
termes : si on modifie les premier termes d’une suite (u,) on ne change ni sa
nature (convergente/divergente) ni sa limite.

Autrement dit si deux suite (un) et (v,) sont telles qu'il existe N € N tel que

pour tout neN, n> N == u, = v, alors (u,) et (v,) ont méme nature, et
méme limite, s'il en est.
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e et divergence
Définitions de la limite d’une suite imi nies
Propriétés sur les limites

Limites et valeur absolue

Propriété

Soit (un) une suite réelle et £ € R. Alors :
limu,=¢ < lim|u,—¢|=0

En particulier :
limu,=0 < lim|u,|=0

Démonstration. Par définition :
limu,=¢ < Ve>0, INeN, VneN, n2 N = |up-{|<¢
Or ||un =€) = 0| = |un — £
< Ve>0, 3NeN, VneN, n> N = ||lu,-£|-0|<e
<~ lim|u,—¢|=0
]



Convergence et divergence

Définitions de la limite d’une suite

Propriété
Soit (un) une suite réelle et £ € R ; alors :

limu,=¢ = lim|u,| =|{|

Démonstration. Par définition :
limu,=f < Ve>0, INeN, VneN, n>N = |u,—{|<e
Or d’apres I'inégalité triangulaire ||un| — |€|| < |un — €] < €

= Ve>0, INeN, VneN, n>N = |jua|-|{||<e

= lim|us| = |¢|

Remarque. Attention la réciproque est fausse :

Par exemple u, = (-1)" diverge tandis que |un| = 1 converge.
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divergence
Définitions de la limite d’une suite imi ies
Propriétés sur les limites

Limite et signe d'une suite

Propriété
Soit (un) une suite réelle ayant pour limite :

limu,=¢>0
ou
limu, = +o0

Alors a partir d'un certain rang u, > 0. Autrement dit :

INeN,YneN,n>N = u,>0

Remarque. Autrement dit, une suite ayant une limite >0 ou +oco est >0 a
partir d'un certain rang.
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e et divergence
Définitions de la limite d’une suite i nfinies

és sur les limites

Démonstration. On distingue deux cas selon que (u,) converge ou diverge vers
+00.

1% cas : lim u, = +00 ; par définition :
VAeR, dNeN, VheN, n>N = u, > A
en prenant A>0, on a:
INeN,VneN;n>N = u, 2A>0

on a donc la conclusion recherchée.

2°M¢ cas : limu, = £ € R} ; par définition :

Ve>0, INeN, VvneN, n> N = |u,-{|<e

Prenons ¢ = g >0; alors 3N € N, tel que VneN,

~

n>N — —-e<u,—-l<e = l-ec<u, = —<u, —= 0< up
——— >0

N

On a la conclusion recherchée. [ |
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Convergence et divergence

Définitions de la limite d’une suite

Exemple. En particulier :

limup = +oo == lim |u,| = +o0

En effet, si limu, = +oo alors il existe N € N, tel que :
n>N = u,>0 = up = |un|.

Les suites (un) et (Jun|) coincident donc a partir d’un certain rang, elle ont
donc méme limite.

Ce résultat a pour principal intérét le corollaire important suivant :

Corollaire

Passage a la limite dans une inégalité
Soient (u,) une suite convergente et (a, b) € R%.

e Si a partir d'un certain rang u, > a, alors limu, > a.

e Si a partir d’'un certain rang u, < b, alors lim u, < b.
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e et divergence

Définitions de la limite d’une suite i nfinies
és sur les limites

Démonstration. Notons ¢ = lim u, ; on montre séparément les deux assertions.
eSidNeN n>N — u,>a.

Considérons la suite a— u, ; elle a pour limite le réel a—¢. Sil'on avait a—¢ >0,
alors d'apres la propriété, on aurait a partir d'un certain rang a— u, >0. Or
n>N == a-u,<0. Donc nécessairement a— ¢ <0, c'est a dire limu, > a.
eSidNeN n>N — u,<b.

Considérons la suite u, — b; elle a pour limite le réel £—b. Sil'on avait £—b >0,

alors d'aprés la propriété, on aurait a partir d'un certain rang u, — b >0. Or
n>N = u,—- b <0. Donc nécessairement { — b <0, c'est a dire imu, <b. m
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Convergence et divergence
Définitions de la limite d’une suite Limites infinies
Propriétés sur les limites

Limites et suites bornées

Définition
Une suite réelle (un)nen est dite bornée lorsque le sous-ensemble {u,,| ne N} de
R est borné.

C’est a dire si :
I(m, M) e R? tel que YneN, m<u, <M
ou de maniére équivalente si :
JA e R} tel que Vne N, |uy| < A.

Théoreme
Toute suite convergente est bornée.
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e et divergence
Définitions de la limite d’une suite i nfinies

és sur les limites

Démonstration. Soit (us)nen une suite convergeant vers £. Soit un réel € > 0.
Alors par définition il existe un entier N(e) tel que :

nx2N() = L-e<u,<l+e
En particulier I'ensemble :
A:{un | neN et nzN(s)}

est borné : il est minoré mar my = £ — £ et majoré par My = ¢ +e¢.
Considérons I'ensemble des termes restants de la suite :

B:{u,, | neN et n<N(5)}

c’est un ensemble fini de R et il est donc borné; minoré par m, = min(B) et
majoré par M = max(B).

En posant : m = min(my, my) et M = max(My, M,) on a alors :

m<m<u, <M <M
VneN, <ou == m<u, <M

m<my<u, <Mp< M

Ainsi la suite (un) est bornée.
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Convergence et divergence

Définitions de la limite d’une suite

Propriété

Soient (u,) et (vn) deux suites réelles telles que :

lim u, =0 et (vn) est bornée

n—oo

Alors :
lim (u,xv,)=0

Démonstration. Puisque limu, =0 :
Ve>0, INeN, VneN, n> N = |un|<e
et puisque (v,) est bornée :
IM>0, VneN, |v,| <M

Montrons que lim u,v, = 0.
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Convergence et divergence

Définitions de la limite d’une suite

Soit € >0; posons €1 = ; > 0. Alors d'apres (1) :

IN(e1) eN, VneN, n> N(e1) = |un| < &1

e
? |UunVn| = |un||val < €1 x M = W xM=¢

Ainsi :
Ve>0, INeN, VneN, n>N = |upva|<e

i.e. limupv, = 0.

]
. 7 ' ot : s . cos(n)
Exercice Déterminer la limite de la suite (u,) définie par Vne N*, u, = ——=.
n
La suite (cos(n)) est bornée puisque Vn € N, -1 < cos(n) < 1, et la suite (%)
tend vers 0.
Donc lim u, = 0.
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Définitions de la limite d’une suite imi infinies
Propriétés sur les limites

Caractérisation de la limite a I'aide des termes de rangs

pairs et impairs

Soit (un)n une suite réelle.

o (uzn)n est la suite extraite des termes de rangs pairs,

o (tzn+1)n €st la suite extraite des termes de rangs impairs.

Exemples. Autrement dit :

(un) = (uo, 1, U2, U3, Ua, Us, Us, U7, Ug, Uy, .. .)
(U2n) = (U07 uz, us, Ue, Us, U10, U12, U14, U16, - - )

(u2ni1) = (ur, us, us, Uz, Ug, 11, 13, Us, U17, . . .)

e Pour la suite (un) définie par u, = (-1)". La suite extraite de rangs pairs,
(u2n), est constante égale a 1. La suite extraite de rangs impairs, (u2n+1), est
constante égale 3 —1. La suite (u,) n'a pas de limite.
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e et divergence

Définitions de la limite d’une suite i nfinies
és sur les limites

Théoréme
Soit Le Ru { — o0; +oo} ; une suite (un) a pour limite L si et seulement si les

deux suites (uzn) et (uzns1) ont pour limite L.

Démonstration. Montrons deux implications :
Supposons que lim u, = L et montrons que lim u, = lim uopey = L.

e 1% cas:si LeR.

Ve>0, 3NeN, VneN, n> N = |u, - L|<e

- 2n>N |ton — L] <€
en particulier: n>N —
2n+1>N |UQ,1+1—L|§E
et donc :
Ve>0, INeN, VneN, n> N = |un-L|<e ie. limu,=1L

Ve>0, 3NeN, VneN, n>N = |up1 - L|<e ie. limupny =L

Les suites réelles



e et divergence
Définitions de la limite d’une suite i nfinies

és sur les limites

e 2°™® cas : si L = +o0o0.

VAeR, INeN, VneN, n>N = u, > A ie. limu,=+o00
== VAeR, INeN, VneN, n>N = wp, > A ie. limuy, =+o00

= VAeR, ANeN, VneN, n>N = wp1 > A i.e.  limugpe1 = +o0

e 3™ cas:si L=—o0.

VAeR, INeN, VneN, n> N —
= VAeR, INeN, VneN, n> N — w, <A ie. limuy, =—-o0
= VAeR, 3NeN, VneN, n> N —

u, <A ie. limu,=-0c0

Uops1 < A ie. limugper = —00

Supposons que lim uz, = lim u2p41 = L et montrons que limu, = L.
e 1% cas : si la limite est finie, L € R.

Soit € > 0 quelconque. Par définition, puisque lim uz, = lim w2y = L -

INogeN, VneN,n>2 Ng = |uon—L|<e

HNleN, VI‘IGN,"ZN;[ B0 |U2n+1—L|S€
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Convergence et divergence
Définitions de la limite d’une suite s

es
Propriétés sur les limites

Posons N = max(2No, 2Ny + 1) et soit n> N.

— Si n est pair : n=2k; alors :

n>N = n>2Ny = 2k>2Ny — k> Ny — ‘Uzk—L|§E

= |un—L|<e
— Si n est impair : n=2k+1; alors :
n2N = n>2N;+1 = 2k+122N+1 = k2 Ny = |ups1 - L| <€
= |up-L|<e
Ainsi pour tout neN, n>N = |u, - L|<¢, et donc :
Ve>0, INeN, VneN, n> N = |u,-L|<e

autrement dit limu, = L.
e 2°™® cas : si L = +00.

Soit A € R quelconque. Par définition, puisque lim w2, = limuzpy1 = L :

INoeN, VneN, n>2 Ny = w2 A
3N1€N, VHGN, n>N; = wp1 > A
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e et divergence
Définitions de la limite d’une suite i nfinies

és sur les limites

Posons N = max(2No, 2Ny + 1) et soit n > N.

— Si n est pair : n=2k; alors :

n>N = n>2Ny = 2k>2Ny = k>Ny = ux > A

= u, 2 A
— Si n est impair : n=2k+1; alors :

n>N = n>2N1+1 = 2k+1>2N1+1 = k>N = U1 > A

ol U,,2A
Ainsi pour tout neN, n>N = u, > A, et donc :
VAeR, dNeN, VneN, n>N = u,>A

autrement dit limu, = L.
® 3™ cas : si L= —oo.

Le m&me argument que précédemment s’applique (changer toutes les inégalités
u. >Aen u, <A). ]
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Convergence et divergence
Définitions de la limite d’une suite Limites infinies

Propriétés sur les limites

Exercice Soit : u, = sin (n%)

1) Montrer que la suite extraite (u2,) est convergente.

2) Montrer que la suite extraite (u2n+1) est divergente.

3) En déduire la nature de (up).

1) Pour tout n €N, up, =sin(nm) =0, donc lim w2, = 0; (u2,) est convergente.
2) Pour tout n €N, tppi1 =sin (nﬂ' + %) = v,.

La suite (v,) a pour suites extraites de rangs pairs et impairs :
Von = Sin (2n7r + g) =sin (g) =1: wvope1 =sin ((2n+ 1)+ %) =sin (71' + g) =-]

Ainsi (u2q+1) diverge.

3) La suite (un) n'a pas de limite puisque (u2,) converge tandis que (U2n+1)
diverge.
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Convergence et divergence
Définitions de la limite d’une suite Limites infinies
Propriétés sur les limites

Théorémes de limites par encadrement

Dans le cas d'une limite finie, c’est le théoreme des gendarmes :

Théoreme
Soient (un), (va) et (w,) trois suites réelles. Si il existe £ € R tel que :

limu, =limw, =¢
et un rang Ny € N tel que :
n>No = up, <vp<w,

alors la suite (v,) est convergente et limv, = £.

Démonstration. Soit € > 0 quelconque. Par définition :

IN,eN, VneN, n>N, = |up—{|<e = (-e<u,<l+¢

INweN, VneN, n>N, = |wp—¥|<e = l-ec<w,<l+¢
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Convergence et divergence
Définitions de la limite d’une suite Limites infinies

és sur les limites

et par hypothese :
INoeN, VneN, n>Ny = up<vp<wy

Posons N = max(No, Ny, Ny ) ; pour tout entier n> N :

L—e<upn<vpswy<lte = L-ec<v,<l+e = |vp,—{|<e
par définition, lim v, = £. ]
Exercice

Appliquer le théoreme des gendarmes pour montrer que les suites suivantes sont
convergentes et déterminer leur limite :

o2l ., _li-np3)

n = ’ n = —— 1 Wp =
n n n
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Convergence et divergence
Définitions de la limite d’une suite

Limites infinies
Propriétés sur les limites

e Pour (up) ; de [n/2] < nf/2 < |n/2]+1 on déduit I'encadrement n/2—1 < [n/2] <
n/2 puis :
VneN", 1.1 _np-t < /2] 1
2 n n n 2
En appliquant le théoreme des gendarmes :

.11 1
lim=—-—=Ilim= =

2 n 2

— |limu, = =

N | =

e Pour (v,) : par le méme argument : —n/3 < |1-n/3|<1-n/3 donc :
1
n

wnewe, 3 ML=0f3] 13
3 n n
En appliquant le théoreme des gendarmes :

W=

Iim—f—liml—}——1 = |limv,=-=
3 n 3 3 "3
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Convergence et divergence
Définitions de la limite d’une suite i nfinies

és sur les limites

e Pour (w,) : puisque n >0 : n>—n+100 > n> ~2n+1 = (n-1)>. Pour
n > No = 100, n®> — n+ 100 < n?>. Donc par croissance de la fonction racine
carrée :

ANo e N,VneN,n>Ny = n-1<Vn?2-n+100<n

On en déduit I'encadrement :

_ N o
ElNoEN,VnEN,nZN():l—l:n 1< dl n+100£1
n n n

En appliquant le théoreme des gendarmes : .
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Convergence et divergence
Définitions de la limite d’une suite Limites infinies

és sur les limites

Dans le cas d'une limite infinie, le résultat devient :

Théoreme
Soient (un) et (vn) deux suites réelles telles que :

AN eNy, VneN, n> Ny = up < v,
Alors :

limu, = +c0 = limv, = +c0

limv,=-00 = limu, = —c

Démonstration. Supposons d’abord que lim u, = +0c0. Soit A € R quelconque
alors :
AN eN, VneN, n>N; = up, > A

Posons N = max(No, N1) ; pour tout ne N :
n>N = v,2u,>A

et donc lim v, = +oc0.
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Définitions de la limite d’une suite

Convergence et divergence
Limites infinies

s sur les limites
Supposons ensuite que lim v, = —co. Soit A € R quelconque alors :

AN eN, VneN, n>N; = v, <A
Posons N = max(No, N1) ; pour tout ne N :

n>N = u,<vp <A
et donc limu, = —c0

Exercice

Déterminer nature et limite éventuelle de :

up,=(2+(-1)")n
e u,>(2-1)n
e v, <(-2+1)n

Vo= (-2+(-1)")n

wy = (1+(-1)")n
netlimn=+c0o = limu, = +co.

—netlim-n=-00 = limv, = —co.

® wo, = 2n, Wape1 = 0 ont des limites différentes, donc (w;,) n'a pas de limite.
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