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CORRIGE des exercices sur les espaces vectoriels

Lycée Fénelon

Espaces vectoriels
Exercice 1.
1) C’est un sev; (0,0) € F et soient A € R, u = (z1,221),v = (22, 2z2) € F alors

Au+v=(Az + 22,2 21 + 222) = (Az1 + 22,2(Ax1 + 22)) € F
2) Ce n’est pas un sev : (1,1),(1,—1) € F tandis que (1,1) + (1,-1) = (2,0) € F..
3) Ce n’est pas un sev : (0,0) & F.
4) C’est un sev : (0,0) € F et soient A € R et u = (z1,41),v = (v2,y2) € F;

Au+v= Az + 22, Ay1 + y2)
et a(A.x1 + x2) + b(Ay1 +y2) = A(a.x1 +by1) + axe + by =0

=0 =0

= Aut+veF
5) Ce n’est pas un sev : (1,1) € F et (—1).(1,1) = (-1,-1) € F.
(0,0) € F et soient A € R et u = (z1,y1,21),v = (x2,y2,22) € F;

6) C'est un sev :

Au+v=(Ax + T2, Ay1 + Y2, Az1 + 22)
()\.(El + SUQ) + (>\y1 +y2) — ()\21 =+ 22) = )\(1’1 + Y1 — 21) + T2 + Yo — 29 = 0

=0 =0
et ()\1‘1 + 172) + 2()\2’1 + 22) = )\(1‘1 + 221) + 9 + 222 =0
—— —_——
=0 =0

— Au+tveF

Exercice 2.
1) P est un sev car (0,0,0) € P et soient A € R et u = (x1,y1,21),v = (T2,y2,22) € P;

Au+v= Az + 22, Ay1 + Y2, Az1 + 22)
()\.Z’l + IZ’Q) —+ 2()\y1 —+ yg) — (AZl + 22) = )\(%1 -+ 2y1 — Zl) -+ T2 -+ ng — 29 = 0

=0 =0

— Au+tveF

D est un sev car D = Vect((—1, 1,2)).

2) (—1,1,2) est un vecteur générateur de D non nul, c’est donc une base de D :
up = (—1,1,2)
Déterminons une famille génératrice de P :
u=(r,y,2) EP <= 2—-2y—2=0 < z=x—2

— u= (‘T7y7x_2y) = I(l,o,l) +y(0a15_2)

Donc us = (1,0,1) et uz = (0,1, —2) est une famille génératrice de P. Montrons que
c’est une famille libre :

L0 1 0 1
rang |0 1 | =rang 0 1 _2 =2
1 -2

(puisque rang(A) = rang(*A)). Donc la famille est libre; ¢’est une base de P.

3) Montrons que uq,us, us est libre :

-1 1 0 -1 1 0 -1 1 0
rang| 1 0 1 |=rang| 0 1 1 |=rang| 0 1 1 | =3
2 1 =2 0 3 -2 0 0 -5

Donc la famille est libre.

4) Puisque c’est une famille libre de 3 vecteurs dans R? ev de dimension 3, c’est donc
une base de R3. Soit u € R3 :

(a,b,c),u = auy + bus + cug
—_——
epP €D

Ainsi u s’écrit de maniere unique comme somme d’un élément de P et d’un élément de D.

Exercice 6)
YueF < JzecRu=(x,2z)=2.(1,2); donc (1,2) est une famille génératrice de
F'; puisque (1,2) # (0,0) c’est aussi une famille libre, donc une base de F.

2) (u=(r,y,2) € F <= 24+y+2=0 << z=—-2—y <= u=(r,y,—x—y) =
x.(1,0,—1) + 4.(0,1, —1); ainsi (1,0,—1) et (0,1, —1) est une famille génératrice de F.
Montrons qu’elle est libre :

LY 0 —1

1
0 1 :rang( ) =92
1 1 0 1 -1

rang
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(puisque rang(A) = rang(*A)). Donc c’est une famille libre, donc une base de F.

3)On a:

— =0 = —
u=(z,y,2) € F < oyt — {7 N
2r+2=0 z=—2x

— u=(r,—z,—22)=x.(1,-1,-2)

Ainsi (1, —2, —2) engendre F'; or c¢’est une famille libre (car un seul vecteur et non nul),
c’est donc une base de F.

Exercice 9.
1) Le vecteur nul appartient a F'.
Soient A € R et u = (x,y,2,t), v=(2',y, 2/, t') deux vecteurs de F. Alors :

ANutv=Az+2" y+y, 2+ M+t
Alors A\-u+wv € F car :

A+a —My+y)+de+2 — M+t ) = Az —y+z—t)+(x—y +2 —-t)=0

=0 caru € F

=0carv e F

Donc F est sev de R%.

Le vecteur nul appartient a G.
Soient A € R et u = (z,y,2,t), v = (2,3, 2/, t") deux vecteurs de G. Alors :

ANutv=Az+2"  y+y, e+ M+t
Alors A\-u+v € G car :

M+ + 2 y+y + 2+ M+t =X e+yt+z+t)+(e+y +2+1)=0

=0caru € G

=0carv € G

Donc G est sev de R%.

Déterminons une base de F'; soit u = (z,y, 2,t) € F alors :

r—y+z2—1t=0 = t=ax—-y+=2
= “:($7y727$—9+z)
= u=2-(1,0,0,1)+y-(0,1,0,—1) +2-(0,0,1,1)

et donc (1,0,0,1), (0,1,0,—1), (0,0,1,1) est une famille génératrice de 3 vecteurs de F.
Or:

100 Voo
rang (o 1=7°angOlO—1 =3
0 01 1
1 -1 1

donc c’est aussi une famille libre, et donc une base de F.

Déterminons une base de G'; soit u = (z,y, 2,t) € F alors :

r+y+z+t=0 = t=—-zr—y—=z
= U’:(xay7z7_$_y_z)
= u=2z-(1,0,0,-1)+y-(0,1,0,—-1) + z-(0,0,1,—1)

et donc (1,0,0,—1), (0,1,0,—1), (0,0,1,—1) est une famille génératrice de 3 vecteurs
de G. Or :

(1) (1) 8 1 0 0 -1
rang | 0 | | =rang 01 0 —-1)]=3
00 1 -1
-1 -1 -1

donc c’est aussi une famille libre, et donc une base de G.

2) On sait que F NG est un sev, inclus dans F et dans G, et donc dim FF'N G < 3 avec
égalité si et seulement si ' =G = F NG.

Or F # G puisque (0,1,0,1) est dans F' mais pas dans G (il ne satisfait pas I’équation
cartésienne de G). Ainsi dim FFNG < 2.

Déterminons une base de FNG; u = (z,y,2,t) € FNG

r—y+z—t=0 r—y+z—t=0 z=—x
e g —

r+y+z+t=0 -2y —=2t=0 t=—y
= u=(z,y,—x,—y)=2z-(1,0,-1,0) +y-(0,1,0,—1)

La famille des 2 vecteurs (1,0, —1,0) et (0,1,0,—1) est donc génératrice. Elle est aussi
libre puisque ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires. Ainsi, ¢’est une base de FF NG
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et dmFNG=2.

En la complétant avec (1,0,0,1) € F \ G on obtient une base de F'; en la complétant
avec (1,0,0,—1) € G \ F on obtient une base de G.




'WD“«OQQ Y Ean(.ao Vedoacdls _ Grechon des 2x05 @okaul:

R /\> Faw\le Wore, %me% do QT

Q.B (_(A\ avec u.—-C/IA\

Un sed veekeor # 0,0 = %«w‘\le GLas

r e a e die 2L = ga\u)\k ron okzvxm\r:\:
l:) (q,\f\ ave ¢ LL:(—’\,A} & o= (2,-2)

Ko wiom el de rammargoen 4= U2y o wde
Monk concatay = é;ﬂ\"\“—k ek .

faeclle Uide de 2 peckeurs doun un ev do doamad O
= /%.m J|PRFETS %mkq
C) (ur avec u= (~A)A) Jr o=(2,4)
Focla de 2 vecbemo daws on ew. da den2 L.
Doac ta %Q-/\LL b Ahaa e <o -‘a\"wq
Monlor ﬁvzmk ol (hng - Soilr (\//_,\ e . &b o
dutpzogr & (= help, AN e, o)

=D ? - M( ‘ L\: ALz o

= o A A
A *‘/J‘ De e 51;\—;% S de (panad /&DAQ
é\—)u
o I@Q,LLL A b of dne qamalfa ;oo s loar

do (2.

A\\ [Mu’)w) Aavec u:(ﬁzt;/\)/\r;(zl/\x , W= (Jl,/\‘)
ol do R vecheurs dows un ey de 2 3
%,a-\lg_ L‘Q‘q .

W %ﬂw\x g e WV% Q OUI(. a,?cus c) Q,\U")
e @Lm\,«.m e d.sr\c. Ct& u"w) Lok awom




LN Bullo e sgeal  do @d -

QB (U‘;‘f) Aa\veC ux,:(),x{,o:) &62(0/4‘13 —
Toclla s L veclat, dows un ev- do 42 3 -

, Ve/u‘}\ovo 0\\4_ C‘“’—;\f UAL !{a»lh Lha . ?oun (.Q.L\ @M—MM
' L\W\JIZ» da pep Cosmdonnds clgwﬂabc;a c,mpzi%ﬁ.

H:J%(“,\f\:(a]j) tdl&ﬂv\(&Agv.%L«:CWl(u,u‘)
done Ja Jalla &VOL‘_\%; - .
135 (u}d')wx avee U = (A‘olo\ '/u-,-_-()\IA} 03 )w;(%{};l/,ﬁ —

CDMMM L\ walle. du (t_-c,U“/w’). Aeug Js bega .

CaYLDruﬂ\‘.n. ‘ M(Lﬁ\!‘,u): (J%]‘/‘a:(( o e%ﬁ,‘r ¢ LG% 2
LYo o ‘
On 3= @A(u)u,w) =D g;h\\-. U\W\k .
= din 0 s el quaeloe -
ol um baee A RP 7
C§(u/(r’w5 Avec (L':(/{}_/Lc> ) \/;.(O/A,a/\\ e}w:(—/\,gzﬂ
WA W= é)ll’£,3 /;
ADone Ja /?ﬁ.»?ll.L 0ok pao Lhae .
De (J\V) Fu».é\\o. el e %-\LL da 2 \/ec\ﬂm AGus L e\
b din 3 ol derlr daic pas won s qudialie
AB (u,tr*)w) avec u=(A2,0) )w=(0,4,2) jw=(2 0 4)
Favlle e 2 wecktoms davow v e A3 =
J—‘ynﬂ. ED éagmﬁ:u. = b@;—c &[{?’3~ EO{\"‘

al :-d%(“lw/”) = (/2(. ’? i\ -~

2N



A o l’}&_j o 2
M o ( © A _Yy ~J o E ~4
L)_(—'[_g_"ll-\ © 2 4 L34_L3._2.L' o o @
= A%H =9

Roac .(u)u}u) B we bate da (@3
e) (u/v)w)b—) avec u:,-()\,o/ o) )v:(A.,/t,o)/ w:-.(/i,»{/t).h
el b= (Z,/I,_l)
Fawlle da U veckenrs dovs un eV d o 3 2D &\_Q"_&_,
On pourretl Aawengr 9 3 &aogzg,m\k (u/u/u} o\~
Ut baoe & (03 (v BY) dore L Jocle wl oot
oMl pablods o Ml (a,y vy e @ | Bustebi\ abgd €
3N C)\,a (mmlda\: a.w+rb.ut cow+di- U
& iﬂ%@: eb vat 2da e
blrcrd =Yy h\rm\:ﬁ (T
Y
(o C\w oL e con (\)O\A.c\v‘;] sl eddonw acee 3 Pc"l/.bg‘
roa nds . = Ha ﬂy“\\o_ &l %I).Z,u\@u .




EX‘"\ m AG‘%{" dL M—Mk:l&f\ M 6!-)‘0\\)\4‘60(5 é%ua\foﬁ— -

- alfremns e c_\\a.(\ve. L. e, ~
A) ) FaVed( (D)
(’“/"‘63 ¢F e Bdael t‘d‘i““— (”‘J%\""“(A!?‘)
ED Lo M\JR« A laconane a & a = u

v prPGG‘o(g 3°'=°&_
ED o= w A conpatble e 1R —=o
T

=) F:: i) (m/")) & ittz\ S ~<4 :in‘ —
b) F=Neck((3,2) ) (-4,4) -
('M,ua) tF & A ab <lil_ > P (’mﬁ\—=q.(§(z.)+§a(-h{t)

& LS«\{E—— A (festuwn a,b P 3a L =

(ﬁ.::\ : -—-[A\:» =
L, 3L, -2 | @: 3y 2

(e q Y C@gl. Doae took (um\é\\q}aqlmfﬁ‘vaf _
= Fal {(ug) el -

pr—_—

L oa -»(e‘o:'?ua

_—

) FRVe((- 5% (0-23)
(m%\éﬁ &> éaJ\oél\l & C\-&_ (w”\:: a(ﬁ%lg\,&()l-%\

=) D\LH\E-M —-%a\ 5 =g

A TAwnnu - oV (onpalbl
A 1a —9L =g “f
?— —
L(:-) \—F b =x —
1 2hp 0L, \o = 2(3 L Do ww?o@« -

= F= \(’“M\@‘U'\ dnrlyzoly




-

8 FoVek((08)) o (wp)#(o9).
(u,to) CF e Yacll G (v)=a- ()
e leplon ddeoma 4y [ Ax =0 Wb ot

. 1 o ~
er‘j'lCe);: M A Fe ﬁ 00
& /¢ ‘ %\ A X =

—_— ——— b mpallda
Ll(——-o(L)__.;%L, \o = oy -(30«‘J P

= F=i6ment| prwy-o

0 2@ M=o (= Bas)
= T 1“ S = 7 o) counpdil

&B ‘jiw_ﬁw/@r\ o\au? Q3

2 F=Ved((4, -4, 2)
(’h,u“vb\ eFe Nacaw W Cls..z (mlmb\);a(A,_ba
ED Rﬂ.%‘\\\f\; Ataotne o . M a4 = o’

5 =y | 2rgoe o ixoyeel

L

bY FoVede(A,-4,2) (2, =, 4))
| CM)U(SlB\éF(:) /}aj\oéll?, = PN -
(riqR)= a(A=42)4 b (204)




ED XL/\,\S\.&«, N lnermes a b

a +2o = %
tze L, +L, Lo =nio ok cwpa bl
& ~N 4——2-\:: = N B
LBG-&LS *BLZ_ 2b = nx A~ 'S cov?o\:g\« -
E = - 7—L+¥3f3+2.}

= F::: %(MM‘_%)G \(Z} l-x;-'%u‘u_}—_as




P S

BT A w=(RA) , o=(23,04) , w=(hAw) me
(u,u,w} o\ te base di RD &> M(a w) eV daseny 3.

A L A
M= Mg(%u}v-’) 2(2_ 3 4\ Ll é—sz..?_L,

4 -A YN Lb{’—‘Ls._L|

Y
m(’; > _j\ N AL A
o =3 mo ) Lyeliosl, | o o mye
Denc (u,v)wB %V \oﬂ & %n;B &D \m:f-?_'
L) U= (2 rv\)_\ o) LJ’"( AyL- w\)__4>)ud' (8 =1\ Z—M\

Par Lo wizke neblode
A-mn -4 ©
H:J“(ﬂlf'[u,‘ﬁw) = A Do =0
o —\ 1.——%/\

AW-\. ¥ N =2 — o A © @EO
M - ( \ o~ (\:j |)

\ —1 o -\

= M= = (49 n’c\feqswuu Dase -

" o . dom —A o
ey mowmg2 v M o o 2owm —\\
C."“L'"C/\’-CS i Mo2 —A 2_en |
Lom A4 o
iy \
LseL;"L dom ) by e (2-m)ly w2ly
Lowr A o 5
S - Avel ¥ = (,Lvm\ ~2= 2 Uwm ypnt
>
W68 =F = (L¥\" x = W22 _ 2 vp
2
X, = U a2V :.U-\le

= r%ﬁ<3 & #=zo e}(M—:fLé—_—; mo 2,2z, 24U
Bonc’luma«; (u{\/}uh A e base M m §.,/ %2,'8 2.~\rz','}L+\f2q.)




Bl A) wemfn) j o G )y gz (Ade)
[ A A h
f ;l}{g—‘/(\&t [L('l]w%\ = <A X A \ C?—é'xl-s_ -

| A A X X A A 4 4
A, N Lol el o al e o 2ldle(Ze
Ae___c_a;/ﬂ- M gz 3\ Ly &laok ,1/_.5&,_1.344 A~ | o 2 o) (@O% >
92_60’)7 “# { '1 \-z(—'o(l—z-‘—\ j LBé—Ggl—B —L-'t

H (: o?\ : \ N X ’; A \
\o - “L*‘\ Lye—(x+ )by - L, (Z P

aver K= (&=AY(rA\T— ( _4) -

- (aea (e - :

= (0(.143 (tx .;»»)_,3 . -

“’3 M o= A N (/‘ A 4\ :3&33“::/1_-
| : © o
© ©

©

— M =L ov =0 = f‘%ﬂ:’;L —

. 7 R — N R
Tazem r"c}(“ﬂ% “5\22# ~
o on & (‘*4,%; T = (S

2) = (00) 5 sam (-6,2,8) iy = (B, 0)
, Hz(}'(g.k—(ql,u?_lu,o\.: (? —3( P\LL (-*0&5 % (5}

BT C I Y- N ¥ o0 -«
%\‘E;{j. Lsé—%L:,)-i—h/Ll | Ly & Ly ly

/B % o \ Bk oy Bl %\
~J o X @ ~o fﬁ( @: N (5 g
| 0 ¥ - o((& \o o © \ 2 ©o o (7

= )’”’@:’0} *’*‘i’w\' [E(‘*:\rutl‘ﬁ'b);;j




— M Bto Aﬂa(u“qt,\%} = 2
- M ‘i%:o ’L‘%(\‘H“'Li“g =

o K= ood¥#o
- M [?;:‘0( :\(—:.o‘./\-%(k&,“u“u% -~




E‘f}: Wy :(/\IOIL)MB ‘j %_::.CSIL’Q/J)} L&s:(g/__z}zl “4\

U\L(: (A'O//i) /1) ™

[A % o 4 \

\ o) ®© 2 -~ ©
Ly -2l o ~b 2 -t \Li+3l,

| Llﬂ -—‘1[,‘ | © -\l -1 3 LLL;'*"“LL_
Y o A —

~ o {Lj—-2 ©
o ~4 _ | | © o E“l-i-‘ | -
D gt 23 (que sl dose Ri €
o poilialen o Jgpun el Lee . _

| Péu,\ diltcin  one sk Vel a)blc‘ld‘ kALoJa.m (V) at*
(E:l\l{(oo C)f)

(4N F\A +ou, dcha t Aqq:.otE
= Ab “lc =N s M\CM MJMV\,— PM -
lag +lc {-& = o ‘fo (TR ofw) @m cis-& 5
bha th - +4 =0 &*Ms,)@«%w: e
| . 3\0 0\ o y _ v .
< A +.L\;, 2+ Piren ¢ &,\\\uu adidd ws 00 de
—~ ~4LC =0 '
"'l1c, Ao %o[.u.)f\% : JA.QLK\JL 30\‘-‘-&2'3(‘[0)@/0/0)
. donne we tdefin edt 1 vecli
o =7
_ o | \ = A
(PM a\vel ék; -4 = ?} ~A -~
C =4
_J\z‘a ‘-{ : ‘ -r—\

=> \Hq: _{_‘ (MAA-QL-(-U»-SU:




	Corrige_Exos_Kev
	CorrigeTD_ESP_VECT

