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Espaces vectoriels
Exercice 1.
1) C’est un sev ; (0, 0) ∈ F et soient λ ∈ R, u = (x1, 2x1), v = (x2, 2x2) ∈ F alors

λ.u+ v = (λ.x1 + x2, 2λ.x1 + 2x2) = (λ.x1 + x2, 2(λ.x1 + x2)) ∈ F

2) Ce n’est pas un sev : (1, 1), (1,−1) ∈ F tandis que (1, 1) + (1,−1) = (2, 0) 6∈ F .

3) Ce n’est pas un sev : (0, 0) 6∈ F .

4) C’est un sev : (0, 0) ∈ F et soient λ ∈ R et u = (x1, y1), v = (x2, y2) ∈ F ;

λ.u+ v = (λ.x1 + x2, λ.y1 + y2)

et a(λ.x1 + x2) + b(λ.y1 + y2) = λ.(a.x1 + b.y1︸ ︷︷ ︸
=0

) + a.x2 + b.y2︸ ︷︷ ︸
=0

= 0

=⇒ λ.u+ v ∈ F

5) Ce n’est pas un sev : (1, 1) ∈ F et (−1).(1, 1) = (−1,−1) 6∈ F .

6) C’est un sev : (0, 0) ∈ F et soient λ ∈ R et u = (x1, y1, z1), v = (x2, y2, z2) ∈ F ;

λ.u+ v = (λ.x1 + x2, λ.y1 + y2, λ.z1 + z2)

(λ.x1 + x2) + (λ.y1 + y2)− (λ.z1 + z2) = λ.(x1 + y1 − z1︸ ︷︷ ︸
=0

) + x2 + y2 − z2︸ ︷︷ ︸
=0

= 0

et (λ.x1 + x2) + 2.(λ.z1 + z2) = λ.(x1 + 2z1︸ ︷︷ ︸
=0

) + x2 + 2z2︸ ︷︷ ︸
=0

= 0

=⇒ λ.u+ v ∈ F

Exercice 2.
1) P est un sev car (0, 0, 0) ∈ P et soient λ ∈ R et u = (x1, y1, z1), v = (x2, y2, z2) ∈ P ;

λ.u+ v = (λ.x1 + x2, λ.y1 + y2, λ.z1 + z2)

(λ.x1 + x2) + 2(λ.y1 + y2)− (λ.z1 + z2) = λ.(x1 + 2y1 − z1︸ ︷︷ ︸
=0

) + x2 + 2y2 − z2︸ ︷︷ ︸
=0

= 0

=⇒ λ.u+ v ∈ F

D est un sev car D = V ect((−1, 1, 2)).

2) (−1, 1, 2) est un vecteur générateur de D non nul, c’est donc une base de D :

u1 = (−1, 1, 2)

Déterminons une famille génératrice de P :

u = (x, y, z) ∈ P ⇐⇒ x− 2y − z = 0 ⇐⇒ z = x− 2y

⇐⇒ u = (x, y, x− 2y) = x.(1, 0, 1) + y(0, 1,−2)

Donc u2 = (1, 0, 1) et u3 = (0, 1,−2) est une famille génératrice de P . Montrons que
c’est une famille libre :

rang

1 0
0 1
1 −2

 = rang

(
1 0 1
0 1 −2

)
= 2

(puisque rang(A) = rang(tA)). Donc la famille est libre ; c’est une base de P .

3) Montrons que u1, u2, u3 est libre :

rang

−1 1 0
1 0 1
2 1 −2

 = rang

−1 1 0
0 1 1
0 3 −2

 = rang

−1 1 0
0 1 1
0 0 −5

 = 3

Donc la famille est libre.

4) Puisque c’est une famille libre de 3 vecteurs dans R3 ev de dimension 3, c’est donc
une base de R3. Soit u ∈ R3 :

∃!(a, b, c), u = au1 + bu2︸ ︷︷ ︸
∈P

+ cu3︸︷︷︸
∈D

Ainsi u s’écrit de manière unique comme somme d’un élément de P et d’un élément de D.

Exercice 6)
1) u ∈ F ⇐⇒ ∃x ∈ R, u = (x, 2x) = x.(1, 2) ; donc (1, 2) est une famille génératrice de
F ; puisque (1, 2) 6= (0, 0) c’est aussi une famille libre, donc une base de F .

2) (u = (x, y, z) ∈ F ⇐⇒ x + y + z = 0 ⇐⇒ z = −x − y ⇐⇒ u = (x, y,−x − y) =
x.(1, 0,−1) + y.(0, 1,−1) ; ainsi (1, 0,−1) et (0, 1,−1) est une famille génératrice de F .
Montrons qu’elle est libre :

rang

 1 0
0 1
−1 −1

 = rang

(
1 0 −1
0 1 −1

)
= 2
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(puisque rang(A) = rang(tA)). Donc c’est une famille libre, donc une base de F .

3) On a :

u = (x, y, z) ∈ F ⇐⇒

{
x− y + z = 0

2x+ z = 0
⇐⇒

{
y = −x
z = −2x

⇐⇒ u = (x,−x,−2x) = x.(1,−1,−2)

Ainsi (1,−2,−2) engendre F ; or c’est une famille libre (car un seul vecteur et non nul),
c’est donc une base de F .

Exercice 9.
1) Le vecteur nul appartient à F .
Soient λ ∈ R et u = (x, y, z, t), v = (x′, y′, z′, t′) deux vecteurs de F . Alors :

λ · u+ v = (λx+ x′, λy + y′, λz + z′, λt+ t′)

Alors λ · u+ v ∈ F car :

λx+ x′ − (λy + y′) + λz + z′ − (λt+ t′) = λ (x− y + z − t)︸ ︷︷ ︸
=0 car u ∈ F

+ (x− y′ + z′ − t′)︸ ︷︷ ︸
=0 car v ∈ F

= 0

Donc F est sev de R4.

Le vecteur nul appartient à G.
Soient λ ∈ R et u = (x, y, z, t), v = (x′, y′, z′, t′) deux vecteurs de G. Alors :

λ · u+ v = (λx+ x′, λy + y′, λz + z′, λt+ t′)

Alors λ · u+ v ∈ G car :

λx+ x′ + λy + y′ + λz + z′ + λt+ t′ = λ (x+ y + z + t)︸ ︷︷ ︸
=0 car u ∈ G

+ (x+ y′ + z′ + t′)︸ ︷︷ ︸
=0 car v ∈ G

= 0

Donc G est sev de R4.

Déterminons une base de F ; soit u = (x, y, z, t) ∈ F alors :

x− y + z − t = 0 =⇒ t = x− y + z

=⇒ u = (x, y, z, x− y + z)

=⇒ u = x · (1, 0, 0, 1) + y · (0, 1, 0,−1) + z · (0, 0, 1, 1)

et donc (1, 0, 0, 1), (0, 1, 0,−1), (0, 0, 1, 1) est une famille génératrice de 3 vecteurs de F .
Or :

rang


1 0 0
0 1 0
0 0 1
1 −1 1

 = rang

1 0 0 1
0 1 0 −1
0 0 1 1

 = 3

donc c’est aussi une famille libre, et donc une base de F .

Déterminons une base de G ; soit u = (x, y, z, t) ∈ F alors :

x+ y + z + t = 0 =⇒ t = −x− y − z
=⇒ u = (x, y, z,−x− y − z)
=⇒ u = x · (1, 0, 0,−1) + y · (0, 1, 0,−1) + z · (0, 0, 1,−1)

et donc (1, 0, 0,−1), (0, 1, 0,−1), (0, 0, 1,−1) est une famille génératrice de 3 vecteurs
de G. Or :

rang


1 0 0
0 1 0
0 0 1
−1 −1 −1

 = rang

1 0 0 −1
0 1 0 −1
0 0 1 −1

 = 3

donc c’est aussi une famille libre, et donc une base de G.

2) On sait que F ∩G est un sev, inclus dans F et dans G, et donc dimF ∩G 6 3 avec
égalité si et seulement si F = G = F ∩G.
Or F 6= G puisque (0, 1, 0, 1) est dans F mais pas dans G (il ne satisfait pas l’équation
cartésienne de G). Ainsi dimF ∩G 6 2.
Déterminons une base de F ∩G ; u = (x, y, z, t) ∈ F ∩G

⇐⇒

{
x− y + z − t = 0

x+ y + z + t = 0
⇐⇒

{
x− y + z − t = 0

− 2y − 2t = 0
⇐⇒

{
z = −x
t = −y

⇐⇒ u = (x, y,−x,−y) = x · (1, 0,−1, 0) + y · (0, 1, 0,−1)

La famille des 2 vecteurs (1, 0,−1, 0) et (0, 1, 0,−1) est donc génératrice. Elle est aussi
libre puisque ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires. Ainsi, c’est une base de F ∩ G
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et dimF ∩G = 2.

En la complétant avec (1, 0, 0, 1) ∈ F r G on obtient une base de F ; en la complétant
avec (1, 0, 0,−1) ∈ Gr F on obtient une base de G.
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