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Exercice 1. Soient λ ∈ R, (x, y) ∈ R2 et (x′, y′) ∈ R2 :

f(λ.(x, y) + (x′, y′)) = f(λ.x+ x′, λ.y + y′)

= (2(λ.x+ x′)− 3(λ.y + y′), (λ.x+ x′) + 4(λ.y + y′))

= λ.(2x− 3y, x+ 4y) + (2x′ − 3y′, x′ + 4y′)

= λf(x, y) + f(x′, y′)

donc f est linéaire.
Soient λ ∈ R, (x, y, z) ∈ R3 et (x′, y′, z′) ∈ R3 :

g(λ.(x, y, z) + (x′, y′, z′))

= f(λ.x+ x′, λ.y + y′, λ.z + z′)

= ((λ.x+ x′) + (λ.y + y′), (λ.x+ x′) + (λ.z + z′), (λ.x+ x′) + (λ.y + y′))

= λ.(x+ y, x+ z, x+ y) + (x′ + y′, x′ + z′, x′ + y′)

= λg(x, y, z) + g(x′, y′, z′)

donc g est linéaire.

2)

Imf = V ect(f(1, 0), f(0, 1)) = V ect((2, 1), (−3, 4))

Img = V ect(g(1, 0, 0), g(0, 1, 0), g(0, 0, 1)) = V ect((1, 1, 1), (1, 0, 1), (0, 1, 0))

(x, y) ∈ ker f ⇐⇒ (2x− 3y, x+ 4y) = (0, 0) ⇐⇒

{
2x− 3y = 0

x+ 4y = 0

⇐⇒

{
−8y − 3y = 0

x = −4y
⇐⇒ x = y = 0

Ainsi ker f = {(0, 0}.

(x, y, z) ∈ ker g ⇐⇒ (x+ y, x+ z, x+ y) = (0, 0) ⇐⇒

{
x+ y = 0

x+ z = 0

⇐⇒

{
y = −x
z = −x

Ainsi ker g = V ect((1,−1,−1)).

3) Puisque ker f = {(0, 0}, f est injective ; puisque f est un endomorphisme elle est
donc aussi surjective et bijective.

Puis ker g 6= {(0, 0, 0)} g est non injective ; puisque g est un endomorphisme elle n’est
pas non plus surjective (ni bijective).

Exercice 8. Notons E = Kp.

Soit u ∈ ker f ; montrons que g(u) ∈ ker f :

f(g(u)) = f ◦ g(u) = g ◦ f(u) = g(OE) = OE

Donc g(ker f) ⊂ ker f .

Soit v ∈ Imf ; montrons que g(v) ∈ Imf . Par définition ∃u ∈ E, v = f(u).

g(v) = g(f(u)) = g ◦ f(u) = f ◦ g(u) = f(g(u)) ∈ Imf

Donc g(Imf) ⊂ Imf .

Exercice 3).
On a :

matB(f(x, y, z)) = M ×

xy
z

 =

 x+ y + z
x+ 2y − z

0


Ainsi :

f(x, y, z) = (x+ y + z, x+ 2y − z, 0).

Détterminons ker f ; (x, y, z) ∈ ker f ⇐⇒ f(x, y, z) = (0, 0, 0)
x+ y + z = 0

x+ 2y − z = 0

0 = 0

⇐⇒

{
x+ y + z = 0

y − 2z = 0
⇐⇒

{
x = −3z

y = 2z

Ainsi :
ker f =

{
(−3z, 2z, z) | z ∈ R

}
= V ect((−3, 2, 1)).

D’après le théorème du rang dim ker f + dim Imf = 3 et donc dim Imf = 2 ; Or Imf
est engendré par les images par f de la base canonique e1, e2, e3 et :

f(e1) = (1, 1, 0) ; f(e2) = (1, 2, 0) ; f(e3) = (1,−1, 0)
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Puisque f(e1) et f(e2) sont non colinéaires, ils forment une famille libre de Imf qui est
de dimension 2 ; c’est donc une base :

Imf = V ect((1, 1, 0), (1, 2, 0)).

Exercice 4)
1) Avec cette matrice dans les bases canonique on a :

f(x, y, z) = (x− y + z,−x+ y − z)

Déterminons ker f : (x, y, z) ∈ ker f ⇐⇒ f(x, y, z) = (0, 0, 0){
x− y + z = 0

−x+ y − z = 0
⇐⇒

{
x+ y + z = 0

0 = 0
⇐⇒

{
x = −y − z

Ainsi :

ker f =
{

(−y − z, y, z) | (y, z) ∈ R2
}

= V ect((−1, 1, 0), (−1, 0, 1)).

De plus les deux vecteurs étant non colinéaires ils forment une base de ker f ; ainsi
dim ker f = 2.
D’après le théorème du rang : dim ker f + dim Imf = dimR3 = 3 ainsi dim Imf =
3− 2 = 1. Ainsi Im(f) qui est engendré par les images par f des 3 vecteurs de la base
canonique :

f(e1) = (1,−1) ; f(e2) = (−1, 1) ; f(e3) = (1,−1)

admet par exemple (1,−1) pour base :

Imf = V ect((1,−1)).

2a) Chaque fois la matrice s’obtient en prenant pour colonnes la matrice des coordonnées
dans la base de l’espace d’arrivée des images par f des vecteurs de la base de départ (et
dans l’ordre). Ainsi :

matB1,B′(f) =

(
−1 1 1
1 −1 −1

)
; matB2,B′(f) =

(
1 1 −1
−1 −1 1

)

matB,B′
1
(f) =

(
−1 1 −1
1 −1 1

)
.

Ici elles s’obtiennent en permutant colonnes (pour les 2 premières) ou lignes (pour la
dernière) de la matrice M (puisque seul l’ordre des vecteurs des bases a changé).

Exercice 5)

1) Déterminons le rang de M :

rang

2 1 1
0 1 2
1 0 0

 = rang

1 0 0
2 1 1
0 1 2

 = rang

1 0 0
0 1 1
0 1 2

 = rang

1 0 0
0 1 1
0 0 1

 = 3

Donc la matrice est inversible, donc f est un endomorphisme bijectif (ou automor-
phisme).

2) La matrice de la fonction réciproque de f dans B est l’inverse de la matrice de f
dans B. Inversons donc la matrice : 2 1 1 1 0 0

0 1 2 0 1 0
1 0 0 0 0 1

 −→
 1 0 0 0 0 1

2 1 1 1 0 0
0 1 2 0 1 0


−→

L2←L2−2L1

 1 0 0 0 0 1
0 1 1 1 0 −2
0 1 2 0 1 0

 −→
L3←L3−L2

 1 0 0 0 0 1
0 1 1 1 0 −2
0 0 1 −1 1 2


−→

L2←L2−L3

 1 0 0 0 0 1
0 1 0 2 −1 −4
0 0 1 −1 1 2



Ainsi =

matB(f−1) =

 0 0 1
2 −1 −4
−1 1 2

 .
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