BCPST1 2021/22 CORRIGE des exercices sur les applications linéaires Lycée Fénelon

Exercice 1. Soient A € R, (z,y) € R? et (2/,y) € R? : 3) Puisque ker f = {(0,0}, f est injective; puisque f est un endomorphisme elle est
. , , donc aussi surjective et bijective.
F(zy) + (2 y) = fFhz + 2", Ay + )
=2z +2")=3Ay+y), Az +2)+4Ay+vy)) Puis ker g # {(0,0,0)} g est non injective ; puisque g est un endomorphisme elle n’est
= \.(2x — 3y, x + 4y) + (22" — 3y, 2" + 4y') pas non plus surjective (ni bijective).

— )\ / /
Fay) + 1@ y) Exercice 8. Notons E = KP?.

donc f est linéaire.
Soient A € R, (z,y,2) € R et (z/,y/,2') € R3 : Soit u € ker f; montrons que g(u) € ker f :
g(\(2,y,2) + (2, ¢, 2)) flgw)) = fog(u) =go f(u) =g(0r) = O
=fAx+2  y+y, Az+2")
=((Az+2)+Qy+y), Az +2)+Nz+2), Az +2)+ Ny +y))
=A@ty etzoty)+ @ +y 2+ +y) Soit v € Imf; montrons que g(v) € Imf. Par définition Ju € E,v = f(u).

= \g(z,y, 2 R T
oo 2+ ol =) 9(v) = g(f () = g o F(u) = f o g(u) = Fg(w)) € Imf

Donc g(Imf) C Imf.

Donc g(ker f) C ker f.

donc g est linéaire.

2)
E ice 3).
Iinf = Veet(£(1,0), £(0,1)) = Vect((2, 1), (~3,4)) Cxercice 3)
I'mg = Vect(g(1,0,0),9(0,1,0),4(0,0,1)) = Vect((1,1,1),(1,0,1),(0,1,0)) x T+y+z
matg(f(x,y,z)=Mx [y]| =|x+2y—=
2 3 0 : 0
(,y) €ker f = (2z —3y,z +4y) = (0,0) <= { m+4 y_o Ainsi :
X =
! J@,y2) = (@ +y+ 2,042y = 2,0).
—8y—3y=0
= { Y A 4 — z=y=0 Détterminons ker f; (x,y,2) € ker f < f(x,y,2) = (0,0,0)
x=—4y
. =0
Ainsi ker f = {(0, 0}. rHY+z r+y+2=0 x=—3z
r+2y—2=0 <~ =
y—2z=0 y =2z
0 0=0
_ Ty =
(z,y,2) Ekerg <= (v +y,z+z,2+y)=(0,0) < {z+z —0 Ainsi
ker f = {(—32,22,2) | z € R} = Vect((—3,2,1)).
y=—x
A {z - D’apres le théoreme du rang dimker f + dim Imf = 3 et donc dimImf = 2; Or Imf

est engendré par les images par f de la base canonique ey, ea, €3 et :
Ainsi ker g = Vect((1,—-1,-1)).

f(el) = (17 1’0) ; f(e2) = (1’250) ; f(eS) = (L _170)
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Puisque f(e1) et f(e2) sont non colinéaires, ils forment une famille libre de Imf qui est
de dimension 2 ; c’est donc une base :

Imf = Veet((1,1,0), (1,2,0)).

Exercice 4)
1) Avec cette matrice dans les bases canonique on a :

f(m,y,z):(xfy+z,fx+yfz)
Déterminons ker f : (z,y,2) € ker f <— f(z,y,2) = (0,0,0)

r—y+2=0 r+y+z2=0
— — {x:—y—z
—z4+y—2=0 0=0
Ainsi :
ker f = {(—y—z,y7z) | (y,2) ERZ} = Vect((-1,1,0),(-1,0,1)).

De plus les deux vecteurs étant non colinéaires ils forment une base de ker f; ainsi
dimker f = 2.

D’apres le théoreme du rang : dimker f + dimImf = dimR3 = 3 ainsi dim Imf =
3—2=1. Ainsi Im(f) qui est engendré par les images par f des 3 vecteurs de la base
canonique :

fler)=(1,-1) ;5 fle2) =(=1,1) ;

admet par exemple (1, —1) pour base :

fles) =(1,-1)

Imf =Vect((1,-1)).

2a) Chaque fois la matrice s’obtient en prenant pour colonnes la matrice des coordonnées
dans la base de l'espace d’arrivée des images par f des vecteurs de la base de départ (et
dans 'ordre). Ainsi :

-1 1 1 1 1 -1
( 1 1 _1) ) mat@m@/(f) = (_1 -1 1 )
-1 1

mat%u%"(f) =

Ici elles s’obtiennent en permutant colonnes (pour les 2 premieres) ou lignes (pour la
derniére) de la matrice M (puisque seul 'ordre des vecteurs des bases a changg).

Exercice 5)

1) Déterminons le rang de M :

2 11 1 0 0 1 0 0 1 0 0
rang |0 1 2l =rang|2 1 1| =rang|0 1 1] =rang|{0 1 1] =3
1 00 0 1 2 0 1 2 0 0 1

Donc la matrice est inversible, donc f est un endomorphisme bijectif (ou automor-
phisme).

2) La matrice de la fonction réciproque de f dans £ est U'inverse de la matrice de f
dans 4. Inversons donc la matrice :

2 1 1|1 0 0 10 0[0 0 1
01 2(o10]|—[211|100
10000 1 01 2[0 10
100/00 1 100/ 00 1
— 01 1|1 0 -2 — 01 1| 1 0 -2
Pecbe=2li\ g 1 200 1 0 )20 0 1|-1 1 2
100/ 0 o0 1
— 01 0| 2 -1 -4
Pecte=ls \ g 0 1] -1 1 2
Ainsi =
0o 0 1
matg(f~H =12 -1 —4
-1 1 2
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