
BCPST1 2021/22 CORRIGÉ des exercices sur l’intégration Lycée Fénelon

Exercice 1.

1) IPP

∣∣∣∣ u = t2 + t+ 1 u′ = 2t+ 1
v = − cos t v′ = sin t

∫ π
2

0

(t2 + t+ 1) sin tdt =
[
−(t2 + t+ 1) cos t

]π
2

0
+

∫ π
2

0

(2t+ 1) cos tdt︸ ︷︷ ︸
u = 2t+ 1 u′ = 2
v = sin t v′ = cos t

= 1 + [(2t+ 1) sin t]
π
2
0 −

∫ π
2

0

2 sin tdt

= 1 + (π + 1)− 2× [− cos t]
π
2
0︸ ︷︷ ︸

=1

= π

2) IPP

∣∣∣∣∣ u = sin t u′ = cos t

v =
1

2
e2t v′ = e2t

I =

∫ π
2

0

e2t sin tdt =

[
1

2
e2t sin t

]π
2

0

− 1

2

∫ π
2

0

e2t cos tdt︸ ︷︷ ︸
u = cos t u′ = − sin t
v = 1

2 e
2t v′ = e2t

=
eπ

2
− 1

2

([
1

2
e2t cos t

]π
2

0

+
1

2
× I

)

I =
eπ

2
+

1

4
− 1

4
× I

=⇒ I =
1 + 2eπ

5

3) IPP

∣∣∣∣ u = ln t u′ = 1
t

v = t3 + t v′ = 3t2 + 1

∫ 2

1

(3t2 + 1) ln tdt =
[
(t3 + t) ln t

]2
1
−
∫ 2

1

t3 + t

t
dt

= 10 ln 2−
∫ 2

1

(t2 + 1)dt

= 10 ln 2−
[
t3

3
+ t

]2
1

= 10 ln 2− 8

3
− 2 +

1

3
+ 1

= 10 ln 2− 10

3

4) IPP

∣∣∣∣ u = arctan t u′ = 1
1+t2

v = t2

2 v′ = t

∫ 1

0

t arctan tdt =

[
t2

2
arctan t

]1
0

− 1

2

∫ 1

0

t2

1 + t2
dt

=
π

8
− 1

2

(∫ 1

0

(
1− 1

1 + t2

)
dt

)
=
π

8
− 1

2
[t− arctan t]

1
0

=
π

8
− 1

2

(
1− π

4

)
=

π

4
− 1

2

5) Calcul d’une primitive de (t2 + 1)e2t :

1
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IPP

∣∣∣∣ u = t2 + 1 u′ = 2t
v = 1

2e
2t v′ = e2t

∫ x

(t2 + 1)e2tdt =
1

2
(x2 + 1)e2x −

∫ x

te2tdt︸ ︷︷ ︸
u = t u′ = 1

v = 1
2 e

2t v′ = e2t

=
1

2
(x2 + 1)e2x −

(
1

2
xe2x − 1

2

∫ x

e2tdt

)
=

1

2
(x2 + 1)e2x − 1

2
xe2x +

1

4
e2x

=
e2x

4
×
(
2x2 − 2x+ 3

)

Exercice 2.
1) Changement de variable x = φ(t) = cos t ; φ′(t) = − sin t :

∫ π
2

0

sin t

1 + cos2 t
dt = −

∫ π
2

0

φ′(t)

1 + φ(t)2
dt = −

∫ cos π2

cos 0

1

1 + x2
dx

= [arctanx]
1
0 =

π

4

2) Calcul de primitive par le changement de variable x = φ(t) = cos t ; φ′(t) = − sin t :

∫ y

sin3 tdt =

∫ y

(1− cos2 t) sin tdt = −
∫ y

(1− φ(t)2)φ′(t)dt

= −
∫ φ(y)

(1− x2)dx =
cos3(y)

3
− cos y

3) Calcul de primitive par le changement de variable x = φ(t) = ln t ; φ′(t) = 1
t :

∫ y 1

t(ln t)n
dt =

∫ y φ′(t)

φ(t)n
dt =

∫ φ(y) 1

xn
dx =

1

(1− n)φ(y)n−1
=

1

(1− n) ln(y)n−1

4) Changement de variable : x = φ(t) = tan t ; φ′(t) =
1

cos2 t
:

∫ π
4

0

1

1 + 2 cos2 t
dt =

∫ π
4

0

1

sin2 t+ 3 cos2 t
dt =

∫ π
4

0

1

cos2 t
× 1

tan2 t+ 3
dt

=

∫ π
4

0

φ′(t)× 1

3 + φ2(t)
dt =

∫ φ(π/4)

φ(0)

1

3 + x2
dx

=

∫ 1

0

1

3 + x2
dx =

1

3

∫ 1

0

1

1 +
(

1√
3
x
)2 dx

=

√
3

3
×
∫ 1

0

1√
3

1 +
(

1√
3
x
)2 dx

=

√
3

3
×
[
arctan

1√
3
x

]1
0

=

√
3

3
× arctan

1√
3

=

√
3

3
× π

6
=

π

6
√

3

5) Changement de variable x = φ(t) = sin t ;

dx

dt
= φ′(t) = cos t =⇒ dx = cos t dt

et sin 0 = 0, sin π
2 = 1 :

∫ 1

0

√
1− x2dx =

∫ π
2

0

√
1− sin2 t× cos t dt =

∫ π
2

0

| cos t| × cos t dt

=

∫ π
2

0

cos2 t dt =

∫ π
2

0

1 + cos 2t

2
dt

=
1

2

[
t+

sin 2t

2

]π
2

0

=
π

4

2
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6) Changement de variable : x = φ(t) =
√

2 + t ; φ′(t) =
1

2
√

2 + t
:

∫ 1

0

√
2 + t

1 + t
dt =

∫ 1

0

1

2
√

2 + t
× 2(2 + t)

(2 + t)− 1
dt =

∫ 1

0

φ′(t)× 2φ2(t)

φ2(t)− 1
dt

= 2

∫ φ(1)

φ(0)

x2

x2 − 1
dx = 2

∫ √3

√
2

(
1 +

1

x2 − 1

)
dx

Calcul de
∫ 1

x2 − 1
dx : décomposition en élément simple : déterminons a et b tels que :

1

x2 − 1
=

a

x− 1
+

b

x+ 1
=
a(x+ 1) + b(x− 1)

x2 − 1
=

(a+ b)x+ a− b
x2 − 1

⇐⇒

{
a+ b = 0

a− b = 1
⇐⇒

{
a = 1/2

b = −1/2
=⇒ 1

x2 − 1
=

1

2
× 1

x− 1
− 1

2
× 1

x+ 1

Donc :∫ 1

0

√
2 + t

1 + t
dt = 2×

[
x+

1

2
ln |x− 1| − 1

2
ln |x+ 1|

]√3

√
2

= 2(
√

3−
√

2) + ln(
√

3− 1)− ln(
√

2− 1)− ln(
√

3 + 1) + ln(
√

2 + 1)

= 2(
√

3−
√

2) + ln
(
√

3− 1)(
√

2 + 1)

(
√

3 + 1)(
√

2− 1)

Deuxième méthode (pour le changement de variable) : φ(t) =
√

2 + t est strictement
croissante sur [0, 1] comme composée d’applications strictement croissantes. Ainsi elle
réalise une bijection sur son image, et donc le changement de variable x = φ(t) est
équivalent au changement de variable t = x2 − 2 ;

dt

dx
= 2x =⇒ dt = 2x dx

De plus pour x =
√

2 et x =
√

3, t = x2 − 2 = 0 ou 1 ; ainsi :∫ 1

0

√
2 + t

1 + t
dt =

∫ √3

√
2

√
2 + x2 − 2

1 + x2 − 2
× 2x dx =

∫ √3

√
2

2x2

x2 − 1
dx

Le reste du calcul est similaire.

7) Changement de variable x = φ(t) = et ; φ′(t) = et.∫ 1

0

et

1 + e2t
dt =

∫ 1

0

φ′(t)

1 + φ2(t)
dt =

∫ φ(1)

φ(0)

1

1 + x2
dx = [arctanx]

e
1 = arctan e− π

4

3
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