Chapitre 11
Matrices

http://www.i2m.univ-amu.fr/perso/jean-philippe.preaux/

Dans tout ce chapitre K désigne R ou C.

1. DEFINITION D’UNE MATRICE

Soient p et ¢ deux entiers strictement positifs.

Définition 1.

d’éléments de K :
A = (Az’]) 1<i<p

1<j<q
On représente la matrice sous la forme d’un tableau
scalaire A; j € K figurant ligne i colonne j.

A1,1 A1,2 co Al,j
A2,1 Az,z T 2,7
A= : : :
Ai,l Ai,Q Co Ai,j
Ap,l Ap,2 e Ap,j

dans K est noté M, ,(K).

On appelle matrice A a p lignes et q colonnes et a coefficients dans K, une famille

ayant p lignes et q colonnes; le

La matrice est dite de type (p,q). L’ensemble des matrices de type (p,q) a coefficients

Remarque. Deux matrices A et B sont égales si et seulement si elles on méme type

(p,q) et :
Vie[l,p],vjellql, 4,

Exemples.

1 1+i
C& JIEJE%QW

<j<3

=B

ihj’

)

2 3 4
A= (Z +j)}<z‘<3 = (3 4 5) € %3,3(R) — %3,3((:)

4 5 6

¢ La matrice nulle de .Z, ,(K) est celle dont tous les coefficients sont nuls, notée :

0 --- 0

Opq= |+ L | € My (K)

)

0 --- 0

e Les éléments de ., ,(K) sont appelés les matrices lignes.

e Les éléments de .#,1(K) sont appelés les matrices colonnes.
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2. OPERATIONS SUR LES MATRICES
2.1. Addition de matrices.

2.1.1. Définition.

Définition 2.

Soient (A, B) € M, ,(K)?; la somme des matrices A et B est la matrice notée A+ B
définie par :

Ayg+ By - Aig+ Big
- A1 +Bpy o+ Apg+ By
Autrement dit A+ B est la matrice de type (p,q) telle que ¥(i,7) € [1,p] x [1,4] :
(A aF B)i,j = Ai,j aF Bi,j

<

A+ B = (Ai,j == Bi’j) Ez

Exemple.
1 2 3 10 11 12\ (11 13 15
45 6) 7 \20 21 22) = \24 26 28
2.1.2. Propriétés de l’addition.

La somme des matrices s’opérant terme a terme, elle hérite des propriétés de I'addition
dans K :

Propriété 1.

Pour toutes matrices A, B,C" dans 4, ,(K) :

— Commutativité : A+ B =B+ A.

— Associativité :  (A+B)+C=A+ (B+C).

~ 0,4 et lélément neutre de l’addition : A+ O,, = A.

— Ezistence de 'opposé : la matrice notée —A définie par —A = (—Aiyj)i;iﬁ est l’op-
posée de A : A+ (—A) = Oy, o

Exemple.

12+10 20 (10 20+12_11 22
3 4 30 40/ — \30 40 3 4) \33 44
; . -1 -2

L’opposé de A = <3 4> est (—A) = <_3 _4> :

BG-G9

2.2. Multiplication par un scalaire.

Remarque. On parle de scalaire, pour désigner un élément de K.

2.2.1. Définition.

Définition 3.

Soit A = (A;;) € My q(K) et soit A€ K; on note X\.A la matrice obtenue en multipliant

chaque coefficient de A par le scalaire . Autrement dit, Vi € [1,p], Y5 € [[1,4],
()\A)Z,j =\ X Ai,j-
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M - M,
Mp1 - My,

Remarque. La matrice opposée de A est (—A) = (—1).A.

2.2.2. Propriétés.

Propriété 2.
V(a, B) e K2, VA € M, ,(K), a(BA) = (aB)A
V(a, B) e K2, VA e M, (K), (a+B)A=aA+BA
VaeK, Y(A,B) € #,,K)?, a(A+ B)=aA+aB

Démonstration. La multiplication par un scalaire s’effectuant terme a terme sur les
coefficients de la matrices, elles découlent toutes immédiatement de 1’associativité de la
multiplication et de la distributivité de x sur + dans K. En guise d’exemple; pour la
troisieme :
Soient a € K et (A, B) € A, ,(K). Pour tout (z,7) € [1,p]] x [1,¢] :

[a(A+ B)];; = ax (A+ B)i; = a(Ai; + Bi;) = adij + aBi; = (@A + aB)

i,J

~
par distributivité de x sur + dans K

Puisque les matrices a(A + B) et A + aB ont méme type (p, q) et mémes coefficients,
a(A+ B) = aA+ aB. [

2.3. Produit matriciel.

2.3.1. Définition.

Définition 4.
Soient n, p, q trois entiers strictement positifs et soient :

Ae M, p(K) et Be M,4K)

ou autrement dit :
Le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B.
Alors le produit de A par B est la matrice notée C' = A x B (ou AB) définie par :

— C est de type (n,q) ; C € My oK) ; autrement dit :
— C' a autant de lignes que A.
— C a autant de colonnes que B.

— Et ses coefficients sont :
pour tout (i,7) € [1,n]] x [1,4] :

P
C’i,j = (AB)Z,j = 2 Ai,k X Bkﬂ'
k=1

Remarque. Attention A x B est défini si et seulement si le nombre de colonne de A
est égal au nombre de ligne de B.

3
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e Le calcul du coefficient ligne 7 colonne j de la matrice produit A x B s’effectue a 'aide
de la ligne i de la matrice A et de la colonne j de la matrice B.

B ...TB.1--- B
Ai1x By L1 ) La
+ : : :
Ai ke *xBg,j Bei 0| Brj |+ Bryg
+ :
Ai,pxBp,j ‘
gp,l By |- ng,q
Ay - Ay oo A 11 e e Cug
(A - A - Aip | Do |Gy
An71 An,k: An,p Cnl qu

p
Cij = Aig X Bij+ -+ A x By 4+ Ay x By = > Ay x By

Exemples.

e Calculer AB lorsque :

Calcul de AB :

a d g
b e h
(i)

1 2 3 a+2b+3c d+2e+3f ¢g+2h+3i
4 5 6 4a +5b+ 6¢ 4d +be +6f 49+ 5h + 61

AD — a+2b+3c d+2e+3f g+2h+3
~ \da+5b+6¢c 4d+be+6f 4g+ 5h+ 6i

e Calculer AB lorsque :

1 9 1 9 _3
A:(3 4) et BZ(—4 _5 —6>

Calcul de AB :

9 12 —15 9 12 15
AB = (—19 96 —33) :_(19 2 33)

Exercice 1. Dans chacun des cas suivants, lesquels des produits AB et BA sont-ils
bien définis? Les calculer.

4



BCPST1 Les matrices Lycée Fénelon

Remarque. Le produit d’une matrice de type (p, q) par une matrice colonne de type
(q,1) est une matrice colonne de type (p,1).

q
Al,l e Al,q A
. €1 1,k X Tk
. k=1
X = :
. . : q
| S Wy e
A 1 e g (‘Ll) A’k xk
P, P47 (p,q) k=1 (p,1)
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2.4. Propriétés du produit matriciel.

Associativité.
Pour tout A € M, ,(K), Be #,,(K), Ce A, ,K) :

(AB)C = A(BC)

Démonstration. Vérifions que les deux matrices sont de méme type.

AB est de type (p,r)
C est de type (rs) [ (AB)C est de type (p, s)

A est de type (p,q)
BC' est de type (q, s)

ainsi (AB)C' et A(BC') ont méme type (p, s).

} = A(BC) est de type (p, s)

Montrons que les deux matrices ont mémes coefficients. Soit (z,7) € [1,p]] x [1,s] :

r T q
[(AB)CY,; = Z(AB)i,k X Cyj = Z (Z Ay x Bnk) x Ch,;j

k=1 k=1 \t=1

r q
= 2 ZA“ X By x Cy

k=1t=1

[A(BC)], ZAMX (BC)y; :ZA”ZBMO,W
t=1

t=1
:ZzAtiBthij

T q
[(AB)C];; = > D> Ay x By x Ch;

k=1t=1

= Z Az‘,t X Bt,k X Ck?j

1<k<r
1<t<gq

q r
= Z Z Az’,t X Bt,k X Ck,j = [A(BC>]i,j
t=1k=1
Ainsi pour tout (i,7) € [1,p]] x [1, s]l, [((AB)C];; = [A(BC)], ;-
Les matrices (AB)C et (A(BC') ayant méme type et mémes coefficients elles sont égales.
|

Remarque. Ainsi on pourra noter ABC (ou A x B x C) pour désigner (AB)C' et
A(BQC).

Distributivité de x sur +.
Pour tout A € M, ,K) et (B,C) € M, (K)?

Ax (B+C)=AB+ AC
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Pour tout (A, B) € M), (K)? et C € My, (K) :
(A+ B)xC = AC + BC

Démonstration. On montre la premiere égalité (distributivité a gauche), la preuve de
la seconde est analogue.

Les matrices A(B + C) et AB + AC sont de méme type (p,r). Montrons qu’elles ont
mémes coefficients ; soient (7,7) € [1,p]] x [1,r] :
q

[AB+ ()], = Z Aig x (B+ O

Ai,k; X (Bk,j + C}w)

I
=

el
Il
—

Il
=

(Ai,k X BkJ + Ai,k X CkJ)

x>
Il
—

q
Air X Brj + Z Aig x Ckj

=

k=1 k=1
= (AB)i; + (AC)s;
= (AB + AC);,
Ainsi pour tout (4,7) € [1,p] x [1,7]], [A(B +C)];; = (AB + AC);;. Les matrices
(A+ B) x C et AC' + BC sont donc égales. |

Compatibilité de x avec la multiplication par un scalaire.
Pour tout A e K, Ae #,,K) et Be #,,(K) :

M(Ax B)=(AA)x B=Ax (\B)

Démonstration. Les 3 matrices sont de type (p,r). Soit (¢,7) € [1,p]] x [1,7] :

q q
[M(AxB)|,; =Ax (AB)ij = A x Y A x By = >, Ax Aig x By
k=1

k=1

l
=

(AA)ig x By = [(\A) x B]; ;

=
Il

1

I
=

Aig x (AB); = [Ax (A\.B)];

J

b
Il

1
Elles ont mémes coefficients, et sont donc égales. ]

Remarque. Attention, certaines propriétés de la multiplication dans K ne sont plus
vérifiées pour le produit matriciel :

e Le produit matriciel n’est pas commutatif : on peut avoir AB + BA.
— AB peut étre défini sans que BA ne le soit.

— AB et BA peuvent étre tous les deux définis mais pas de méme type.

Exemple : si A est de type (2,3) et B de type (3,2), alors AB est de type (2,2) et BA

est de type (3, 3).

— Meéme lorsque AB et BA sont définies et de méme type, on n’a pas en général AB =
7
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BA.

1 2 11
Exemple : A = (1 1) et B = <O 1>.

Calcul de AB :

11
01
12\ /1 3
(1 1) 1 o) =4B
Calcul de BA :
1 2
11
11\ /(2 3
(0 1) 1 1) =B84

Ainsi AB + BA.

e Le produit matriciel est non integre : on peut avoir AB = O avec A + O et B + O.

Exemple : A = (; :;) et B = <% §> Calcul de AB :

(5 )

= 0Oy

SO ==
SO NN
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3. LES MATRICES CARREES

3.1. Matrices carrées et leurs opérations.

3.1.1. Définition.
Dans toute cette partie p désigne un entier strictement positif.

Définition 5.
On appelle matrice carrée d’ordre p toute matrice de type (p,p).

On désignera par #,(K) l'ensemble des matrices carrées d’ordre p a coefficients dans
K. Il est muni des deux opérations :

— L’addition de matrices +,

— La multiplication de matrices x ; elle est bien définie sur #,(K) : le produit de deux
matrices carrées d’ordre p est une matrice carrée d’ordre p.

Exemples.
— M5(K) est 'ensemble des matrices carrées d’ordre 2.

— M1 (K) est similaire a K; addition et multiplication coincident avec ces opérations
dans K.

Remarque. Addition et multiplication sont des opérations bien définies dans .#,(K).
Pour rappel 'addition est associative, commutative, et admet pour élément neutre la
matrice nulle d’ordre p, notée O,. La multiplication est associative et en général n’est
pas commutative. Elle admet aussi un élément neutre : la matrice identité notée I,,.

Remarque. La matrice nulle O, est un élément absorbant pour la multiplication dans

M,(K) :

VM e #,(K), M xO,=0,xM=0,.

3.1.2. La matrice identité.

Définition 6.
La matrice identité d’ordre p, notée I, est la matrice de #,(K) définie par :

.. 1 sivt=
Yid) e Il ()= S

sinon

Autrement dit :

1 0 - --- 0

0 1 :
L, =|:

: .o 0

0 -« - 0 1/,

La matrice I, est I’élément neutre pour la multiplication dans .#,(K), c’est-a-dire :

Pour tout A € #,(K) :
AxL,=I,xA=A

Plus généralement :
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Propriété 3.
Soient (p, q) € (N*)?, pour tout A € M,4,(K) :
I, xA=A et AxI,=A

Démonstration. Puisque A € 4, ,(K), I, € #,,(K) et I, € #,,K), les produits
I, x Aet A x I, sont bien définis et de type (p,q).

Soit (i,7) € [1,p]] x [[1,¢] :

(Ip x A)

e

(Ip)ig < Apj = (Ip)ii < Aij = Aij

i

(>
Il
—

J

~
car (Ip); p = 1si k=i et 0 sinon

Donc I, x A = A. Et :

M=

(Ax 1), =

l’j

Aig x (Igkg = Aij x (Ig); = A

ihj

(=
Il
—_

J/

v

car (Iq)g,; = 1sik=j et 0 sinon

Donc A x I, = A. [ ]

3.1.3. Puissance de matrices.

Définition 7.
o Soit A e #,(K) on note :
A’ =1, : Al =A
et plus généralement pour tout n € N* :
A"=AxAx---x A

J

: A2=Ax A

n fois

Les puissances de matrices vérifient les propriétés suivantes :

Propriété 4.

Pour tout A € #,(K) et (n,m) e N? :
A" x AT = At

De plus, pour tout A € K :

(AA)" =\ A"
et :
()" =1,
Si B e M,(K) et si A et B commutent (pour x) :
(AxB)"=A"x B"

Démonstration. Elle est analogue a la démonstration des mémes propriétés des puis-
sances dans K. ]

Remarque. En particulier toutes les puissance d’'une méme matrices commutent entre-
elles :

V(n,m) e N2, A" x A™ = A™ x A"
en effet : A" x A™ = AT = AMI = A™ x A"
En particulier 7, = A° commute avec toute matrice A dans .#,(K).
10
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Plus généralement :

Démonstration. Soient A et B deux matrices de .#,(K) qui commutent entre elles.
Montrons que Vm € N, A et B™ commutent entre-elles. Par récurrence sur m € N.

(I) Pour m = 0, B® = I, commute avec A. L’assertion est vraie au rang 0.

(H) Supposons l'assertion vraie au rang m. Alors par associativité de x, par hypothese
de récurrence et car A et B commutent :

AmeH:Ax(BmxB):(Ame)><B(H=R)(Bm><A)><B=Bm><(A><B)
=B"x(BxA)=(B"xB)xA=B""x A
Ainsi A et B™*! commutent entre-elles ; I’assertion est vraie au rang m + 1.

Ainsi pour tout m € N, A et B™ commutent. En appliquant ce que 'on vient de
démontrer a B™ et A, alors pour tout n € N, A" et B™ commutent. |
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Remarque. Comme on vient de le voir sur un exemple, beaucoup de problemes se
ramenent au calcul des puissances d’'une matrice carrée, ce qui constitue un exercice
assez difficile. Nous verrons dans la suite, et en TD, d’autres méthodes pour calculer
les puissances d’'une matrice carrée.

3.1.4. La formule du binome.

Dans .#,(K) en général (A + B)? + A% + 2.AB + B?. En effet :
(A+B)>=(A+B) x (A+B)
=Ax(A+B)+Bx(A+ B)
=AxA+AxB+BxA+BxB
= A>+ AB + BA + B?
Ainsi :
(A+ B)*> = A> + 2.AB + B?
« A+ AB+ BA+ B* = A* + 2.AB + B?

:12=>2A2+AB+BA+32—A2—B2=A2+2.AB+BQ—A2—B2
—A2-B

— AB+ BA=2.AB
%AB—%BA—AB:ZAB—AB
<= BA = AB

<= A et B commutent
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Ainsi la formule du binéme donnant le développement de (A + B)™ n’est pas vérifiée
dans ,(K) lorsque A et B ne commutent pas. Il s’avere qu’elle 'est lorsque A et B
commutent :

Théoreme 6.
Soient A et B deux matrices de M,(K) qui commutent. Alors pour tout n € N :

(A+B)" Z ( )A’“B“"‘“ = Zn: (Z) Ak Bk

k=0 k=0

Remarque. On étend la notation > aux matrices; les propriétés algébriques d’une
somme (linéarité, changement d’indice, décrochage, télescopage) restent vraies.

Démonstration. Elles est demeure identique a celle effectuée dans K (par récurrence
et en appliquant la relation de Pascal, cf. Chapitre ”Somme, produit, Identités remar-
quables”), deés que I'on a remarqué que si A et B commutent alors toute puissance de
A commute avec toute puissance de B (propriété 5). ]

Exemple. Déterminons pour tout n € N les coeflicients de A™ lorsque :

1 10
A=10 11
001

010
Soit B = <0 0 1), alors A = I3+ B. Or I3 et B commutent, on peut donc appliquer
0 00

la formule du binéme pour développer A" = (I3 + B)™. Déterminons les puissance de
Is et de B :

VneN, D = I

0 01 000
B*=(0 0 0 B*=10 0 0 Vn =3, B" =03
000 000

Comme elles sont particulierement simples, on peut simplifier le développement donné
par la formule du binéme pour obtenir les coefficients de A™ :

A" = (Iy + B)" Z( )I” k gk

- Z <Z> BF car I§7F = I3

k=0
n n n " /n
= B° B! B? B* Décroch
(O) + (1> + (2) +kz:; (k) ecrochage
—_———
=03
—1
— 1.0+ n.B+ %.32
10 0 0n 0 0 0 n(n2—1) 1 n n(nQ—l)
=0 1 0)+{0 O n|+10 0 0 =10 1 n
0 0 1 0 0 O 00 0 0 0 1
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3.2. Les matrices inversibles.

Définition 8.
Une matrice A € #,(K) est dite inversible s’il existe une matrice B € #,(K) tel que :

AB=BA=1,

Dans ce cas la matrice B peut se noter A~ et est appelée 'inverse de A.

Propriété 7.
L’inverse d’une matrice A, lorsqu’elle existe, est unique.

Démonstration. Soient B et C' deux inverses de la matrice A; i.e. AB = AC = BA =

CA =1,. Alors :
AB = AC
= B(AB) = B(AC) en multipliant a gauche par B
— (BA)B = (BA)C par associativité
= [,B=1,C car BA =1,
= B=C
D’ou I'unicité. |

Remarque. Clairement, si A est inversible, A~! aussi et A est l'inverse de A7

Si A est inversible, son inverse A~! I’est aussi et

(A=A

Exemples.

oI, !'= I, ; la matrice identité est son propre inverse, puisque I, x I, = I,,.

1 —
e Soient A = (_11 D et B = 3 (% 11) ; A et B sont inverses l'une de 'autre.

e Toute matrice carrée n’est pas inversible !

Exemple : la matrice nulle n’est pas inversible, puisque pour tout A € #,(K), O, x A =

O,. Ce n’est pas la seule : A = <8 ?), n’est pas inversible puisque si M = (CCL Z),

alors AM = (2 2) + I5. On peut trouver beaucoup d’autre exemples.

Remarque. En général, pour des matrices AB = AC n’implique pas B = C.
Exemple : puisque la multiplication matricielle n’est pas integre, il existe A et B deux
matrices non nulles de .#,(K) tel que A x B = O,. Ainsi :
AxB=0,=Ax0, et B+ O,
15
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Par contre, lorsque A € ., (K) est inversible et B,C € 4, ,(K) :
AB = AC
— A7 x (AB) = A™! x (AC)
— (A 'A)x B=(A"A)xC
— [, xB=1,xC
— B=C
Ainsi lorsque A est inversible, AB = AC = B =2C.

Soit A € M,(K) une matrice inversible ; alors :
« ¥(B,C) e M, (K)?, AB=AC — B=C
«V(B,C) e M, (K?, BA=CA — B=C

Etudions la stabilité de Uinversibilité par les opérations matricielles.

Propriété 8.
Soit A € M,(K) une matrice inversible. Alors VA € K*, la matrice \.A est inversible
et :

1
RN
(NA)T = )\.A :

Démonstration. En effet :

1 1
MAx — A =(Ax2).(AA Y =11,=1,

A A
1 1
X.Ail X ANA = (X X )\)(AilA) = 1Ip = Ip
|
La somme de deux matrices inversibles n’est en général pas inversible. Exemple : I, et

(—1I,) sont inversibles, tandis que I, + (—1I,) = O, n’est pas inversible.
Par contre produit et puissances de matrices inversibles sont aussi inversible :

Propriété 9.
Soient A et B deux matrices de #,(K) inversibles. Alors :
e Leur produit A x B est aussi inversible et :

(AxB)'=B"1xA"
e Pour tout n € N, A™ est inversible et :

(4 = (a7

Démonstration.

e Inversibilité d’'un produit de matrices inversibles :
ABx B'A' = Ax[,x Al =Ax A =1, . AB est inversible
B'A'x AB=B"'xI,x B=B'xB=1, et (AB)™' = B 1A™!

e Inversibilité d’'une puissance de matrice inversible :

Soit A une matrice inversible. Montrons par récurrence sur n € N que A™ est inversible

ny—1 —1\n
et que (A™)" = (A~1)".
(I) Pour n = 0, A™ = I, est inversible, d’'inverse [, = (A~1)"; I'assertion est vérifiée.

(H) Supposons assertion vérifiée au rang n € N. Alors A" = A x A" est inversible
16
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comme produit de matrices inversibles, d’inverse
AL A — (A Y x A = (4! n+l1
(A7 AT = (AT X AT = (A7)

L’assertion reste donc vraie au rang n + 1. [ |

Par définition une matrice A € .,(K) est inversible s’il existe une matrice B € .#,(K)
tel que A x B = B x A = I,; il s’avere qu’il suffit en fait de vérifier une seule des deux
égalités AB = I, ou BA = I,; 'autre sera alors automatiquement vérifiée. Cependant
ce résultat tres utile est assez difficile et technique a démontrer avec les seuls outils
dont nous disposons pour l'instant. Aussi nous repoussons la démonstration au cha-
pitre 7 Applications linéaires” ou les matrices seront interprétées sous un nouvel angle.

Démonstration. Voir Chapitre ” Applications linéaires”. |
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4. TRANSPOSEE D’UNE MATRICE

Dans cette partie les matrices ne sont pas nécessairement carrées; p et ¢ désignent
deux entiers strictement positifs.

4.1. Définition.

Définition 9.
Soit A une matrice de type (p,q) ; la matrice transposée de A, ,notée A, est la matrice
de type (q,p) dont les coefficient sont :

V(iaj) € IILQ]] X [[17p]]> (tA)iyj = Ajﬂ'

Remarque. C’est a dire que :
—la ligne 7 de *A est la colonne ¢ de A,
—la colonne j de ‘A est la ligne j de A.

Exemples.
[ ]
1 4
1 2 3 t
A= Eﬂgg(K) A=1[2 5 Eﬂgg(K)
4 5 6 ' 3 6 4
[}
1 2 3 1 47
A= (4 5 6] e 53K) tA=1(2 5 8 € Ms3(K)
7 8 9 3 6 9
[}
tlp:]p

4.2. Propriétés.

Propriété 11.
Soient A et B deux matrices a coefficients dans K.
([ ]

LAY = A
e Si la somme A+ B est bien définie, c(zlor)s YA +'B est bien définie et :
"A+B)="A+'B
e Si le produit A x B est bien défini, alors 'B x 'A est bien défini et :
"(Ax B)='Bx"'A
e Si A est une matrice carrée :
VneN, (‘A)" ="' (A7)

e Si A est une matrice inversible :

Démonstration. On les démontre dans l'ordre :
e Soit A de type (p,q), alors A est de type (q,p) et ' (*A) est de type (p,q) : Aet?(*A)
ont méme type. De plus soit (¢,7) € [1,p]] x [1,¢] :
(t (tA)>i7j - (tA)j,i = Aij
Ainsi ' (*A) = A.
e Soient A et B de méme type (p,q) de sorte que A + B est défini. Alors ‘A et ' B sont
18
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de type (¢,p) donc *A + 'B est bien défini; ‘(A + B) et 'A + 'B sont de méme type
(¢,p). De plus, soit (4, 7) € [1,q] = [1,p] :
(t(A + B)) = (A + B)jﬂ' = Aj,i + Bjﬂ' = tAZ'J‘ + tBZ’J.
Donc ‘(A + B) ='A+'B.
e Soient A de type (p,q) et B de type (q,r) de sorte que A x B soit défini et de type

(p,r). Alors 'B est de type (r,q), ‘A est de type (q,p), ainsi 'B x 'A est défini et de
type (r,p) tout comme (A x B). Soit (4,7) € [1,r] x [1,p] :

(t(A X B)) = (A x B);;

1,J

1,

q q q
= D Ajrx Bri= D "Aky x 'Big = ) "Bip x Ay = (‘B x 'A)
k=1 k=1 k=1
Donc (A x B) ='B x 'A.
e Montrons par récurrence sur n que Vn e N, (*A)" =1 (A").
Puisque A est carrée, il en est de méme de sa transposée 'A.
(I) Pour n =0, (*A)" = I, et ' (A") = 'I, = I,. L’assertion est donc vraie.

(H) Supposons 'assertion vraie au rang n. En appliquant la transposée d’un produit :
(tA)”""l: (tA)"XtA:t<AXAn):t(An+1)

Ainsi 'assertion reste vraie au rang (n + 1).

e En appliquant la transposée d’un produit :

PAXT(ATY) =" (A x A) ="T,=1

p
A x"A="(Ax A =", =1,
Ainsi * (A1) = (*f4)7" |

Remarque. En appliquant plusieurs fois la transposée d’un produit :
'AxBxC)="(AxB)xC)="Cx"(AxB)="Cx'Bx"'A
FAxBxCxD)="((AxBxCO)xD)="Dx"(AxBxC)="Dx'Cx'Bx"'A
ete...

19
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5. MATRICES REMARQUABLES

Dans cette partie toutes les matrices sont carrées d’ordre p € N*. Nous passons en
revue certains types de matrices remarquables vérifiant des propriétés qui simplifient
leur manipulation.

5.1. Matrices scalaires.

Définition 10.
Une matrice scalaire d’ordre p est une matrice de la forme \.I, avec X € K.

WA
;e e

Remarque. Multiplier une matrice A par la matrice scalaire A.I, revient a multiplier
A par le scalaire A :

(ANL)x A=A(, xA)=\A
Ax (ANL,)=X(Ax1IT,)=)\A

En particulier :

Propriété 12.
Une matrice scalaire commute avec toute matrice carrée de méme ordre.

Les opérations entre matrices scalaires sont particulierement simples puisqu’elles re-
viennent a opérer sur les scalaires :

Propriété 13.
o Somme, produit, puissances de matrices scalaires sont des matrices scalaires et :
ANy +pl,=A+p)d, ;5 XNxpl,=Axp.d, ; VYneN, (\L)"=A\"1,

o Une matrice scalaire X.I, est inversible si et seulement si A est inversible (i.e. A £ 0),
et dans ce cas :

A

p

(A\L) " =

>| =

Démonstration. Elle est immédiate. [ |

5.2. Matrices diagonales.

Définition 11.
Une matrice diagonale est une matrice carrée dont tous les coefficients non diagonaux
sont nuls :

Ae M,(K) est diagonale si ¥V (i,5) € [1,p]?*, i +j = A;; =0
On note alors :

Al,l 0 .. 0
A = Diag(Ai1,A22,...,4,p) = O 14.12’2 0
0 .. 0 App

20
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Remarques.
e Ainsi toute matrice scalaire est diagonale. La réciproque est fausse :

1 00
020
0 0 3

e Le calcul du produit d’'une matrice par une matrice diagonale est simple a calculer :

— Multiplier une matrice A € ., ,(K) a gauche par D = Diag(A, Ag, ..., Ap) revient a
multiplier chaque ligne 7 de la matrice A par le scalaire \; :

est diagonale et non scalaire.

A0 0 a1 Q2 0 Qlg Al Ar.arz o Alaig
0 X Q21 Q22 - dag4 >\2-a2,1 )\2@2,2 tet )\2-a2,q
X . = . .
Lo D : : : :
0 -~ 0 A ap1 Ap2 - dpg App1 Aplpa = Aplpg
En effet :

p
(D X A)i,j = Z Di,k X Qg5 = Di,i X Q5 = )\Z X Q5 5
k=1
— Multiplier une matrice A € .#,,(K) a droite par D = Diag(A1, Aa, ..., \,) revient a
multiplier chaque colonne ¢ de la matrice A par le scalaire \; :

11 Q12 - Aip )\1 0 0 )\1.(1171 )\2.(1172 /\p.aljp
Q21 G292 - A2p 0 )\2 )\1.&271 )\2.&272 cee )\p.alp
. . X = . .
(g1 Qg2 " Qgp 0 -~ 0 X AlGg1 Aslg2 - Aplgp
En effet :
p
(Ax D)ij =Y ik x Dyj=a;; x Djj = ai; x X
k=1

Entre des matrices diagonales toutes les opérations se font terme a terme; cela rend
leur calcul tres simple :

Propriété 14.
Pour des matrices diagonales de méme ordre p :
e La somme de matrices diagonales est diagonale :

Diag(ay, as, ..., a,) + Diag(by, ba, ..., b,) = Diag((a; + b1), (a2 + ba), ..., (ap + b))
e Le produit de matrices diagonales est diagonal :

Diag(ay, as, ..., a,) x Diag(by, b, ..., b,) = Diag((a; x by1), (a2 x ba), ..., (a, x b))
o Une puissance de matrice diagonale est diagonale :

Vn e N, Diag(ay,ay,...,a,)" = Diag(ay,ay, ..., a,)

e Une matrice diagonale est inversible si set seulement si tous ses coefficients diagonaux
sont non nuls; dans ce cas :

1 1 1
Diag(ay,as, . ..,a,) " = Diag <—, — —)
a;’ as ap

Démonstration. Le premier point découle immédiatement de la définition de I’addition
de matrices.

Le deuxieme point découle immédiatement de la remarque ci-dessus.
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Le troisieme point s’en déduit par récurrence sur n.

Pour le quatrieme point il découle du deuxieme que si les a; sont tous non nuls :

1 1 1 a; a a
Diag(ay,as, ..., a,) x Diag (—, — —) = Diag (—1, =, —p> =1,
ap as ayp ap Gz ap
Montrons que si A = Diag(ay,as,...,a,) est inversible alors tous les a; sont non

nuls. Par contraposée : supposons que I'un des a; soit nul. Alors pour toute matrice
M e #,(K), A x M n’a que des zéros sur sa ligne 7, et ne peut donc pas étre égal a I,,.
Ainsi A n’est pas inversible.

Remarque. Toutes les matrices diagonales de méme ordre commutent entre-elles.

5.3. Les matrices triangulaires.

Exemples.

e Les matrices diagonales sont les seules matrices qui sont a la fois triangulaires supérieures
et triangulaires inférieures.

e La transposée d’une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) est triangulaire
inférieure (resp. supérieure).
22
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Propriété 15.

Pour des matrices triangulaires de mémes ordres :

e La somme de matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) est triangulaire
supérieure (resp. inférieure).

o Le produit de matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) est triangulaire
supérieure (resp. inférieure). De plus ses coefficients diagonauzx s obtiennent en faisant
le produit terme a terme.

e Une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) est inversible si et seulement
si ses coefficients diagonaux sont tous mon nuls. Dans ce cas son inverse est aussi
triangulaire supérieure (resp. inférieure).

Démonstration. Elles sont menées pour les matrices triangulaires supérieures. En
transposant on les déduit pour les triangulaires inférieures.

Considérons A et B deux matrices triangulaires supérieures d’ordre p et (i,7) € [[1, p]*.

e Sii>jalors A;; = B;; = 0 et donc 4, ; +B” O;ainsit >j — (A+ B);; =
A;j + B;; = 0. Donc A + B est triangulaire supérieure.

e Par la formule du produit matriciel :

p
(A X B)i,j = Z Ai,k X Bk,j

k=1
1—1 P

sl >j alors (A X B)m‘ = Z Az‘,k XBk,j + ZAz’k X BkJ =0
k=1 k=i —

=0 =0

donc A x B est triangulaire supérieure

S
|
—

p
Si Z :j alors (A X B)ZJ = Ai,k: XB].CJ' + Ai,i X Bi,i + Z Aqu X Bk,j
T et T

>
Il
—_

= Aii x By

et donc le terme diagonal ligne i colonne 7 de A x B est le produit des termes diagonaux
ligne 7 colonne 7 de A et B.

e Quant a l'inversibilité d’une matrice triangulaire supérieure, on repousse la démons-
tration a §6.5 (page 34). |

5.4. Matrices symétriques.

Définition 13.
Une matrice carrée A est dite symétrique si elle est égale a sa transposée :

A=A
Autrement dit, une matrice symétrique est une matrice de la forme :
Ayp A o A p
Ay . .
: Apfl,p

Al,p Ap—l,p Ap,p

Exemples.

e Les matrices [, et O, sont symétriques; plus généralement, toute matrice scalaire,
23
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toute matrice diagonale est symétrique.

e [La matrice :
1 2 3
2 4 5
3 5 6

est symétrique et non diagonale.

Démonstration. Soient A et B deux matrices symétriques d’ordre p.
e Puisque ‘A= Aet'B=B:

A+B)='A+'B=A+B
donc (A + B) est symétrique.
e Puisque ‘A = A; soit ne N :

) = ()" =

donc A™ est symétrique.
e Soit A une matrice symétrique et inversible ; puisque ‘A = A :

t (A—l) _ (tA)—l — Al

Donc l'inverse A~! de A est symétrique. |

Remarque. Attention, le produit de matrices symétriques n’est pas en général une
matrice symétrique.

Exemple : soient les marices symétriques A et B :

10\ 11\ 11
A=<o 2) ) B=(1 1) 7 AXB_(Q 2)

leur produit A x B n’est pas symétrique.
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6. MATRICES ET SYSTEMES LINEAIRES

6.1. Ecriture matricielle d’une systeme linéaire.

Etant donné un systéme de n équations linéaires & p inconnues (avec (n,p) € (N*)?) et
a coefficients dans K :

1171 + 12T + - -+ + A1pTp = by

A21T1 + Qoo + -+ - + A2pTp = by

(5)

An1 %1 + ApaTa + - - - + Appxy = by,

on pose :
11 Az - Qi by
Q21 Q22 -+ QA by
A= (Clm‘) I<isn = . € %n,p<K) ; B = . |€ %n,l (K)

1<j<p .
Ap1 Qp2 - Gpp bn

T

T2

et X = . € %pJ(K)
Tp

alors le produit AX est la matrice colonne :

111 + a1 + -+ - + Q1pTp
21T + A22To + - -+ + A2pTyp

Ap1T1 + Ap2®2 + -+ - + GppTp
et le systeme (S) est équivalent a ’équation d’'inconnue X € ., (K) :
(S) < AX =18

C’est lécriture matricielle du systeme. La matrice A est la matrice associée au systéme

Exemple.

linéaire.
r+y=1 — 1 1 o (T = 1
T—Y = 0 1 -1 Yy —\0

6.2. Structure des solutions.

Définition 14.

Etant donné le systéme (S) d’écriture matricielle AX = B, le systéme homogene associé
est le systéme d’écriture matricielle AX = O, 1, c’est a dire :

111 + A2 + - - - + A1pTyp = 0
911 + Q92X + -+ - + QopTy = 0

(Su)

Gpl81] A- @i A © = A Gttty = (U

Remarque. Un systéme homogene est toujours compatible puisque X = O,; en est
solution : A x Op1 = O, 1.
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Théoréme 17. Les solutions du systeme (S) sont sommes d’une solution particuliére
de (S) et des solutions générales du systéme homogéne associé.

Démonstration. Soit X, une solution particuliere de (5) : A x X, = B. Alors X est
solution de (5) ssi :

AX =B «— AX-AX,=B—-B «— Ax(X—-X,) =0,
et donc si et seulement si (X — X)) est solution du systeme homogene associé, c’est

a dire si set seulement si X est somme de X, et d’'une solution du systeme homogene
associé. |

Théoréme 18.

Un systeme linéaire admet 0, 1, ou une infinité de solutions.

Démonstration. Le systeme homogene associé (Sy) est compatible est admet donc au
moins une solution (il suffit de considérer une matrice colonne nulle). Montrons que si
(Su) admet une deuxieme solution X; + O, 1, alors il en admet une infinité; en effet :

A x X1 = On,l = Ve K,A X (/\X1> = )\(A X Xl) = )\-On,l = On,l

ainsi chaque valeur de A € K donne une nouvelle solution A\.X; de (Sy), puisque X;
Op1 et A1 + Xy = A\.X; #+ M. X Le systeme (Sy) admet donc une seule ou une
infinité de solutions.

D’apres le théoreme précédent, si (S) admet une solution, alors il en admet une seule
ou une infinité. [ ]

Remarque. Si 'existence de solutions dépend de B, l'unicité ne dépend que de la
matrice associée au systeme.

6.3. Interprétation matricielle des opérations élémentaires.

Définition 15.

Etant donnée une matrice A € My, »(K), dont on note les lignes Ly, Lo, ..., L, ; L; =
(A;j)1<j<p- On considére les opérations élémentaires sur ses lignes, qui la transforment
en une matrice de méme type :

— L; & L; : échange des lignes L; et L;.

— L; < AL; : multiplier la ligne L; par un scalaire X % 0.

~L; < L; + L; : ajouter la ligne L; a la ligne L; avec i + j.

Propriété 19.
Appliquer a la matrice A la transformation :
o L; — A\L; revient a multiplier a gauche par :

i
1 0 - --- 0

Mn(ly /\> = € %n(K)

— O

26



BCPST1 Les matrices Lycée Fénelon

M, (i,\) est la matrice obtenue a partir de la matrice identité I, en lui appliquant
l'opération élémentaire L; <— \L;.
o L; < L; revient a multiplier a gauche par :

i J
1 0 0
0 O 1 i
En(zaj) = o - o € %H(K)
| 0 O J

E,(i,j) est la matrice obtenue a partir de la matrice identité I, en lui appliquant
lopération élémentaire L; < L;.

o L — L; + L; revient a multiplier a gauche par :

i J
1 0 - -0
o 0 1 1 i
Tn(’L,j):
: 1 0 J
0 - - 0 1

T.(i,7) est la matrice obtenue a partir de la matrice identité I, en lui appliquant
lopération élémentaire L; < L; + Lj.
De plus les matrices M, (i, \), E,(i,7) et T,(i,j) sont inversibles.

Démonstration. Pour tout entier n € N*, soit :
7

1 0 - -0
0 )
M, (i, \) = X N . e M,(K)
: o0 0
0 -« -« 0 1

Multiplier une matrice A € ., ,(K) a gauche par M, (i, \) revient a appliquer 'opération
élémentaire L; < \L; a la matrice A :

1 0 - --- 0 | I | | I |
0 .o : : :
: A ] Li =] AL; |
: T : :
0 -« -~ 0 1 | Ly | | Ly |

Ainsi lorsque A £ 0 appliquer a une matrice 'opération L; < \.L; suivie de 'opération
L; — X.Li ne change rien a cette matrice. En particulier en les appliquant a la matrice
identité :

1 1
Mn(i,x)an(i,)\)xIn =1, — Mn(i,x)an(i,/\) =1, = M,(i,~) = M,(i,\)!

).

= |

Ainsi la matrice M,,(i, ) est inversible des que A + 0, d’inverse M,, (i,
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Pour tout entier n € N*, soit :

i J
1 0
0 0 1 1
BGn= | 0 e M,(K)
o1 0 O ]
0 -« -~ 0 1

la matrice obtenue a partir de la matrice identité I, en lui appliquant 1'opération
élémentaire L; < Lj;.

Multiplier une matrice A € .4, ,(K) a gauche par E,, (i, j) revient a appliquer I'opération
élémentaire L; < L; a la matrice A :

0 0 1 | L | | L; |
| 0 0 ’ LJ ‘ ‘ L; ‘
0 -« - 0 1

Or appliquer deux fois 'opération L; <> L; & une matrice A ne change pas cette matrice.
En particulier lorsque A = [, :

En(iy j) % Bn(i,j) x In = I = Eu(i,5) x Bu(i,5) = I = Eu(i,5) = Ea(i,5)7".

Ainsi la matrice E, (i, 7) est inversible et a pour inverse elle-méme.

Pour tout entier n € N*, soit :

i j i j
1 0 - --- 0 1 0 )

- 0 1 1 | o 0 1 —1 |
To(i,g) = | . . : et T,(i,j)= | . :

: 1 0| J : 1 0] J
0O --- -« 0 1 0O --- --- 0 1

T,(i,7) est la matrice obtenue a partir de la matrice identité I, en lui appliquant
I'opération élémentaire L; «— L; + L;; T'(i,7) est la matrice obtenue a partir de la
matrice identité 7, en lui appliquant 'opération élémentaire L; < L; — L.

Multiplier une matrice A € 4, ,(K) a gauche par T,,(4, j) revient a appliquer I'opération
élémentaire L; < L; + L; a la matrice A :

0 1 1 | L, | | L +L; |
; Lo | I, IRl I, |
0O -+ -« 0 1

et de méme multiplier une matrice A € ., ,(K) a gauche par T}, (i, j) revient a appliquer
I'opération élémentaire L; < L; — L; a la matrice A.
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1 0 - - 0
0 -1 ’ L; ‘ ’ Li— L, ‘
: 1 0 | L | ) ! L; \
0 -« .- 0 1

Or appliquer a une matrice A 'opération L; <> L;+ L; suivie de L; < L; — L; ne change
pas cette matrice. En particulier lorsque A = I, :

T, 3) x To(i, ) x In = I, = T,,(i,5) x Tuli,§) = I, = T,(i,j) = Tn(iaj)_l'
Ainsi la matrice T),(, j) est inversible et a pour inverse T (i, j). |

Corollaire 20.

Appliquer membre a membre une opération élémentaire a une équation matricielle
AX = B, la change en une équation équivalente (c’est a dire ayant mémes solutions).

Démonstration. Appliquer une opération élémentaire revient a multiplier les deux
membres de I'égalité par une matrice M inversible avec M = M,(i,\), E,(i,j) ou
T.(i,7). Ainsi :

AX =B =— MAX =MB

M x

MAX = MB = M 'MAX =M 'MB = I[,AX =1,B = AX =B
M—1x
ainsi AX = B <= MAX = MB avec M = M,(i,\), E,(i,7) ou T,(, 7). |
Remarque. Ainsi, pour la résolution matricielle d’un systeme, effectuer une opération

élémentaire simultanément sur la matrice du systeme et sur la matrice colonne des se-
conds membres transforme le systeme en un systeme équivalent.

Si la suite des opérations élémentaires s’effectue selon la méthode du pivot de Gauss,
on parle de résolution (matricielle) par pivot de Gauss.

Exemple. Résolution matricielle par pivot de Gauss du systeme :

r+y+z=3
r+2y—2=0
2r+y—z2=-1

On le retranscrit a ’aide d’une matrice 3 x 4; une ligne verticale sépare la matrice des
coefficients de la matrice second membre :

11 1| 3 1 1 1
1 2 -1 0 — 0 1 -2

<2 1 -1 —1) AT <0 -1 -3

11 1| 3 110
— <0 1 -2 —3) — <0 1 0
Ls——3Ls \ 0 0 1| 2 ) 2227\ 0 0 1

Li—Lj—Lsg
T

.0 y
z

I
VO
o = O
~__—
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Définition 16.

Un systeme linéaire de n équations a n inconnues est dit de Cramer si il admet une
unique solution.

Remarque. Pour un systeme de Cramer, la résolution peut se mener par la méthode du
pivot de Gauss en appliquant des opérations élémentaires jusqu’a aboutir a un systeme
équivalent dont la matrice associée est la matrice identité.

Théoréme 21.

Un systeme linéaire de n équations a n inconnues est de Cramer si et seulement si sa
matrice associée est inversible.

Dans ce cas, la solution du systéeme AX = B d’inconnue X est X = A™1B.

Démonstration. Soit AX = B ’écriture matricielle du systeme avec A € #,(K), et
X,B e My, (K).

Si A est inversible :
AX =B — AM'AX =A"'B — [LX=A"'B — X=A'B
A-1x
Donc il existe une unique solution.

Si le systeme admet une solution unique, alors en appliquant le pivot de Gauss,
une suite d’opérations élémentaires transforme 1’équation AX = B en une équation
équivalente de la forme X = C'; c’est a dire qu’appliquée a la matrice A du systeme cette
suite d’opérations élémentaires transforme A en la matrice identité [,, et appliquée a la
matrice colonne B elle la transforme en la matrice colonne C, pour finalement aboutir
a l'équation [, X = C. D’apres la propriété 19 en considérant la suite de matrices
inversibles My, M, ..., M, correspondant a cette suite d’opérations élémentaires, on a :

MtXMt_]_X"'XMQXMlXA:In
Donc la matrice A est inversible et a pour inverse :
A_l :Mt XMt—l Xoeee XMQ XMl.
|

Remarque. En particulier, pour un systeme linéaire de n équations a n inconnues,
étre de Cramer ne dépend que de la matrice associée au systeme ; ¢ca ne dépend pas des
seconds membres.

6.4. Application a I’inversion de matrice.

Le théoreme précédent (théoreme 21) fournit une méthode pour déterminer si une ma-
trice A est inversible et calculer son inverse :

Soit A € M,,(K) ; posons :
1 Y1
i) Y2
X = . € %7%1 (K) X Y = . € %nJ(K)
T Yn
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et considérons le systeme d’inconnue X et de parameétres Y :
11" T1t Q2 Ty + -+ Aip - Tp = Y1
(21 - T1 + A2 - Tg + -+ + A2p * T = Y2
(S) AX=Y <= , o
Apl " X1 + Ap2 - T2 + -+ App " Tpn = Yn
On applique la méthode du pivot de Gauss pour résoudre le systéeme; on aboutit :

e Soit a une systéme qui n'est pas de Cramer (lorsque le systéme réduit obtenu n’est
pas triangulaire). Dans ce cas la matrice A n’est pas inversible.

e Soit a une solution unique; dans ce cas A est inversible et :
Ty =011 Y1+t Q2 Yot t Qip - Yn

X =AY soit - Ty = Q21 "Y1 + Qa2 " Yo + - -+ + Q2 " Yn

xn:anl'y1+an2’y2+”'+ann'yn

Les coefficients apparaissant au second membre sont ceux de la matrice A=' :

Q11 Q12 0 Qg

Qg1 Qigg -+ Ogp
A7l = .

Op1 Opz -+ Opp

Exemple. Déterminer 'inversibilité des matrices suivantes et le cas échéant calculer

leur inverse :
1 21 1 2 1
A=12 1 1 : B=1[|1 51
1 1 2 2 1 2

e Inversibilité de A ; on résout le systéeme d’inconnues (z,y, z) et de parametres (a, b, ¢) :

T+2y+z=a T+2y+z =a
2 +y+2=2>0 — —3y—z =-2a+0b
{x+y+22=c LLQ;?B__QLLJ{ —y+z =-a+c
T+2Y+z =a rT+2y+2z =a
— y—2z =a—c — y—2z =a—c
Lf’;l?{ —3y—z =-2a+b LS“LB”L?{ —4z =a+b-3c

Le systeme est triangulaire supérieur : A est inversible ; on poursuit la résolution a ’aide
d’opérations élémentaires pour calculer A~!.

r+2y+z =a T+ 2y =%(5a+b—3c)
— { y—z =a—c L= y z%(i’)a—b—c)
Ly——3Ls z =3i(—a—b+3c) [yl z = 4(-a—0b+3c)
x 2%(—a+3b—c) 1 /-1 3 -1
— y z%(i’)a—b—c) — A—lzl—1 3 -1 -1
Lr—la=2La z = ;(-a—b+3c) -1 -1 3
e Inversibilité de B ; on résout le systeme d’inconnues (z, y, z) et de parametres (a, b, ¢) :
r+2y+z=a r+2y+2z =a
r+5y+z=0>5 — 3y =—a+b
20 +y+2z=c (220 —3y = —2a+c
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rT+2y+z =a
— 3y =—a+b Le systeme n’admet pas une unique solution.
Ly—Latls 0 =-3a+b+c

Ainsi la matrice B n’est pas inversible.

e Cette méthode d’inversibilité peut aussi se retranscrire matriciellement par une métho-
de que certains appellent méthode miroir. On résout le systeme matriciellement dans
une matrice n x 2n :

A 1,
ajpr a9 Q1n 1 O O
(21 22 asy, |0 1 0
a;ﬂ Ap2 a;m 0 - 0 1

a gauche on place la matrice A a inverser, et a droite on place la matrice identité,
plutot qu’une matrice colonne (c’est la matrice des coefficients des seconds membres
Y1, .- -, Yn). Puis on applique la méthode du pivot de Gauss en appliquant des opérations
élémentaires jusqu’a ce que la matrice de gauche soit la matrice identité, si possible.

— Si I'application du pivot de Gauss aboutit a gauche a une matrice non inversible,
typiquement une matrice triangulaire ayant au moins un zéro sur sa diagonale, alors la
matrice A n’est pas inversible.

— Sinon une fois abouti a la matrice identité sur la partie gauche la partie de droite est
la matrice inverse recherchée :

1 0 0 11 (12 a1p
0 1 0 Q91 Q99 Qop
0o --- 0 1 (p1  Gp2 Qpn
I, Al
o Appliquer la méthode du pivot de Gauss a la matrice :
A I,
aj; Qe ap, |1 0 -0
agr A2 agz, |0 1 0
e si on aboutit a :
1 0 0o o Q1p
0 1 0] agr g Qap
0 L] an an2 Anp
I, Al
alors A est inversible et A~! apparait dans la partie droite du tableau.
e Si l’on ne peut pas parvenir a la matrice identité dans la partie gauche, alors A n’est
pas inversible.
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Cette méthode s’interprete aussi de la maniere suivante : d’apres le théoreme 21, A
est inversible si et seulement si il existe une suite d’opérations élémentaires permettant
de la transformer en la matrice identité. C’est a dire (propriété 19) s’il existe une suite
de matrices d’opérations élémentaires My, M, ..., M; telles que :

MtxMt,lx---xMQXMlezfn
— A = M, x My_; x -+ x My x My
= A = M, x M,_1 x -+ x My x My x I,

et donc appliquer la méme suite d’opérations élémentaires a la matrice I,, aboutit a la
matrice A~L.

Exemple. Déterminer 'inversibilité des matrices suivantes et le cas échéant calculer

leur inverse :
1 21 1 21
A=12 1 1 ; B=1(|1 51
1 1 2 21 2
e Inversibilité de

A

1 100 1 2 1] 100
2 010 — 0 -3 —1|-2 1 0
(1 001)%;&3%;(0—1 1—101)

1 2 1 10 O 12 1|10 O
— 0 1 -1 1 0 -1 — 01 -1]1 0 -1
1 11 -3

Lg«——L R 3
A2 \0 =3 —1]-2 0 ) balat3la \ 0 0 —4
La partie gauche est triangulaire supérieure sans 0 sur sa diagonale : A est inversible;
on poursuit la résolution pour calculer A=

12 1] 1 0 0 120 2 1 -3
(:)(01—1 1 0—1)(:) 010 IS
Lsw—gLs \ 0 0 1|-1 -1 3 /o \o o1 _jli _jli %
10oo0l-% 32 —% -1 3 -1
L 010 % —%% —% - A_1=}1<3 -1 —1)
yLy—2 -1 —
2he\ oo oy 14 1 -1 3
o Inversibilité de B :
1 2 1|1 0 0 1 2 1] 1 00
1 5 1|0 10 — 0 30[-110
2 1 2/00 1/ 270252 \0 -3 0/-201
1 2 1] 100
— 030/ —-110 La matrice de gauche n’est pas inversible.
Psbatlz \ 0 0 0] =3 1 1

Ainsi la matrice B n’est pas inversible.

Exercice 9. Déterminer l'inversibilité, et le cas échéant calculer 'inverse des matrices

suivantes :
1 1 1 1 1 1
A=[1 -1 1 ;. B=1|1 -1 2
1 3 1 1 2 1
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6.5. Application a l’inversibilité et a 'inverse d’une matrice triangulaire.

On rappelle que le résultat suivant reste a démontrer (propriété 15) :

Démonstration. Il suffit d’établir le résultat pour les matrices triangulaire supérieures ;
le cas des matrices triangulaires inférieures s’en déduira par transposition.
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Soit A une matrice triangulaire supérieure :

al,l oo e aLp
O .
A=
0 Ce 0 Ap.p

Alors A est inversible si et seulement si le systeme suivant est de Cramer :

1121 + Q12T + -+ + A1 Tp = Y1
A22%2 + -+ A2 pTp = Y2

(ppTp = Yp
c’est a dire si et seulement si tous les coefficients diagonaux a1, a2, ..., a,, sont non
nuls.

Considérons maintenant que A est triangulaire supérieure et inversible ; ainsi :
V(i,j) e [1,p]? awi$0eti>j = a;; =0
Soit M = (m j)1<ij<p € #,(K) I'inverse de A. En particulier :
M x A=1,
Montrons a l'aide d’une récurrence forte que pour tout n € [1,p] :
P(n) : Vie[n+1,p]l,mi,=0

c’est a dire que pour toute colonne n € [[1,p] de M, les coefficients en dessous de la
diagonale sont tous nuls, ou autrement dit M est triangulaire supérieure.

(I) Colonne n = 1. Soit 7 € [1,p] :

p
(M x A>i,1 = Z Mig X Qg1
k=1

P
=m;1 X a1 + Z Mk X k1 décrochage du premier terme
k=2
P
=m;; X a1+ Z Mg X Qg1 car A triangulaire supérieure
k=2 >
=Mm;1 X aia
Ainsi :
21,131,1 10 --- 0 myq = al_&
2,101,1 _ _
o - . may1 =0
Mp,101,1 0 0 1 mp1 =0

ainsi pour tout i € [[2,p]|, m,1 = 0: F(1) est vraie.
(H) Supposons Z(1), Z(2),...,P(n — 1) vraies. Ainsi :

mi
0
M = .
mnfl,nfl
0 0
0 0
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Soit i € [[n, p]],

(MA

Donc :
(1
0
MA=| :
0

Lo

p
)i,n = Z mik X Agn

k=1
n—1 y4
= mir Xagn + Mipn X Qnn + Z mik X QAgn
k=1 Y k=n+1
—0 (HR) n -0
=Min X App
.
—1
/10 0\ M = ag
0 1 : Mpt1n 0
1 Lo Mpyon 0
= —> < .
0 Mpnlnn .o
: : : .10
0 Mypntnn \0 0 1) | My = 0

et donc pour tout i € [n + 1,p]|, mi, =0 : P(n) est vraie.

Ainsi pour tout n € [1, p]|, Vi € [[n + 1, p]l, m;,, = 0, ou autrement dit V(z, j) € [1, p]]* :

i1>j5 = m;; =0

La matrice M est triangulaire supérieure. |

Remarque. Comme on le voit dans la preuve, mais comme on pourrait le déduire aussi
du produit de matrices symétriques, la matrice inverse d’'une matrice triangulaire A a
sur sa diagonale les inverses des coefficients diagonaux de A.

6.6. Cas particulier :

inversion d’une matrice 2 x 2.

Pour une matrice de type (2, 2) une formule simple permet de déterminer si la matrice
est inversible et de calculer son inverse.

L’intérét de cette notion découle du résultat suivant :
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Propriété 22.
Awvec les mémes notations, la matrice A € Mo(K) est inversible si et seulement si

det(A) + 0.
J)

{

De plus dans ce cas :
1

~ det(4)

d

—C

A—l

Démonstration. On est amené a résoudre le systeme :

s

On applique 'opération élémentaire Ly < als — cLy pour obtenir :

s) — |

Si det(A) = ad — bec = 0 le systéme n’a pas une solution unique, et la matrice A n’est
pas inversible. La conclusion est vérifiée.

axy + bxy = 1y
cxy + dxy = o
e 1 cas: Sia=+0.

ary + bxry = 1y;
(ad — bc)zy = —cy; + ayso

Si det(A) £ 0 :

axri + bx f + be ab
= ar, = -
(S) = { ' 2 o N a — L= Cad “ bt aad —be??
Ty = — n Y2 - _
ad — be ad — be |2 ad— b T ad— b
ad ab ( d b
ary = — T4 = _
— Y7 ad - bcy1 ad ” bcy2 — ! Y7 ad —é)cyl ad —Cé)cy2
x2:_ad—bcyl+ad—bcy2 ka:_ad—bcylead—bcy2
1
= Al = d b la conclusion est vérifiée.
det(A) \—¢ «a

e 2°M¢ cag - Sia = 0.

by = 1
(5) {cm + dxy =
1 T2 = Y2
Si b =0 ouc =0 lesysteme n’a pas une unique solution, A n’est pas inversible et
det(A) = ad — bc = 0 — 0 = 0. La conclusion est vérifiée.

Sib+0etc0lesysteme est équivalent a :

d d
Cry = —71 + Y2 Ty = -7+ Y
(S) «— ylb — y be
Ty = 3 To = ?
ce qui peut s’écrire, puisque a = 0 :
d N —b
€T =
! ad —bet T ad — b — Al = 1 d —b
Ty = — vyt . Y2 det(4) \=¢ @
ad — be ad — be

et ici encore la conclusion est vérifiée.
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6.7. Application : formules de Cramer pour la résolution d’une systéme 2 x 2.

Soit le systeme :
ar +by =«
(5) {cx +dy =
y=7
Le systeme est de Cramer si et seulement si sa matrice est inversible si et seulement si :

det (‘C‘ fl) —ad—bcL0

(3) = (% )+ ()

Dans ce cas :

_ 1 d —b
Al — .
det(A) <—c ) —

= () =&y (-22)

On en déduit les formules de Cramer :
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6.8. Rang d’une matrice.

On rappelle que le rang d’un systeme ne dépend pas du second membre mais seule-
ment de la matrice associée.

Définition 18.
Le rang d’une matrice A est défini comme le rang de n’importe quel systeme linéaire de
matrice associée A. On le note rang(A).

Bien stir le rang est invariant par opérations élémentaires sur les lignes :

Appliquer une opération élémentaire ne change pas le rang d’une matrice.

On pourra alors calculer le rang en appliquant des opérations élémentaires jusqu’a
I'obtention d'une matrice échelonnée.

Proposition-Définition 19.

Une matrice est dite échelonnée si un systeme linéaire associée est échelonné, c’est a
dire si le nombre de zéros en début de ligne augmente strictement ligne apres ligne.

Le premier coefficient non nul sur chaque ligne d’une matrice échelonnée s’appelle un
piwot. Le rang de la matrice est égal au nombre de pivots.

Avec le théoreme 21, on a le résultat fondamental :

Théoreme 24.
Une matrice carrée d’ordre p est inversible si et seulement si son rang est égal a p.

Le calcul du rang permet donc de déterminer si une matrice carrée est inversible ou
non. Pour son calcul il s’avere qu’on peut aussi effectuer des opérations élémentaires
sur les colonnes.

Définition 20.

Une opération élémentaire sur les colonnes d’une matrices peut-étre :

o C; <> C; : échanger les colonnes i et j.

o C; — N.C; avec X\ € K* : multiplier la colonne i par le scalaire \.

o C; — C;+ p.Cj avec i + j et p e K : ajouter a la colonne i la colonne j multipliée
par le scalaire .

On admet pour l'instant le résultat suivant. Une preuve figure au Chapitre ” Appli-
cations linéaires”.

Propriété 25.
rang(*A) = rang(A)

Corollaire 26.
Appliquer des opérations élémentaires sur les colonnes d’une matrice ne change pas son
rang.

Démonstration. Appliquer une opération élémentaire sur les colonnes d’une matrice
revient a appliquer les opérations analogues sur les lignes de sa transposée avant de
prendre la transposée de la matrice obtenue. Puisque le rang de A et de sa transposée
sont égaux, et qu'une opération sur les lignes ne change pas le rang, on ne change pas
le rang de A.

39



BCPST1 Les matrices Lycée Fénelon

40



