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Chapitre 13

Les polynômes
http://www.i2m.univ-amu.fr/perso/jean-philippe.preaux/

Dans tout le chapitre K désigne R ou C.

1. Polynômes, coefficients, degré

1.1. Définitions.

Définition 1.
Un polynôme à coefficients dans K est une application définie sur K et à valeurs dans
K pouvant s’écrire sous la forme :

@x P K, P pxq “ a0 ` a1x` a2x
2
` ¨ ¨ ¨ ` anx

n
“

n
ÿ

k“0

akx
k

où n P N et pakqkPrr0,nss est une famille d’éléments de K.

Définition 2.
En notant l’application identité de K sous la forme :

X : K ÝÑ K
x ÞÝÑ x

le polynôme P s’écrit aussi :

P “ a0 ` a1X ` a2X
2
` ¨ ¨ ¨ ` anX

n
“

n
ÿ

k“0

akX
k

Lorsque ak ­“ 0, akX
k est appelé monôme de degré k.

– Le polynôme identiquement nul, est noté OKrXs :

OKrXs : K ÝÑ K
x ÞÝÑ 0

Remarque. En particulier un polynôme P non nul est somme de monômes.

Définition 3. On note KrXs l’ensemble des polynômes à coefficients dans K.

Exemples.

‚ 1´X ` 2X2 P RrXs Ă CrXs.
‚ pi`Xqn P CrXs ;

pi `Xqn “
n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

i n´kXk

a pour coefficient de degré k : ak “
`

n
k

˘

ˆ i n´k, et pour degré n.

‚ exp : R ÝÑ R n’est pas un polynôme : en effet, pour un polynôme P :

P pxq “
n
ÿ

k“0

akx
k
ùñ lim

xÑ`8

P pxq

xn`1
“ 0
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BCPST1 Les polynômes Lycée Fénelon

or, @n P N, par croissance comparée :

lim
xÑ`8

exppxq

xn`1
“ `8

On a la propriété fondamentale :

Propriété fondamentale.
‚ Soit :

P “
n
ÿ

k“0

akX
k

Si P “ OKrXs, alors @k P rr0, nss, ak “ 0.

‚ Soient pn,mq P N2 et :

P “
n
ÿ

k“0

akX
k ; Q “

m
ÿ

k“0

bkX
k

avec an ­“ 0 et βm ­“ 0.
Si P “ Q alors n “ m et @k P rr0, nss, ak “ bk.

Démonstration.

‚ Si P “
n
ÿ

k“0

akX
k
“ OKrXs ; c’est à dire si @x P K, P pxq “ 0.

Montrons par récurrence sur n que @k P rr0, nss, ak “ 0.

(I) Si n “ 0, P pxq “ a0 “ 0 ùñ a0 “ 0.

(H) Supposons l’hypothèse vérifiée à un rang n P N. Soit :‘

P pxq “
n`1
ÿ

k“0

akx
k tel que @x P K, P pxq “ 0

Puisque R Ă K, en particulier @x P R, P pxq “ 0 ; or P est dérivable sur R à dérivée :

P 1pxq “

˜

a0 `
n`1
ÿ

k“1

akx
k

¸1

“

n`1
ÿ

k“1

ak ˆ k ˆ x
k´1

“

n
ÿ

k“0

ak`1 ˆ pk ` 1q ˆ xk “ 0

puisque P est constante sur R. En appliquant l’hypothèse de récurrence :

a1 “ 2a2 “ 3a3 “ ¨ ¨ ¨ “ pn` 1qan`1 “ 0

ùñ a1 “ a2 “ a3 “ ¨ ¨ ¨ “ an`1 “ 0

ùñ P pxq “ a0 “ 0

donc @k P rr0, n` 1ss, ak “ 0.

‚ Soit P “
n
ÿ

k“0

akX
k et Q “

m
ÿ

k“0

bkX
k, tels que @x P K, P pxq “ Qpxq.

– Si n ą m on complète les coefficients de Q par des zéros en posant @k P rrm ` 1, nss,
bk “ 0.

– Si n ă m on complète les coefficients de P par des zéros en posant @k P rrn ` 1,mss,
ak “ 0.
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Ainsi, en posant N “ maxpn,mq, P “ Q

ðñ @x P K,
N
ÿ

k“0

akx
k
“

N
ÿ

k“0

bkx
k

ðñ @x P K,
N
ÿ

k“0

akx
k
´

N
ÿ

k“0

bkx
k
“ 0

ðñ @x P K,
N
ÿ

k“0

pak ´ bkqx
k
“ 0

ðñ @k P rr1, N ss, ak ´ bk “ 0 d’après le point précédent

ainsi n “ m et @ k P rr0, nss, ak “ bk. �

Remarque. Ce résultat justifie la méthode d’identification appliquée aux polynômes
et permet de définir :

Définition 4.
Soit P P KrXs,

P “
n
ÿ

k“0

akX
k

– Si an ­“ 0, alors l’entier n est appelé degré du polynôme P et noté degpP q. Les sca-
laires a0, a1, . . . , an sont ses coefficients.
– Par convention le polynôme nul OKrXs a pour degré :

deg
`

OKrXs
˘

“ ´8

La propriété fondamentale se reformule alors :

Deux polynômes de KrXs sont égaux si et seulement si ils ont même degré et mêmes
coefficients.

Définition 5.
Pour tout n P N, on note KnrXs l’ensemble des polynômes à coefficients dans K de
degré au plus n.

Exemples.
‚ L’ensemble des polynômes constants et à coefficients dans K est K0rXs.

‚ OKrXs, 1´X `X2 et X3 sont des éléments de R3rXs.

Exercice 1. Déterminer tous les polynômes P P KrXs vérifiant :

@x P K, P pxq “ P p2xq
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2. Opérations sur les polynômes

2.1. Multiplication par un scalaire.

Proposition-Définition 6.
Soient P P KrXs et λ P K ; le polynôme λ.P est défini par :

si P “
n
ÿ

k“0

akX
k alors λ.P “

n
ÿ

k“0

pλ.akqX
k

De plus :

si λ ­“ 0, alors degpλ.P q “ degpP q

si λ “ 0, alors degpλ.P q “ ´8

Démonstration. Si degpP q “ ´8 alors P est nul, λ.P aussi, donc degpλ.P q “ ´8.
La conclusion est vérifiée.

Si degpP q “ n P N ; alors P “
n
ÿ

k“0

akX
k avec an ­“ 0.

Si λ “ 0 alors λ.P “ OKrXs donc degpλ.P q “ ´8.

Si λ ­“ 0 alors λ.P “
n
ÿ

k“0

pλ.akqX
k avec λ.an ­“ 0. Donc degpλ.P q “ n “ degpP q. �

2.2. Somme de polynômes.

Convention : on étend la relation d’ordre sur N à NY t´8u en posant :

@n P N,´8 ă n.

En particulier, @n P N :

maxp´8, nq “ n ; maxp´8,´8q “ ´8

Propriété 1.
Soient P et Q deux polynômes à coefficients dans K :
Leur somme P `Q est un polynôme et :

degpP `Qq ď maxpdegpP q, degpQqq

de plus si degpP q ­“ degpQq alors :

degpP `Qq “ maxpdegpP q, degpQqq

Exemple. Soient :

P “ 1`X `X2 ; Q “ 1´X ´X2 ; R “ ´X2
`X3

Alors :

P `Q “ 2 ; degpP `Qq “ 0

P `R “ 1`X `X3 ; degpP `Rq “ 3

Démonstration. Sans perte de généralité on peut supposer que degpP q ď degpQq.

‚ 1er cas : si P “ OKrXs alors :

P `Q “ Q ùñ degpP `Qq “ degpQq “ maxpdegpP q, degpQqq

donc la conclusion est vérifiée.
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‚ 2eme cas : si P et Q sont de degré ą ´8. Alors :
$

’

’

’

&

’

’

’

%

P “
n
ÿ

k“0

akX
k avec an ­“ 0 donc degpP q “ n

Q “
m
ÿ

k“0

bkX
k avec bm ­“ 0 donc degpQq “ m

avec n ď m.

‚ 1er sous-cas : si n ă m. Alors :

degpP `Qq “ m “ degpQq “ maxpdegpP q, degpQqq

‚ 2eme sous-cas : si n “ m. Alors :

P `Q “
n
ÿ

k“0

pak ` bkqX
k

et donc degpP `Qq ď n “ maxpdegpP q, degpQqq.

Dans les deux cas la conclusion est vérifiée. �

2.3. Produit de polynômes.

Convention. On étend l’addition de N à NY
 

´8u en posant :

´8` p´8q “ ´8

@n P N, ´8` n “ ´8

Propriété 2.
Le produit de 2 polynômes :

P “
n
ÿ

k“0

akX
k et Q “

m
ÿ

k“0

bkX
k

est le polynôme :

P ˆQ “
n`m
ÿ

k“0

ckX
k avec ck “

ÿ

i`j“k
0ďiďn
0ďjďm

ai ˆ bj

De plus :
degpP ˆQq “ degP ` degQ

Exemples.

‚ Le produit de P “ a0 ` a1X ` a2X
2 et Q “ b0 ` b1X ` b2X

2 ` b3X
3 est le polynôme

de degré 5 :

P ˆQ “ a0 ˆ b0 ` pa0 ˆ b1 ` a1 ˆ b0qX ` pa0 ˆ b2 ` a1 ˆ b1 ` a2 ˆ b0qX
2

` pa0b3 ` a1b2 ` a2b1qX
3
` pa1b3 ` a2b2qX

4
` a2b3X

5

‚ Développer p1`Xqp1` 2X ` 3X2q :

“ p1ˆ 1q ` p1ˆ 2` 1ˆ 1qX ` p1ˆ 3` 1ˆ 2qX2
` p1ˆ 3qX3

“ 1` 3X ` 5X2
` 3X3

Démonstration.

‚ 1er cas : si degpP q “ ´8 ou degpQq “ ´8. Alors

P ˆQ “ OKrXs ùñ degpP ˆQq “ ´8 “ degpP q ` degpQq

‚ 2eme cas : si P et Q sont ­“ OKrXs. Par récurrence forte sur degpP q ` degpQq :
5
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(I) Si degpP q ` degpQq “ 0.

Alors P “ a0 et Q “ b0 avec a0 ­“ 0 et b0 ­“ 0. Ainsi :

P ˆQ “ a0 ˆ b0 ­“ 0 ùñ degpP ˆQq “ 0 “ degpP q ` degpQq

et P ˆQ “ c0 avec :

c0 “
ÿ

i`j“0
0ďiď0
0ďjď0

ai ˆ bj “ a0 ˆ b0

(H) Soit pn,mq P N2 tels que n`m P N˚.

Supposons l’assertion vraie lorsque degpP q ` degpQq ă n`m, et soient :
$

’

’

’

&

’

’

’

%

P “
n
ÿ

k“0

akX
k avec an ­“ 0 donc degpP q “ n

Q “
m
ÿ

k“0

bkX
k avec bm ­“ 0 donc degpQq “ m

Alors :

P ˆQ “

˜

n´1
ÿ

k“0

akX
k
` anX

n

¸

ˆ

˜

m´1
ÿ

k“0

bkX
k
` bmX

m

¸

“

n´1
ÿ

k“0

akX
k
ˆ

m´1
ÿ

k“0

bkX
k
`

n´1
ÿ

k“0

akX
k
ˆ bmX

m
` anX

n
ˆ

m´1
ÿ

k“0

bkX
k
` anX

n
ˆ bmX

m

ùñ
pHRq

P ˆQ “
n`m´2
ÿ

k“0

¨

˚

˚

˝

ÿ

i`j“k
iăn
jăm

ai ˆ bj

˛

‹

‹

‚

Xk
`

n´1
ÿ

k“0

akbmX
k`m

`

m´1
ÿ

k“0

anbkX
n`k

` anbmX
n`m

Le monôme de plus haut degré est anbmX
n`m de degré n`m (car anbm ­“ 0). Donc :

degP ˆQ “ degP ` degQ

D’autre part :

P ˆQ “
n`m´2
ÿ

k“0

¨

˚

˚

˝

ÿ

i`j“k
iăn
jăm

ai ˆ bj

˛

‹

‹

‚

Xk
`

n`m´1
ÿ

k“m

¨

˚

˚

˝

ÿ

i`j“k
iăn
j“m

aibj

˛

‹

‹

‚

Xk

`

n`m´1
ÿ

k“n

¨

˚

˚

˝

ÿ

i`j“k
i“n
jăm

aibj

˛

‹

‹

‚

Xk
`

¨

˚

˚

˝

ÿ

i`j“n`m
i“n
j“m

aibj

˛

‹

‹

‚

Xn`m

“

n`m
ÿ

k“0

¨

˚

˚

˝

ÿ

i`j“k
iďn
jďm

aibj

˛

‹

‹

‚

Xk

Donc l’assertion reste vraie lorsque degpP q “ n et degpQq “ m. �

6



BCPST1 Les polynômes Lycée Fénelon

Exercice 2. Soit :

P “ 1` 2X ` 3X2 et Q “ a` bX ` cX2
` dX3

Donner le degré et les coefficients de P ˆQ :

2.4. Dérivation.

Définition 7.

Soit P “
n
ÿ

k“0

akX
k un polynôme de KrXs. Son polynôme dérivé est :

P 1 “
n
ÿ

k“1

kakX
k´1

P KrXs

Plus généralement, si k est un entier, P rks est le polynôme dérivée k-ième de P (avec
la convention P r0s “ P ).

Remarque. Les coefficients peuvent être complexes. Aussi on étend aux polynômes
complexes la notion de polynômes dérivés.

Toutes les propriétés sur le calcul des dérivées et primitives de polynômes demeurent
vraies, notamment :

pP `Qq1 “ P 1 `Q1 ; pP ˆQq1 “ P 1Q` PQ1, etc.

Propriété 3.
‚ Degré de la dérivée :

degpP q ě 1 ùñ degpP 1q “ degpP q ´ 1
degpP q ă 1 ùñ degpP 1q “ ´8

‚ Degré de la dérivée k-ième :

degpP q ě k ùñ degpP rksq “ degpP q ´ k
degpP q ă k ùñ degpP rksq “ ´8

Démonstration. On démontre successivement les deux points.

‚ (1) On considère deux cas :

– 1er cas : si degpP q ě 1 :

P “
n
ÿ

k“0

akX
k avec an ­“ 0 ùñ degpP q “ n ě 1

ùñ P 1 “
n
ÿ

k“1

kakX
k´1 avec nan ­“ 0 ùñ degpP 1q “ n´ 1

on a bien degpP 1q “ degpP q ´ 1.

– 2eme cas : si degpP q ă 1, alors P “ a0, donc P 1 “ OKrXs c’est à dire degpP 1q “ ´8.

‚ (2) Le deuxième point se montre par récurrence sur k en utilisant le premier.
7
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(I) Si k “ 0 : P r0s “ P a même degré que P et donc la conclusion est vraie :

degpP q ě 0 ùñ degpP r0sq “ degpP q ´ 0
degpP q ă 0 ùñ degpP r0sq “ ´8

(H) Supposons l’assertion vraie au rang k P N.
Par hypothèse de récurrence :

– Si degpP q ě k ` 1 ě k alors degpP rksq “ degpP q ´ k ě 1.

Donc d’après le premier point (1) :

deg
`

P rk`1s
˘

“ deg
´

P rks
1
¯

“ deg
`

P rks
˘

´ 1 “ degpP q ´ k ´ 1 “ degpP q ´ pk ` 1q

– Si degpP q ă k ` 1 alors :
$

’

’

&

’

’

%

degpP q “ k ùñ
HR

deg
`

P rks
˘

“ 0 ùñ
p1q

deg
`

P rk`1s
˘

“ ´8

ou

degpP q ă k ùñ
HR

deg
`

P rks
˘

“ ´8 ùñ
p1q

deg
`

P rk`1s
˘

“ ´8

Ainsi l’assertion reste vraie au rang k ` 1. �

Exemple. Soit n P N et k P rr0, nss. Déterminer le polynôme dérivée k-ième de
P “ pX ´ aqn.

P r0s “ P “ pX ´ aqn P r1s “ P 1 “ npX ´ aqn´1 P r2s “ P 2 “ npn´ 1qpX ´ aqn´2

Montrons par récurrence (finie) sur k P rr0, nss que :

P rks “
n!

pn´ kq!
pX ´ aqn´k

(I) Pour k “ 0 ; c’est vrai.

(H) Supposons que k ă n et :

P rks “
n!

pn´ kq!
pX ´ aqn´k

Alors :

P rk`1s “
`

P rks
˘1
“

n!

pn´ kq!
pn´ kqpX ´ aqn´k´1

Or k ă n ùñ n´ k ě 1 ùñ pn´ kq! “ pn´ kqpn´ k ´ 1q!, ainsi :

P rk`1s “
n!

pn´ k ´ 1q!
pX ´ aqn´k´1

Donc l’assertion reste vraie au rang pk ` 1q P rr0, nss.

En particulier @k P rr0, nss :

P rks “ k!

ˆ

n

k

˙

pX ´ aqn´k

Or si k ą n,
`

n
k

˘

“ 0 et P rks “ OKrXs. Ainsi, plus généralement :

P “ pX ´ aqn ùñ @k P N, P rks “ k!ˆ

ˆ

n

k

˙

ˆ pX ´ aqn´k

8
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3. Racines d’un polynôme

3.1. Racine.

Définition 8.
Un scalaire α P K est une racine de P P KrXs si P pαq “ 0.

Remarque. Un polynôme de RrXs peut n’avoir aucune racine (réelle) ;
exemples : X2 ` 1, X4 ` 1, X2 `X ` 1.

Par contre, lorsque son degré est impair il aura forcément au moins une racine (réelle) ;
cela découle du théorème de valeurs intermédiaires, puisque tout polynôme est continu,
et que pour un polynôme P de degré impair, lim

xÑ˘8
P pxq “ ˘8 ou ¯8.

Fait. Dans RrXs un polynôme de degré impair admet toujours au moins une racine
réelle.

Propriété 4.
Le scalaire α est une racine de P P KrXs si et seulement si pX ´ αq divise P , c’est à
dire ssi il existe Q P KrXs tel que :

P “ pX ´ αq ˆQ

De plus ce polynôme Q est unique.

Démonstration. Le sens réciproque est immédiat car si P “ pX ´ αq ˆ Q alors
P pαq “ 0. L’unicité de Q découlera alors du sens direct.

Soit α une racine de P ; montrons qu’il existe un uniqueQ P KrXs tel que P “ pX´αqQ.
Si degpP q “ ´8, c’est à dire P “ OKrXs ; la conclusion est immédiate en prenant
Q “ OKrXs, et l’unicité découle de la propriété 2 car nécessairement degpQq “ ´8.

Aussi supposons dans la suite que P ­“ OKrXs, c’est à dire que degpP q P N. Alors,
nécessairement degpP q P N˚ car autrement P pαq “ a0 ­“ 0.

D’après le propriété 2, si Q existe nécessairement degpQq “ degpP q ´ 1.

Soit n “ degpP q P N˚ et P “
n
ÿ

k“0

akX
k. Montrons l’existence de Q “

n´1
ÿ

k“0

bkX
k tel que :

P “ pX ´ αqQ

Or pX ´ αq ˆQ “ pX ´ αq ˆ
n´1
ÿ

k“0

bkX
k

“

n´1
ÿ

k“0

bkX
k`1

´

n´1
ÿ

k“0

αbkX
k

“

n
ÿ

k“1

bk´1X
k
´

n´1
ÿ

k“0

αbkX
k

“ ´αb0 `
n´1
ÿ

k“1

pbk´1 ´ αbkqX
k
` bn´1X

n

et P “ a0 `
n´1
ÿ

k“1

akX
k
` anX

n

9
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Ainsi P “ pX ´ αqQ si et seulement si il existe des scalaires pb0, b1, . . . , bn´1q P Kn

solutions du système linéaire :

pSq

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

´αb0 “ a0 L0

b0 ´αb1 “ a1 L1

b1 ´αb2 “ a2 L2

. . .
...

bn´2 ´αbn´1 “ an´1 Ln´1
bn´1 “ an Ln

Pour se ramener à un système réduit, on applique l’opération élémentaire :

L0 Ð L0 `

n
ÿ

k“1

αkLk

C’est à dire :

L0 Ð L0 ` αL1 ; L0 devient : ´ α2b1 “ a0 ` a1α

L0 Ð L0 ` α
2L2 ; L0 devient : ´ α3b2 “ a0 ` a1α ` a2α

2

L0 Ð L0 ` α
3L3 ; L0 devient : ´ α4b3 “ a0 ` a1α ` a2α

2
` a3α

3

...

L0 Ð L0 ` α
mLm ; L0 devient : ´ αm`1bm “

m
ÿ

k“0

akα
k

...

L0 Ð L0 ` α
n´1Ln´1 ; L0 devient : ´ αnbn´1 “

n´1
ÿ

k“0

akα
k

L0 Ð L0 ` α
nLn ; L0 devient : 0 “

n
ÿ

k“0

akα
k
“ P pαq

Pour obtenir le système trapézöıdal d’inconnue pb0, b1, . . . , bn´1q :

pSq ðñ

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

0 “ P pαq L0

b0 ´αb1 “ a1 L1

b1 ´αb2 “ a2 L2

. . .
...

bn´2 ´αbn´1 “ an´1 Ln´1
bn´1 “ an Ln

et puisque P pαq “ 0 par hypothèse, le système est compatible et admet une solution
unique. Ainsi il existe un unique polynôme Q tel que P “ pX ´ αq ˆQ. �

Exercice 3. Soit P “ 1`mX `mX2 `X3.
a) Déterminer une racine évidente de P .

b) En déduire une factorisation de P .

10
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Corollaire 5.
Des scalaires α1, α2, . . . , αp 2 à 2 distincts sont racines de P P KrXs si et seulement si
DQ P KrXs tel que :

P “ pX ´ α1qpX ´ α2q ¨ ¨ ¨ pX ´ αpqQ
En particulier le nombre de racines distinctes d’un polynôme P ­“ OKrXs est inférieur
ou égal à son degré.

3.2. Ordre de multiplicité d’une racine.

Définition 9.
Soient P P KrXsr

 

OKrXs
(

et α une racine de P . L’ordre de multiplicité de la racine α
est le plus grand entier m P N˚ tel que pX ´αqm divise P , i.e. tel qu’il existe Q P KrXs
avec P “ pX ´ αqmQ.
‚ Si m “ 1, on dit que α est une racine simple de P .

‚ Si m “ 2, on dit que α est une racine double de P .
‚ Si m ě 2, on dit que α est une racine multiple de P .

Remarque.

‚ En corollaire de la propriété 2, l’ordre de multiplicité d’une racine de P ­“ OKrXs est
un entier inférieur ou égal au degré de P .

‚ Ainsi si P P KnrXs a strictement plus de n racines distinctes, nécessairement P “

OKrXs.

Exemple. Un polynôme de degré 2 dans RrXs (ou dans CrXs) admet une racine double
si et seulement si son discriminant ∆ est nul.

On a la caractérisation suivante de l’ordre de multiplicité d’une racine :

Propriété 6.
Un scalaire α P K est une racine d’ordre de multiplicité m du polynôme P si et seulement
si il existe Q P KrXs tel que :

P “ pX ´ αqmQ

et Qpαq ­“ 0.

Démonstration. On montre deux implications.�� ��ñ Par l’absurde : Soit α une racine de P de d’ordre de multiplicité m. Par définition
il existe Q P KrXs tel que P “ pX ´ αqmQ. Supposons que Qpαq “ 0. Alors d’après la
propriété 4, il existe R P KrXs tel que Q “ pX ´ αqR. Mais alors P “ pX ´ αqm`1R,

11
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ce qui contredit le fait que α ait pour ordre de multiplicité m.�� ��ð Par l’absurde ; supposons que P “ pX ´ αqmQ avec Qpαq ­“ 0 et que α soit une
racine de P avec pour ordre de multiplicité n ­“ m. Par définition, nécessairement
n ą m, disons n “ m` p pour un certain p P N˚. Ainsi :

DR P KrXs, P “ pX ´ αqm`p ˆR “ pX ´ αqm ˆQ

Montrons que pX ´ αqpR “ Q. Soit x P Kr tαu, alors :

P pxq “ px´ αqm`p ˆRpxq “ px´ αqm ˆQpxq

ùñ
px´αqm ­“0

px´ αqp ˆRpxq “ Qpxq

et donc :
@x P Kr tαu, px´ αqpRpxq ´Qpxq “ 0

Ainsi le polynôme pX ´ αqpR ´ Q a une infinité de racines distinctes, c’est donc le
polynôme nul. On en déduit :

pX ´ αqpR ´Q “ OKrXs ùñ pX ´ αqpR “ Q ùñ Qpαq “ pα ´ αqp
looomooon

“0

Rpαq “ 0

ce qui est contradictoire puisqu’on a supposé que Qpαq ­“ 0. �

Exercice 4. Déterminer les racines ainsi que leur ordre de multiplicité pour le po-
lynôme :

P “ X3
´ 3X ` 2

et en déduire la factorisation de P dans RrXs.
(Indication : chercher d’abord une racine évidente.)

L’ordre de multiplicité d’une racine se caractérise aussi à l’aide des polynômes dérivés.
C’est un résultat important.

Propriété 7.
Soit P P KrXs ; un scalaire α P K est racine de P d’ordre de multiplicité m ą 1 si et
seulement si :

α est racine de P , et
α est racine d’ordre de multiplicité pm´ 1q de P 1

Démonstration. Soit α une racine de P d’ordre de multiplicitéą 1 ; alors par définition
il existe m ą 1 et Q P KrXs tel que :

P “ pX ´ αqmQ
12



BCPST1 Les polynômes Lycée Fénelon

Dérivons P à l’aide de la formule de dérivation d’un produit :

P 1 “ pX ´ αqmQ1 `mpX ´ αqm´1Q

“ pX ´ αqm´1 ppX ´ αqQ1 `mQq

“ pX ´ αqm´1 ˆR

avec R P KrXs. Ainsi α est aussi racine de P 1 et de plus :

Rpαq ­“ 0 ðñ pα ´ αqQ1pαq
loooooomoooooon

“0

`mQpαq ­“ 0

ðñ Qpαq ­“ 0

D’après la propriété 6, α racine de P a pour ordre de multiplicité m ą 1 si et seulement
si α est aussi racine du polynôme dérivé P 1 avec pour ordre de multiplicité pm´ 1q .�

Corollaire 8.
Soit P P KrXs ; un scalaire α P K est racine multiple de P si set seulement si :

P pαq “ P 1pαq “ 0.

On peut établir un résultat plus précis :

Propriété 9.
Soit P P KrXs ; un scalaire α P K est une racine de P d’ordre de multiplicité m ě 1 si
et seulement si :

@k P rr0,m´ 1ss, P rkspαq “ 0
et P rmspαq ­“ 0

Démonstration. Par récurrence sur m ě 1.

(I) Si m “ 1. D’après la propriété 6 :

P “ pX ´ αqQ avec Qpαq ­“ 0

ùñ P 1 “ pX ´ αqQ1 `Q

ùñ P 1pαq “ pα ´ αq
loomoon

“0

Q1pαq ` Qpαq
loomoon

­“0

­“ 0

Ainsi l’assertion est vérifiée au rang 1.

(H) Supposons l’assertion vraie au rang m ě 1. Supposons que α soit une racine de P
d’ordre de multiplicité pm` 1q.

D’après la propriété 7, si et seulement si α est racine de P ainsi que racine de P 1 avec
pour ordre de multiplicité m. Donc par hypothèse de récurrence si et seulement si :

P pαq “ 0 et @k P rr0,m´ 1ss, P 1
rks
pαq “ 0

et P 1
rms
pαq ­“ 0

ðñ P pαq “ 0 et @k P rr0,m´ 1ss, P rk`1spαq “ 0

et P rm`1spαq ­“ 0

ðñ P pαq “ 0 et @k P rr1,mss, P rkspαq “ 0

et P rm`1spαq ­“ 0
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ðñ @k P rr0,mss, P rkspαq “ 0

et P rm`1spαq ­“ 0

L’assertion reste donc vraie au rang m` 1. �

Exercice 5. Retrouver les ordres de multiplicité des racines de P “ X3 ´ 3X ` 2
obtenues à l’exercice précédent en appliquant ce résultat.

Corollaire 10.
Un polynôme P est divisible (ou factorisable) par pX´αqm si et seulement si pour tout
k P rr0,m´ 1ss, P rkspαq “ 0.
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