Chapitre 13
Les polynomes

http://www.i2m.univ-amu.fr/perso/jean-philippe.preaux/

Dans tout le chapitre K désigne R ou C.

1. POLYNOMES, COEFFICIENTS, DEGRE
1.1. Définitions.

Définition 1.

Un polynome a coefficients dans K est une application définie sur K et a valeurs dans
K pouvant s’écrire sous la forme :

n
VzeK, P(z) = ag + a1z + agx® + - - + apz™ = Zakxk
k=0

ouneN et (ak)ke[[o,n]] est une famille d’éléments de K.

Définition 2.
En notant lapplication identité de K sous la forme :

X:K — K

r —
le polynome P s’écrit aussi :

n
P=a0+a1X—|—a2X2+---+anX"=Zaka
k=0

Lorsque ay, £ 0, a, X* est appelé monéme de degré k.

— Le polynome identiquement nul, est noté Og(x] -

OK[X] K — K

z — 0

Remarque. En particulier un polynéome P non nul est somme de monomes.

Définition 3. On note K[X] l'ensemble des polynomes a coefficients dans K.

Exemples.
el - X +2X%?eR[X] < C[X].
e (i + X)"eC[X];

a pour coefficient de degré k : a; = (Z) X

e exp : R — R n’est pas un polynome : en effet, pour un polynome P :

< P
P(x) = Z apz® = lim (z)
k=0

% et pour degré n.

=0

Z—+0 LL’”+1
1
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or, Yn € N, par croissance comparée :

. exp(z)
ml—l>r—ir-loo ntl =t
On a la propriété fondamentale :
Propriété fondamentale.
o Soit : .
P=> aqX*
k=0
Si P = Ok[x], alors Yk € [[0,n], ar = 0.
e Soient (n,m) e N? et :
P=>axt ;  Q=>uX*
k=0 k=0

avec a, £ 0 et 3,, 0.
Si P =@ alorsn =m et Yk € [0,n]], ar = by.

Démonstration.

eSi P — Z apXF = Ok[x]; c'est a dire si Vo € K, P(x) = 0.
k=0

Montrons par récurrence sur n que Yk € [0, n]], ar = 0.
(I)Sin=0, P(r) =ay=0 = ap = 0.

(H) Supposons I'hypothese vérifiée a un rang n € N. Soit :*
n+1
P(z) = 2 apz®  tel que Vo e K, P(x) =0
k=0
Puisque R < K, en particulier Yz € R, P(z) = 0; or P est dérivable sur R a dérivée :

n+1 ! n+1 n
P'(z) = <a0+2akxk) = Zak x kx oFt = Zakﬂ x (k+1)xzF =0
k=1

k=1 k=0
puisque P est constante sur R. En appliquant I’hypothese de récurrence :
a; =2as =3az3=---=(n+1)a,1 =0
= a;=a=0a3=""=dpy1 =0

:>P(.CC):CLO:0
donc Vk € [0,n + 1], ax = 0.

e Soit P = Z ar X et Q = Z b X", tels que Vz e K, P(z) = Q(x).
k=0 k=0

— Si n > m on complete les coefficients de @ par des zéros en posant Vk € [m + 1,n],
b, = 0.

— Si n < m on complete les coefficients de P par des zéros en posant Vk € [n + 1, m],
ap = 0.
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Ainsi, en posant N = max(n,m), P = @

N N
— Vr e K, Z apr® = Z bpa®
k=0 k=0

N N
— Vr e K, Zakxk—Zbkxk=O
k=0 k=0

N
= Vr ek, Z(ak — )t =0

k=0
<= Vke[l,N], ap —br =0 d’apres le point précédent
ainsi n = m et Yk € [[0,n]], ar = bg. [

Remarque. Ce résultat justifie la méthode d’identification appliquée aux polynomes
et permet de définir :

La propriété fondamentale se reformule alors :

Exemples.
e L’ensemble des polynomes constants et a coefficients dans K est Ko[X].
e Okrx), 1 — X + X? et X? sont des éléments de Rs[X].
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2. OPERATIONS SUR LES POLYNOMES

2.1. Multiplication par un scalaire.

Proposition-Définition 6.
Soient P € K[X] et A € K ; le polynome \.P est défini par :
st P= Z arX® alors A\.P = Z (\.az) X*
k=0 k=0
De plus :
si A £ 0, alors deg(\.P) = deg(P)
si A =0, alors deg(A\.P) = —©

Démonstration. Si deg(P) = —oo alors P est nul, A\.P aussi, donc deg(\.P) = —o0.
La conclusion est vérifiée.

Si deg(P) =n e Nj alors P = Z ap X" avec a, + 0.
k=0
Si A = 0 alors \.P = Og[x] donc deg(\.P) = —o0.

n

SiA+0alors \.P = Z()\.&k)Xk avec A.a, ¥ 0. Donc deg(A.P) = n = deg(P). |
k=0

2.2. Somme de polynémes.

Convention : on étend la relation d’ordre sur N a N U {—o0} en posant :
VneN, -0 < n.
En particulier, Vn e N :

max(—oo,n) =n ; max(—00, —00) = —0

Propriété 1.
Soient P et Q) deux polynomes a coefficients dans K :
Leur somme P + @) est un polynome et :

deg(P + Q) < max(deg(P), deg(Q))
de plus si deg(P) + deg(Q) alors :

deg(P + @) = max(deg(P), deg(Q))

Exemple. Soient :

P=1+X+X* Q=1-X-Xx* R=-X*+X3
Alors :
P+Q=2 : deg(P+Q) =0
P+R=1+X+X* deg(P + R) =3

Démonstration. Sans perte de généralité on peut supposer que deg(P) < deg(Q).
e 1° cas : si P = Og[x) alors :
P+Q=0Q = deg(P + Q) = deg(Q) = max(deg(P), deg(Q))

donc la conclusion est vérifiée.

4
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e 2°M¢ cas : si P et (Q sont de degré > —oo. Alors :

pP= Z axX"® avec a, + 0 donc deg(P) = n
avec n < m.

k=0
Q=) bX* avec by, + 0 donc deg(Q) = m
k=0

e 1°f sous-cas : si m < m. Alors :

deg(P + Q) = m = deg(Q) = max(deg(P), deg(Q))

e 2°™M¢ gous-cas : sin = m. Alors :
P+Q =) (ax+by) X"
k=0

et donc deg(P + Q) < n = max(deg(P), deg(Q)).
Dans les deux cas la conclusion est vérifiée. [ |

2.3. Produit de polynomes.
Convention. On étend 'addition de N a N U { — o0} en posant :
— o0+ (—®) = —®
VneN, —ow+4+n=-o

Propriété 2.
Le produit de 2 polynomes :

P=Zaka et Q=2kak
k=0 k=0
est le polynome :

n+m
PxQchka avec ckzZaixbj
k=0 i+j=k
0<i<n
osjsm
De plus :
deg(P x Q) = deg P + deg @
Exemples.

e Le produit de P = ag + a1 X + asX? et Q = by + b1 X + b, X? + b3 X? est le polynome
de degré 5 :

P xQ=agxby+ (agx by +a; xbo)X + (ag x by + ay x by + as x by) X*>
+ (aghs + aiby + agh)) X? + (a1bs + agbo) X* + agbs X°
e Développer (1 + X)(1 42X + 3X?) :
—(IxD4+Ix2+1x D)X +(1x34+1x2)X>+ (1 x3)X>=1+3X+5X?+3X3

Démonstration.
e 1°" cas : si deg(P) = —o0 ou deg(Q) = —oo. Alors
P x Q= Ogpx; = deg(P x Q) = —o0 = deg(P) + deg(Q)

e 2°7¢ cas : si P et @ sont + Ogx]. Par récurrence forte sur deg(P) + deg(Q) :
5



BCPST1 Les polynomes Lycée Fénelon
(I) Si deg(P) + deg(Q) = 0.

Alors P = ag et (Q = by avec ag #+ 0 et by 0. Ainsi :
PxQ=uagxby#+0 = deg(P x Q) =0=deg(P) + deg(Q)
et P x @ = ¢y avec :
co = 2 a; X bj = ag x by

i+5=0
0<i<0
0<5<0

(H) Soit (n,m) € N? tels que n + m € N*,

Supposons 'assertion vraie lorsque deg(P) + deg(Q) < n + m, et soient :

P = Z a, X avec a, + 0 donc deg(P) =n

k=0
Q = 2 brX® avec b, + 0 donc deg(Q) = m
k=0

Alors :
n—1 m—1
PxQ= ( apX® + anX”> X <Z b XF + mem>
k=0 k=0
n—1 m—1 n—1 m—1
= Y g X" x Z b XF 4 Z apX* x b, X"+ a, X" x Z b X5+ a, X" x b, X"
k=0 k=0 k=0 k=0
n+m—2 n—1 m—1
= P Q- Mol D) axby | XF 4+ Y aphn X+ D @b X 4 ab, X
k=0 i+j=k k=0 k=0

i<n
j<m

Le monome de plus haut degré est a,b,, X"*™ de degré n + m (car a,b,, % 0). Donc :
deg P x () = deg P + deg Q)
D’autre part :

n+m—2 n+m—1
PXQ: Z Zaiij Xk—l— Z Zaibj X
k=0 | i+i=k k=m | iti=k
j<m j=m
n+m—1
+ Z Z CLibj Xk + Z aibj Xn+m
k=n itj=k i+j=n+m
i=n i=n
j<m j=m
n+m
Y5 |
k=0 | iti=k
i<n
j<m
Donc 'assertion reste vraie lorsque deg(P) = n et deg(Q) = m. |
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Exercice 2. Soit :
P=1+2X+3X?2 e Q=a+bX+cX?+dX3
Donner le degré et les coefficients de P x @) :

2.4. Dérivation.

Définition 7.

Soit P = Z arX"® un polynéme de K[X]. Son polynéme dérivé est :
k=0

P'= > kap X" e K[X]
ls=1l

Plus généralement, si k est un entier, P! est le polynéme dérivée k-iéme de P (avec
la convention Pl = P).

Remarque. Les coefficients peuvent étre complexes. Aussi on étend aux polynomes
complexes la notion de polynomes dérivés.

Toutes les propriétés sur le calcul des dérivées et primitives de polynomes demeurent
vraies, notamment :

(P+Q) =P +Q : (PxQ) =PQ+ PQ, etc.

Propriété 3.

o Degré de la dérivée :
deg(P) > 1
deg(P) < 1

e Degré de la dérivée k-ieme :
deg(P) = k = deg(P") = deg(P) —k
deg(P) <k == deg(P") = -0

——1
—1

Démonstration. On démontre successivement les deux points.
e (1) On considere deux cas :

—1°" cas : si deg(P) > 1:

P=Zaka avec a, £ 0 = deg(P)=n>1
k=0

= P’ = 2 kap X' avec na, £ 0 = deg(P') =n —1
k=1
on a bien deg(P’) = deg(P) — 1.

—2°M¢ cas : si deg(P) < 1, alors P = ag, donc P’ = Okg[x c’est a dire deg(P’) = —c0.

e (2) Le deuxiéme point se montre par récurrence sur k en utilisant le premier.

7
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(I) Si k=0 : P% = P a méme degré que P et donc la conclusion est vraie :
deg(P) >0 = deg(Pl%) =deg(P) -0
deg(P) <0 = deg(Pl%) = 0

(H) Supposons l'assertion vraie au rang k € N.

Par hypothese de récurrence :

— Si deg(P) = k + 1> k alors deg(P*) = deg(P) — k > 1.

Donc d’apres le premier point (1) :

deg (P+1) = deg (PW> — deg (PM) — 1 = deg(P) — k — 1 = deg(P) — (k + 1)
— Sideg(P) < k+ 1 alors :

= k] — [k+1]) — _
deg(P) =k — deg (P*) =0 T deg (PlF+1) 0
ou

deg(P) < k — deg (PIM) = —c0 T deg (PlF+1) = —0

Ainsi 'assertion reste vraie au rang k + 1. |

Exemple. Soit n € N et k£ € [[0,n]. Déterminer le polynome dérivée k-ieme de
P=(X—-a)

POU—pP=(X-q" Pl=P=pX-a)"' PH=P =nn-1)(X-a)"?>
Montrons par récurrence (finie) sur k € [0, n] que :

(X —a)""

(I) Pour k = 0; c’est vrai.
(H) Supposons que k < n et :

Alors :

PR = (PM) = i (= B —ay

Ork<n = n—-k=21 = (n—k)!=Mn-Fk)(n—Fk—1)!, ainsi :
n!
S ' n—k—1
o EoD Y
Donc I'assertion reste vraie au rang (k + 1) € [0, n]].
En particulier Vk € [0, n] :

P[k+1]

P = kI (Z) (X — a)"*

Orsi k > n, (Z) =0et P = Ok[x]- Ainsi, plus généralement :

P=(X—-a)" — VkeN, PF—Elx (Z) x (X —a)""
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3. RACINES D’UN POLYNOME

3.1. Racine.

Définition 8.
Un scalaire o € K est une racine de P € K[ X] si P(«) = 0.

Remarque. Un polynéme de R[X] peut n’avoir aucune racine (réelle) ;
exemples : X2 +1, X* +1, X2+ X + 1.

Par contre, lorsque son degré est impair il aura forcément au moins une racine (réelle) ;
cela découle du théoreme de valeurs intermédiaires, puisque tout polynome est continu,
et que pour un polynome P de degré impair, :81_13100 P(z) = o0 ou Foo.

Fait. Dans R[X] un polynome de degré impair admet toujours au moins une racine
réelle.

Propriété 4.
Le scalaire o est une racine de P € K[X] si et seulement si (X — «) divise P, c’est a
dire ssi il existe Q € K[X] tel que :

P=(X—-a)xQ
De plus ce polynome @) est unique.

Démonstration. Le sens réciproque est immédiat car si P = (X — «) x @Q alors
P(a) = 0. L'unicité de @ découlera alors du sens direct.

Soit v une racine de P ; montrons qu'il existe un unique @ € K[X] tel que P = (X —«)Q.
Si deg(P) = —oo, cest a dire P = Ogx); la conclusion est immédiate en prenant
Q = Ok[x), et I'unicité découle de la propriété 2 car nécessairement deg(Q) = —oo.
Aussi supposons dans la suite que P + Ogpxj, c’est a dire que deg(P) € N. Alors,
nécessairement deg(P) € N* car autrement P(«) = ag % 0.

D’apres le propriété 2, si ) existe nécessairement deg(Q) = deg(P) — 1.

n n—1
Soit n = deg(P) e N* et P = Z ax X". Montrons I'existence de Q = Z b X" tel que :
k=0 k=0
P=(X-a)Q
n—1
Or (X —a) xQ = (X —a) x Y b X"
k=0
n—1 n—1
= Z kak+1 — Z Oékak
k=0 k=0
n n—1
= D> b XF = ) ab X"
k=1 k=0
n—1
= —aby+ Y. (beoy — abp) X* + b X7
k=1
n—1
et P=ay+ Z a X+ a, X"
k=1

9
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Ainsi P = (X — a)Q si et seulement si il existe des scalaires (bg,bq,...,b,_1) € K"
solutions du systeme linéaire :

( —Ofb() = dyg LO
b() —O./bl =a; Ll
b1 —Oébg = a2 LZ
(5) 4
bn72 —Oébn,1 = ’anfl Lnfl
\ bnfl = Qp Ln

Pour se ramener a un systeme réduit, on applique 'opération élémentaire :

LO <« LO + ZOékLk

k=1
C’est a dire :
Lo — Lo+ al; ; Lgydevient: —a?b =ag+ aia
Ly — Lo+ a®Ly ; Ly devient : — by = ag + a1a + ax0®
Ly — Lo+ a’Ls ; Lgdevient: — atbs = ag + a1 + asa® + aza’
m
Ly — Ly+ a™L,, ; Lydevient: —a™p, = Z apa
k=0
n—1
Lo—Ly+a" 'L,y : Lydevient: —a"b, ;= Z apal
k=0

Lo <— Lo+ a"L, ; Lgdevient: 0= Z ara® = P(a)

k=0
Pour obtenir le systeme trapézoidal d’inconnue (bg, by, ..., b,_1) :
( 0 = P(Oé) LO
b() —Oébl =a Ll
by —ab =a L
(S) <= A ' ? ? ?
bn—2 *abn—l = 'an—l Ln—l
\ bnfl = Qp Ln

et puisque P(a) = 0 par hypothese, le systeme est compatible et admet une solution
unique. Ainsi il existe un unique polynéme @ tel que P = (X — a) x Q. |

Exercice 3. Soit P =1+ mX + mX? + X3.
a) Déterminer une racine évidente de P.
b) En déduire une factorisation de P.

10
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Corollaire 5.
Des scalaires oy, aa, . .., a, 2 a 2 distincts sont racines de P € K[X] si et seulement si
3Q € K[ X] tel que :

P=(X-a)(X—-ap) (X —)Q
En particulier le nombre de racines distinctes d’un polynome P # Og[x) est inférieur
ou €gal a son degré.

3.2. Ordre de multiplicité d’une racine.

Définition 9.

Soient P € K[X]\{Okx)} et o une racine de P. L’ordre de multiplicité de la racine o
est le plus grand entier m € N* tel que (X — )™ divise P, i.e. tel qu’il existe Q) € K[X]
avec P = (X — a)™Q.

e Sim =1, on dit que o est une racine simple de P.

e Sim =2, on dit que o est une racine double de P.
e Sim =2, on dit que o est une racine multiple de P.

Remarque.

e En corollaire de la propriété 2, 'ordre de multiplicité d’'une racine de P + Og[x) est
un entier inférieur ou égal au degré de P.

e Ainsi si P € K,[X] a strictement plus de n racines distinctes, nécessairement P =
OK[X]

Exemple. Un polynome de degré 2 dans R[.X ] (ou dans C[ X ]) admet une racine double
si et seulement si son discriminant A est nul.

On a la caractérisation suivante de l'ordre de multiplicité d’une racine :

Propriété 6.
Un scalaire o € K est une racine d’ordre de multiplicité m du polynome P si et seulement
si il existe Q € K[X] tel que :

P=(X—-a)"Q
et Q(a) £ 0.

Démonstration. On montre deux implications.

Par 'absurde : Soit o une racine de P de d’ordre de multiplicité m. Par définition

il existe @ € K[X] tel que P = (X — «)™Q. Supposons que Q(«) = 0. Alors d’apres la

propriété 4, il existe R € K[X] tel que Q = (X — a)R. Mais alors P = (X — )™ R,
11
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ce qui contredit le fait que « ait pour ordre de multiplicité m.

Par I’absurde ; supposons que P = (X — a)™Q avec Q(a) % 0 et que « soit une
racine de P avec pour ordre de multiplicité n + m. Par définition, nécessairement
n > m, disons n = m + p pour un certain p € N*. Ainsi :

IReK[X], P=(X —a)"™ x R= (X —a)" x Q
Montrons que (X — a)?R = Q. Soit z € K\ {a}, alors :
P(r) = (z =)™ x R(z) = (x — )™ x Q(x)

T a) < R@) = Q)

et donc :

Vee K\ {a}, (x —a)’R(z) — Q(x) =0
Ainsi le polynome (X — a)’?R — @ a une infinité de racines distinctes, c’est donc le
polynome nul. On en déduit :

(X—a)’) R-Q=0gx] = (X —a)’R=Q — Q(a)=(a—a)’ R(a) =0

ce qui est contradictoire puisqu’on a supposé que Q(«) * 0. ]

L’ordre de multiplicité d’une racine se caractérise aussi a l'aide des polynomes dérivés.
C’est un résultat important.

Démonstration. Soit @ une racine de P d’ordre de multiplicité > 1 ; alors par définition
il existe m > 1 et @ € K[X] tel que :

P=(X-a)"Q
12
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Dérivons P a l'aide de la formule de dérivation d’un produit :
P =(X—-a)"Q +m(X —a)"'Q
= (X = a)" (X - )@ + mQ)
=(X—a)"'xR
avec R € K[X]. Ainsi « est aussi racine de P’ et de plus :
R(a) 0 <= (o — a)Q'(a) +mQ(a) + 0
NI

=0

> Q(a) 0

D’apres la propriété 6, o racine de P a pour ordre de multiplicité m > 1 si et seulement
si av est aussi racine du polynome dérivé P avec pour ordre de multiplicité (m — 1) .l

Corollaire 8.
Soit P € K[X]; un scalaire o € K est racine multiple de P si set seulement si :

P(a) = P'(a) = 0.

On peut établir un résultat plus précis :

Propriété 9.
Soit P e K[X] un scalaire o € K est une racine de P d’ordre de multiplicité m >

et seulement st :
Vk e [0,m — 1], plk () 0
et P™(a) 0

1 s2

Démonstration. Par récurrence sur m > 1.
(I) Si m = 1. D’apres la propriété 6 :
P=(X—-a)Q avec Qo) #0
— P =(X-a)Q +Q
— P'(a) = (@ =) Q(a) + Qe) +0
y_v__J N——
=0 +0

Ainsi 'assertion est vérifiée au rang 1.

(H) Supposons l'assertion vraie au rang m > 1. Supposons que « soit une racine de P

d’ordre de multiplicité (m + 1).

D’apres la propriété 7, si et seulement si « est racine de P ainsi que racine de P’ avec

pour ordre de multiplicité m. Donc par hypothese de récurrence si et seulement si :

P(a) =0 et Vke[0,m—1], P(a)=0
et P'™(a) +0
«— P(a)=0 et Yke[[0,m—1], P¥*(a)=0
et PIm+l(a) £ 0
«— P(a) =0 et Yke[1,m], P*(a)=0
et PIm+l(a) £ 0

13
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— Vke [0,m], P¥(a)=0
et P™(q) +0

L’assertion reste donc vraie au rang m + 1. |




