Chapitre 16
Limites de fonctions

http://www.i2m.univ-amu.fr/perso/jean-philippe.preaux/

1. DEFINITIONS
1.1. Notations. Dans tout ce chapitre :
e D désigne un sous-ensemble de R,
e f: D — R est une application réelle,
e [ désigne un intervalle ouvert non-vide inclus dans D.
e 14 désigne un élément de I C D ou une borne réelle de I.

e q désigne un élément de I C D ou une borne finie ou infinie de I.
1.2. Limite finie d’une application réelle en +oo.

1.2.1. Limite finie en 4o00.

Définition 1.

Soit f: D — R une application avec D contenant un voisinage de +00
(i.e. 3a € R tel que |a; +oo[C D).

On dit que [ a pour limite le réel £ en +o0 si :

Ve>0,dJAeRVzeDr>A — |f(z)— | <el.

Dans ce cas on note : lir}rq f(z)=1] ou lJirmfzé ou|f(x) — €] ou f+—>£.
T—r+00 oo o

Remarques.

e Informellement : ”on peut faire approcher f(x) de ¢ autant qu’on veut en prenant x
suffisamment proche de +00.”

e La définition est la transcription pour une application définie au voisinage de +oo de
la définition de la limite finie d’une suite.

y = f(x)

SO = T ———
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FIGURE 1. Tllustration de lim f(x) = ¢; quelque soit I'écart ¢ > 0 il

r—r+00
existe un réel A tel que dés que x > A, f(x) est a distance au plus € de ¢.
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BCPST1 Limites de fonctions Lycée Fénelon

1
Exemple. Soit [ :x+— —; lim f = 0. En effet, soit £ > 0 quelconque :
T 00

1
‘0——‘<5<:> <e
X T

En se plagant sur R, voisinage de +o0 :

o | =

1
— 0<-<¢e <= 1>
x
o 1 .
Ainsi en posant A = —, quelque soit x € R* :
€

r> A = <e

Donc : Ve >0,3JA e R, Vz e R*, 2 > A = |f(z) — 0| <e.

1.2.2. Limite finie en —oo.

Définition 2.

Soit f: D — R une application avec D contenant un voisinage de —oo
(i.e. 3a € R tel que | — o0;a[C D).

On dit que [ a pour limite le réel £ en —o0 si :

Ve>0,JAcRVze D,z < A = |f(z) - ¢ <¢].

Dans ce cas on note : | lim f(z) =/¢|ou|lim f=/0|ou|f(x) — Llou|f — 1|
T——00 —o0 —00

Remarques.

e Informellement : ”"on peut faire approcher f(x) de ¢ autant qu’on veut en prenant x
suffisamment proche de —o0.”

e La définition est analogue a celle d'une limite finie en +oo, mais cette fois-ci au
voisinage de —oo.

1
Exemple. Soit f: z+—— —; lim f = 0. En effet, soit € > 0 quelconque :
r —oo

0— =
x

Le &
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BCPST1 Limites de fonctions Lycée Fénelon

FIGURE 2. Illustration de lim f(x) = ¢; quelque soit I'écart ¢ > 0 il

T—r—00
existe un réel A tel que des que x < A, f(x) est a distance au plus € de ¢.

En se plagant sur R* ;| voisinage de —oo :

1 1 1
— < —<e <= —r>- — < —-
—x € €
. 1 .
Ainsi en posant A = ——, quelque soit z € R* :
€
1
r<A = |—-|<e¢
x

Donc:Ve >0,FJA e R Vx e R e < A = |f(x) —0| < e.
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1.2.3. Limite finie par valeur supérieure/inférieure.

Définition 3.

e Si f a pour limite { en +oo, et si de plus il existe un réel A tel queVx > A, f(x) >4
alors ont dit que f tend vers £ en +oo par valeur supérieure, et on écrit :

lim f(z)=¢"|

T—+00

e Si f a pour limite ¢ en +oo, et si de plus il existe un réel A tel queVx > A, f(x) <L
alors ont dit que f tend vers £ en +oo par valeur inférieure, et on écrit :

lim f(x)=¢"|

T—r+00

e Si f a pour limite { en —oo, et si de plus il existe un réel A tel queVx < A, f(x) >4
alors ont dit que f tend vers £ en —oo par valeur supérieure, et on écrit :

lim f(z)=¢"|

T——00

e Si f a pour limite { en —oo, et si de plus il existe un réel A tel queVx < A, f(x) <L
alors ont dit que f tend vers ¢ en —oo par valeur inférieure, et on écrit :

lim f(x)=¢"|

T—r—00

Remarque.

En bref :

e f tend vers £ en +oo (resp. —oo) par valeur supérieure, si dans un voisinage de +oo
(resp. —00), f(x) reste supérieur ou égal a ¢,

e f tend vers ¢ en 400 (resp. —oo) par valeur inférieure, si dans un voisinage de +oo
(resp. —c0), f(z) reste inférieur ou égal a /.

Exemple. Des exemples plus haut découlent :

lim — =0"
r——+o0 I
1
en effet, rt >0 = — > 0.
x
lim —=0"
T——00 U
1
en effet, r <0 = — < 0.
x

1.2.4. Asymptaote horizontale.

Soit f : D — R et &} sa courbe représentative dans le plan muni d’un repere or-
thonormé.

Définition 4.
On dit que €; a pour asymptote horizontale la droite d’équation y = { au voisinage de
+oo (resp. —o0) si lim f(x) =€ (resp. lim f(z) =1¢).

T—>+00 T——00
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e Si liril f(z) = (* alors €; a pour asymptote y = ¢ et reste au dessus de son
T—r+00

asymptote au voisinage de +o0.

e Si liril f(z) = ¢ alors €; a pour asymptote y = ¢ et reste au dessous de son
T—r+00

asymptote au voisinage de +o0.

Et de méme au voisinage de —oo si lim f(z) =/¢* ou lim f(z)=/".
T——00 T—r—00

1 1
Exemple. Puisque lim — =0"et lim — =0 :
x——+oo I r——00 I

1
e La courbe de x — — a pour asymptote I’axe des abscisse y = 0 et reste au-dessus
x

de son asymptote au voisinage de +oo.

1
e La courbe de x — — a pour asymptote 1'axe des abscisse y = 0 et reste au-dessous
x

de son asymptote au voisinage de —oo.
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1.3. Limite d’une application réelle en z, € R.

1.3.1. Définition.
Soit f: D — R.

Définition 5. On dit que f a pour limite le réel ¢ en xg, si :
Ve>0,3a>0,Vz €D, |z —xo| Ka = |f(z)—{| <¢

On note alors : | lim f(z) =£|ou|lim f ={4|ou| f(x) — | ou|f —> C|.
T—T0 o) T—T0 xo

Remarque. Informellement : ”on peut faire approcher f(z) de ¢ autant qu’on veut en
prenant x suffisamment proche de xy.”
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FIGURE 3. Illustration de lim f(x) = ¢; pour chaque écart ¢ > 0, il

T—T0
existe un écart o > 0 tel que si x est a distance de z( inférieure a « alors
f(z) et a distance de f(z) inférieure a e.

Exemple. Soit : f : x —— 3z +2. Alors lirq f(x) = 5. En effet : soit € > 0 quelconque,
T—

alors :
f(z)—5|<e < |32 -3/ <e < 3r—1]<e « |z—1 gg
Ainsi il existe o, = % > 0 tel que :
lz -1 <. = [f(z) —5[<e¢
Remarques.
e D’apres la définition :
lim f(z) ={¢ <= lim(f(z) —¢) =0 < lim |f(x) —¢| =0.
T—T0 T—T0 T—T0
En effet :
Ve>0,3a >0,z —xp] <a = |[f(zx) — (| <e (i.e. le flx)=10)
T—T0
—Ve>0,Ja>0,lr—zo|<a = [(f(x) =€) -0/ <e (ie lim (f(z)—¥)=0)

T—T0

= Ve>0,3a>0,|z—zo| <a = ||f(z) -4 —0|<e (i.e. li_)m |f(z) — £ =0)
T—x0
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e En posant x =29+ h :

lim f(z) ={ <— ’lli_>r%f(a:0+h) = 0.

T—TQ

En effet :
Ve >0,3a>0,|z —xp] <a = |f(zx) — (| <e (i.e. lim f(z) =)
T—TQ

< Ve>0,3a>0,|h|<a = |f(zo+h)—{ <e (i.e.}llirr(l)f(xo%—h)zé)
—

e La valeur de f en xg doit étre égale a sa limite lorsqu’elles sont définies.

Si f est définie en xy € R et si lim f = ¢ € R alors f(zg) = /.
zo

En effet : Soit f définie en xg tel que lim,, f =¢ € R :
Ve >0,3a>0,Ve € D, |z —zo| <a = |f(z)—{| <e

Or pour = = x, | — zo| = 0 < a quelque soit a > 0.
Ainsi en appliquant la définition pour x = z, pour tout € > 0, |f(z
Si l'on avait f(zg) # ¢ alors notons |f(z¢) — €| = a > 0. Pour € =
donc :

Oa)—€| <e.
5 > 0 on aurait

a
= <= = 1<K
a |f<x0) €| ~N 2 a>0 1 ~N

N | —

C’est absurde. Donc nécessairement f(xzq) = /.

1.3.2. Limites a droite ou a gauche en x.

Définition 6. (Limite a droite en x)
Soit f: D — R ; on suppose qu’il existe h > 0 tel que |xg,xo + h[C D.
On dit que [ a pour limite a droite en xy le réel ¢ si :

Ve>0,da>0VzeD, 0<z—xy<a = |f(z)—( <¢

On note alors : lim+f(x):€ ou |lim f = £ ou f(x) — €] ou f—t

e
1’—):1]0 0 .'1)—}{1}0 QZO

Remarques.

e "Quelque soit 'écart € > 0, si z est suffisament proche de xy et © > xg, alors f(z) est
a distance au plus ¢ de £.”

e La valeur de f en xg n’est pas prise en compte dans la définition de la limite de f
a droite en xg.

e f a pour limite a droite ¢ en ¢ si et seulement si la restriction de f a D N]zg, +00]
a pour limite £ en xy.

Exemple. Soit :

-1 siz <0
1 six >0

o fia) = {
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e Alors lim+ f(x) =1; f apour limite a droite 1 en 0.
z—0

En effet, pour tout € > 0 et pour tout z > 0, [f(z) — 1| =1 -1 =0<e.

e Par contre f n’a pas 1 pour limite en 0.

Remarque. La valeur de f en xy n’est pas prise en compte dans la définition de la
limite de f a droite en xy. Elle I'est dans la définition de lim,, f.

Définition 7. (Limite a gauche en x)
Soit f: D — R ; supposons qu’il existe h > 0 tel que |xg — h,xo[C D. On dit que f a
pour limite a gauche le réel { en xq si :

Ve>0,da>0VxeD, —a<z—2<0 = |f(x) -4 <¢

On note alors : | lim f(x) =/|ou|limf={|ou|f(z) — | ou|f —{|

Remarque.

f a pour limite a gauche ¢ en z; si et seulement si la restriction de f & DN] — oo, xg
a pour limite £ en xy.

Exemple.

La fonction partie entiere a pour limite 0 a gauche en 1 : lim f(z) = 0.
T—1"

En effet, soit € > 0; en prenant o, = 1 alors :

—0.<2-1<0 = -1<2-1<0 = 0<2<1 = [z|]=0 = ||z] -0[=0<e.

1.3.3. Propriétés.
Soit f: D — R.

Propriété 1. Si xy appartient a 'intervalle I C D :
lim f(x)="¢
Tzl
lim f(z) =0 = q et
e lim f(x)=1¢
T—T

Démonstration. La propriété découle de |z — z9| < ¢ <= —e <z — 20 <&
Supposons lim f(x) = £; soit € > 0 quelconque.
Tr—T0

Il existe « > 0 tel que Vo € D, |z — 29| < a = |f(x) — (| < e.

8
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En particulier Ve € D, 0 <z -z < o = |z — 29| <a = |f(x) — (| <e.
Donc lim f(z) =¢.
:Eﬁxa—
EtVieD —a<zr—120<0 = |z —2¢| <a = |f(z)—{| <e.
Donc lim f(z) =¢.

x—}l’o

Remarque. Cette propriété peut s’utiliser pour montrer qu'un fonction n’a pas de
limite en xy dans le cas ou elle admet des limites a droite et a gauche en x différentes :

lim, f(z) # lim f(x).

$—>Jf0 x-}l‘o
Pour I'appliquer il faudra d’abord démontrer 'unicité de la limite (propriété 3).

Remarque. La réciproque est fausse ; par exemple soit :

+ y=f(z)

0 siz#0

f:IHf(‘”):{1 sixio

Alors lim f(z) = 1im+ f(x) = 0; par contre f n’a pas pour limite 0 en 0; en effet,
=T T

f(0)=1%#0.

La raison en est : pour que les limites a droite ou a gauche en x( soient égales a £, la
valeur de f(zp) n’a pas a étre égale a ¢, tandis qu’elle doit ’étre pour que la limite en
o soit £.

En rajoutant ’hypothese f(zg) = ¢, la réciproque devient vraie :

Propriété 2. Sous les mémes hypotheses :
xlgg() f(z) = f(xy) <= lim f(z)= lim+ f(z) = f(xo)

$—>.’Z§O $—>.’Z§O

Démonstration. On prouve deux implications :
Découle immédiatement de la propriété précédente avec £ = f(xg).

(&) Soit € > 0;

lim f(x)= f(zg) = Jo1 >0,0<z—20 <y = |f(x) — f(xg)] <€

z—z0t

lim f(z) = f(zo) = 3oz >0,—ap Sw =20 <0 = |f(2) = f(wo)| <&

Soit o = min(ay, ay) ; alors pour tout x € D :

O<zxz—2y <« O<x—x90< g
—

ou ou } = [f(z) = flzo)| <

—a<r—29<0 —ay < x—20<0
etz =zg = |f(z) = f(0)|
On en déduit que pour tout * € D,—a <z — 29 < a = |f(z) — f(zo)]
—a<r—1r)<a << |r—19 <a. Ainsi:
Ve>0,3da >0,Vz € D, |z — 2| <a = |f(x) — f(zo)| < ¢
donc zllgzlo f(z) = f(xo). |
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Remarque. Le méme argument montre que :

Si f n’est pas définie en x, alors :
lim f(z)=1¢
Tz
lim f(z) =0 <= <Qet
e lim f(z) =¢
TTy

Par exemple, pour montrer que lim 32£ 1 on montre séparément que 222 ui n’est
)
T—

0o r T

pas défini en 0) a des limites a droite et & gauche en 0 égales a 1.

Exercice 1. Montrer que la fonction partie entiere a une limite a droite et une limite
a gauche en tout point de R.
En quels point admet-elle une limite ?

Résolution.

10
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1.4. Limites infinies.

On rappelle que f : D C R est une application réelle, ou D contient un intervalle
ouvert non-vide, et a est soit un ¢élément de I soit une borne finie ou infinie de 7;
a € R=RU{+00, —00}.

1.4.1. Définition.

Définition 8. (Limite infinie)

On dit que [ a pour limite +00 en a lorsque :
e Sia=x5€R :

VE >0,3a>0,Vz € D,|z —x9| <a = f(z) > F

e Sia= -+ :

VE>0,JA€RVze€D,z>A — f(z)>E

e Sia=—00 :

VE>0,dJAeRVz e D, <A = f(x) 2 E

et l'on note :

lim f(z) = 4oo| ou |limf=+oco| etc.
T—a a

On dit que [ a pour limite —oo en a lorsque :
e Sia=x5€R :

VE >0,3a >0,V € D, |z — 29| <0« = f(z) < —FE

e Sia=-+00 :

VE>0,3JAeRVre D x> A = f(x) < —-FE
e Sia=—00:
VE>0,3JAeR,Vz € Do < A = f(z) < -F
et l'on note :
glcig(llf(x):—oo ou liénf:—oo ete.

Remarque. Lorsque a = xy € R, on définit de maniere analogue au cas d’une limite
finie, que f ait une limite infinie a droite ou a gauche en x :

On dit que f a pour limite +o0o a droite en z si :

VE>0,3a>0,Vre D,0<z—20<a = f(z)>F

On dit que f a pour limite —oo a droite en z si :

VE>0,3a>0,Vre D,0<z—x<a = f(r)<—F

On dit que f a pour limite 400 a gauche en xq si :

VE >0,3a>0,VzeD,—a<zr—20<0 = f(z) > FE

12
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On dit que f a pour limite —oo a gauche en xg si :

VE >0,3a>0,Vxe D, —a<zx—120<0 = f(z) < —F

Par un raisonnement analogue a celui de la preuve de la propriété 2, on a le résultat :

Notons L = +oo.

lim f(z) =1L
z—ad

lim f(x) = L <= [ n’est pas définie en z,, et < et

T—T0 o
lim f(x)=1L
T

Exemple. Soit :

R — R
1
r o— -
T

Alors lim+ f(z) = +o0|; en effet, soit £ > 0 quelconque; si x > 0 :
z—0

1

> E>0 <= 0<JJ<E

SN

1
Ainsi en posant ap = o) >0, alors Vx e R* 0 <z <ap = f(z) > FE.

D’ou la conclusion.

D’autre part | lim f(z) = —oo|; en effet, soit £ > 0 quelconque; si z < 0 :
z—0—

1 1
- <-FEF<(0 <= O>x2—§

8

1
Ainsi en posant ap = I >0, alors Vx e R*, —ap < <0 = f(z) < —F.

1.4.2. Interprétation graphique : asymptote verticale.

Définition 9. La courbe représentative de f : D — R admet pour asymptote verticale
la droite x = xg (avec o € R) si la limite de f en xq, a droite ou a gauche, est infinie.

Exemple.
La courbe de f(z) =

asymptote verticale la droite x = 1.
En effet (par exemple) lim+ f(z) = 400 :soit
z—1

E>0ectx>1

1
1 admet pour

1
>FE>0 < z—-1< =
z—1 v FE

donc en posant ag = z >0:

O<z—-1<ap = f(x) =2 F

13
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1.4.3. Asymptote oblique.

Définition 10. La courbe représentative de f : D — R admet pour asymptote oblique
la droite d’équation y = ax + b en o0 st :

lim f(z)— (ax +b) =0.

T—F00

Exemple.

La courbe de f(x) =

2+ 1

admet pour

a’/’ —
asymptote oblique la droite y = = + 1 en

+00.
En effet :
2 +1— (22— 1) 2
-1 T — 1 z—+o0 ¢

Q

puisque, soit € > 0 : ®

Soitz >1:0<

rz—1 €

En posant A. = 2 +1:
2
v A — —O‘ga /
r—1

fla)— (1) = T - — 0 e

2

Exercice 2. Montrer que la courbe de f(z) =

] admet pour asymptote oblique en

+o0 la droite d’équation y = 2z + 2.

Résolution.

1.5. Unicité de la limite.

Propriété 3. (Unicité de la limite)
Si f admet une limite en a € RU {400, —00}, cette limite est unique.

Démonstration. Par ’absurde : supposons que f admette deux limites différentes L,
et Ly en a.

Il y a 27 cas a considérer, selon que a, L et Ly soient réels, +00 ou —oo... On ne
montre qu’un cas, le plus délicat, tous les autres cas se traitent de maniere analogue.
On suppose que a, Ly et Ly sont tous trois réels.

Soit lim f(z) = Ly et lim f(z) = Lo.

T—ra
|Ly — Ly

En posant ¢ = > 0. Alors :

doy >0,Ve e D, |z —a|<a; = |f(x) — L] <e, et
dag >0,Vz €D, |z —a| <ay = |f(x) — Lo| <e.
14
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Posons av = min(ay, ay). Ainsi :

|z —al < |f(z) = Li[ < e
VeeD, |t —al|<a = (et = (et
[z —al < a [f(x) — Lo <€
[f(z) = L] <e [f(z) = Lo| <
L1—¢ L1 Li+e Ly—e¢ Lo Lo +e¢ f(x)

En appliquant I'inégalité triangulaire, pour tout x € D, si z est a distance de a au
plus « :

Ly — Ln| = |L2 = f(2) + f(x) = La] < |f(2) = La| + [ f(2) — L] <25=§\L2—L1|

1.T.

2
Et donc puisque Ly — Li| > 0:1 < 3 C’est absurde. Donc f ne peut pas admettre les
deux limites réelles Ly # L. [ |

15
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2. OPERATIONS ET LIMITES
On établit les résultats usuels sur les limites d’une somme f + g, d’'un produit f X g,
et d’un quotient % de deux applications f et g, en fonction des limites de f et g.

Dans toute cette partie, f et g désignent deux application réelles de D dans R, I un
intervalle ouvert non vide avec I C D, et a désigne une borne finie ou infinie de I ; ¢ et
¢ désignent deux réels.

Dans un tableau, IND désigne un cas indéterminé ; on ne peut rien conclure dans ce
cas sur la limite, ni son existence, ni sa valeur.

2.1. Somme.

Propriété 4.

Si f et g admettent une limite en a alors la limite de leur somme f + g en a s’obtient
a l'aide du tableau suivant :

lim f l l { | 400 | —00|+0

lim g 0 | 4o00|—c0| £ { | —o0

limf+g|l+0|+00| —00|+00|—00|IND

Démonstration. En guise d’exemple on établit le premier cas et le deuxieme cas avec
a =z € R; les autres cas se traitent de maniere analogue.

e A prouver :
limf=/letlimg=/¢ = lim(f+g)=0+/
xg X0 xo

. . e L €
Soit € > 0; appliquons la définition avec 3 >0:

Jay >0,Vz € D, |z —zo| K ar = [f(z) — (] <

DO N ™

Jag > 0,Vz € D, |z — 2¢] < g = |g(z) — V| <

Soit o = min(ay, as) ; alors
_ < _
V$€D,‘I—$0‘ <a = |$ x0| Sy — ’f(x) £|
|z — 20| < g
En appliquant I'inégalité triangulaire : Vo € D,
o= ml <o = [(f+9)a) — ((+ O] < 17(@) — ) +]g(w) — £] <2
Ainsi, pour tout € > 0, il existe o > 0 tel que :
lz— 20| <a = |(f+9)(x)—(+0)|<¢
Par définition, im(f +g) =€+ (.
z0
e A prouver :
limf=/etlimg=+o0c = lim(f + g) = +o0
o xo xo
16
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Soit £ > 0; posons F' = max(2F — ¢, 1) > 0. Par définition :
limf=¢ = 3Joy >0,Vz e D, |z —xo| <y = |f(x) (| <E
zo

limg =400 = Jay > 0,Vz € D, |z — 20| < g = g(z) > £’
zo

Soit o = min(ay, az) ; alors pour tout = € D :

2 — 20| <u :ﬁ{uw»—ﬂ<E fa)>(~E

g(x) > B :i{mm>2E—f

— <
‘ZL‘ ‘TO‘\a — {|LE‘—JIO|<C¥2

et donc en sommant les inégalités :
z—xo| <a = f(z)+g(x) 2l—-—FE+2E—(>F

Ainsi pour tout F > 0, il existe a > 0 tel que |x —x¢| < o = (f +g)(z) = E.
Par définition lim(f + g) = +o0. [
To

2.2. Produit.

Propriété 5.
Si f et g admettent une limite en a alors la limite de leur produit f X g en a s obtient
a l'arde du tableau suivant :

lim f ¢ [¢+£0]| 0 |+oo

lim g 4 +oo | o0 | o0

limf xg| ¢x¢ | oo | IND | £o0

ot les signes sont obtenus a l’aide de la regle des signes dans un produit.

Démonstration. Montrons par exemple la deuxieme, avec a = o € R, £ > 0 et
lim g = +o0.
xo

Soit £ > 0. Posons ¢ = g > 0. Par définition :

2F
Posons E; = A > (; par définition :

limg=+00 = Jay >0,Vz € D, |z —xo| S g = g(x) > E)
zo
2F
= g(z) 2 A
Posons o = min(ay, o). Alors Vo € D
f(z)
g(x)

> ¢ 2E
> 2B :>f(x)><g(x)2§><7>E

17
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Ainsi : VE > 0,3a > 0,Vz € D, |z — 29| <o = (f x g)(z) 2 E.

Par définition, lim(f x g) = +o0.
zo

2.3. Inverse.

Propriété 6.

1
f

limf ||[££0] O 0t 0~ | £o0
lim l 1 IND | +00 | —c0 0
a f /

est un élément ou un borne, alors [inverse + est définie sur I et la limite de
s’obtient a l'aide du tableau swivant :

Si f admet une limite en a et si f ne s’annule pas sur un intervalle ouvert I dont a

1
< en a
f

Démonstration. Prouvons par exemple la 3éme en a = +00; a montrer :

|
lim f = 0" lim = = +o00.
i f =07 = lim= = +oc

1
Soit £ > 0. Posons € = o > (. Par définition :

JA, eR Ve eD x> A — 0< f(z)<e

Par hypothese, f ne s’annule pas sur un intervalle de la forme Ay, +oo[. Posons

A = max(A;, Ay) ; alors :

VeeDie>2A = 0< f(x)<e=

AinsiVE >0,dJA e R,z > A —

1
Par définition lim — = +o0.
+o00 f

2.4. Quotient.

1

— 2> E.

f(z)

1
E

Propriété 7.

lim f l C#£0(L#0|L#0] 0 |+oo| ¢ |+

limg ||/ #0| 0F 0~ 0 0 0 | +oo|+oo

lim = ; d+oo | oo | IND |IND |IND | 0 |IND
a g

ot les signes sont obtenus a l'aide de la regle des signes dans un quotient.

Si f et g admettent une limite en a et si g ne s’annule pas sur un intervalle ouvert I
dont a est un élément ou un borne, alors le quotient § est définie sur I et sa limite en
a s’obtient a l'aide du tableau suivant :

Démonstration. Il suffit d’appliquer les propriétés 5 et 6 sur la limite du produit et

de l'inverse.

18
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Remarque. On peut alors appliquer ces résultats en partant de :

Démonstration. En effet : il suffit d’appliquer les définitions apres avoir remarqué
que :

Ve> 0,V e R |z —ao| <e = [f(x) —xo| <e = limz=ux

T—T0

VE>0,VxeR x> FE = f(x) > E = lim =400

T—>+400
VE>0,VzeR e < —F = f() < —E = lim z=—0
T——00
Ve >0,Vz € R,|g(z) —¢c|=0<e = li_r)nc=c

Résolution.
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3. LIMITE ET COMPOSITION

3.1. Limite de la composée de fonctions.

Théoreme 8. (Limite d’une composée)

Soient :

—a et b des réels ou +00 ou —o0,

~f:Df —Retg: D, — R deuz applications, avec :

~ Dy C R et Dy contient un intervalle ouvert non vide I, dont a est un élément ou
une borne,

- D, CR et D, contient un intervalle ouvert non vide I, dont b est un élément ou une
borne

(de sorte que lim f et lill)ng aient un sens),

— et f(Dy) C D,
(de sorte que la composée go f: Dy — R soit bien définie).

Alors :
limf =5 '
b a
ou a, b et L désignent chacun un réel ou +00 ou —o0.

Démonstration. Montrons le résultat dansle casouna =290 € R, b= 4ocoet L = —o0;
les 26 autres cas se prouvent de maniere analogue.

Soit £ > 0 quelconque; il faut montrer 1'existence de a > 0 tel que
Vo € Dy, |z —x9] S = go f(z) < —E.
Puisque lJirmg = —o00, pour ce E > 0 il existe A € R tel que :

(1) Ve e Dyyx > A = g(z) < —E.
Puisque lim f = 400, en posant A; = max(A4, 1) > 0, il existe o > 0 tel que
o

(2) Vo € Dy, lx —xo| S = f(x) 2 A = A
Puisque f(Dy) C D,, alors pour ce o > 0 :

Vo € Dple—wl <a = fl2) 2 A = g(f(2)) < -

Ainsi il existe a > 0 tel que

Vo € Dy, |z —xo| Sa=go f(z) < —F

Par définition, limg o f = —oc. |
xo
Exemple. ¢ Admettons pour l'instant la limite de exp en +oo : liIJP e’ = 400. (On
T—r+00
la démontrera plus loin). Déduisons-en la limite de exp en —oo : lim e” = 0.
T——00
Par inverse : e* = — donc lim e * =0".
er T—-400
Par composition :
lim —z =400 o)
T—r—00 . —(—z) _ n+
lim e® =0t ( — Jme =0
r——+00
Ainsi : lim e* =07.
T——00
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e Admettons pour l'instant la limite de In en +o00 : lim In(z) = 4+00. Déduisons-en

T—r-+00
la limite de In en 0" : lim In(z) = —o0.
1 z—0t
D’une part In — = — In z. Par produit de limite (avec la fonction constante x — —1) :
lim In—- = —o0.

Tr—r—+00 €T

Par composition :

. 1
hm+ — =400 1
e=0T T 1 = lim In (T> = —00
lim In (—) = —00 z—0* z
r—+00 T
Ainsi : lim In(z) = —o0.

z—0t

3.2. Suites et limites de fonctions.

Nous avons beaucoup utilisé, bien qu’admis pour l'instant, le résultat suivant pour
calculer la limite d’une suite :

Théoreme 9. (Théoréme de composition des limites)
Siut (uy,), une suite d’éléments de D C R. Alors :

lirf Uy = @
n—-+0o0o § 3 —
r—ra

(ot a et b peuvent étre réels, +00 ou —o0.)

Démonstration. Prouvons le résultat par exemple pour a = 400 et b € R; les autres
cas se traitent de maniere analogue.
Soit € > 0 quelconque; il faut montrer ’existence d'un entier N € N tel que :

VneNn>N = |f(u,) — b <e.

Puisque liIJP f(x) = b, pour cet £ > 0, il existe une réel A tel que :
T—>+00

(1) Vee Dpx 2 A = |f(x) —b| <e.

Par hypothese, Dy contient un intervalle de la forme |m;+4oo[ avec m > 0. Posons
Ay = max(A,m) > 0. Puisque lim wu, = a, pour ce A; > 0, il existe N € N tel que :

n—+00
(2) VneNn>2N — u,>A1 > A
et donc :
:>VnEN,n2N:>{u">A = |f(u,) — b <e.
(2) u, € Dy (1)
Donc pour tout € > 0, il existe N € N tel que n > N = |f(u,) — b| < €.
Par définition de la limite d'une suite, nl_lgloo f(uy,) =b. |

Remarque. Nous avons déja beaucoup utilisé ce résultat (chapitre : suites réelles)
pour calculer la limite d’une suite.

Le résultat peut aussi s’employer pour montrer qu'une fonction n’admet pas de li-
mite, comme dans ’exemple qui suit.
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Exemple. La fonction cos n’admet pas de limite en +o00. En effet : dans le cas contraire,
si cos avait pour limite L en +o00, puisque nm — 400 alors cos(nm) aurait aussi pour
“+o0o

limite L en 4+o00. Or, par 27-périodicité de cos :
cos(n) = cos(m) = —1 S% n impair
cos(0) =1  sin pair

Puisque (—1)™ n’a pas de limite, cos n’a pas de limite en +oo.

= cos(nm) = (—1)".

Un argument analogue permet de montrer qu’il en est de méme pour cos en —oo ainsi
que pour la fonction sin en +oo0.

Exercice 4.

(1) En appliquant le théoréme de composition des limites, montrer que la fonction
sin n’admet pas de limite en +oo.

(2) En appliquant la limite d’une composée, en déduire que cos n’a pas de limite en
—00.

Résolution.
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4. ORDRE ET LIMITE

Soit @ € R = RU {400, —00}, et soit f: D — R comme précédemment.

4.1. Limite et signe d’une application.

Définition 11. (Voisinage)
e On appelle voisinage de a € R dans D, toute intersection de D et d’un intervalle
ouvert contenant a.

e On appelle voisinage de +0o0 dans D une intersection de D et d’un intervalle de la
forme Jm, +o0[.

e On appelle voisinage de —oo dans D, toute intersection de D et d’un intervalle de la
forme | — 0o, M.

Théoréme 10.
Silim f =L eR, alors :
o si L est strictement positif ou +oo, alors f(x) est strictement positif sur un
voisinage de a dans D,

o si L est strictement négatif ou —oo, alors f(x) est strictement négatif sur un
voisinage de a dans D.

Démonstration. On ne montre que le cas ot a = xy € R; les autres cas sont analogues
(avec des voisinages de +00).

—Si L = 4003 soit £ > 0. Par définition, pour ce E :
Jda>0Vere D, |x—zg|<a = flz) 2E>0

Ainsi, pour ce a > 0, Vz € D, si x € DN]xg — o, z9 + af alors f(z) > 0.

L
—Si L >0; soit € = 3 > (. Par définition, pour cet ¢ :

L

da>0,Vr € D, |z — 2| < a :>|f(x)—L|<€:§
L L
_Z< _L<=
— —Lciw-1<l

L 3L

:>O<§<f($)<7

Ainsi, pour ce a > 0, Vo € D, si x € DN]zg — a, xo + «f alors f(x) > 0.

—Si L <0ou L =—o0; il suffit d’appliquer I'un des deux cas précédents a (—f). B

Corollaire 11.

Supposons que lim f = L € R ; alors :

e Si pour tout x dans un voisinage de a dans D, f(x) = m alors L > m.

e Si pour tout x dans un voisinage de a dans D, f(x) < M alors L < M.

e Si pour tout x dans un voisinage de a dans D, m < f(x) < M alors m < L < M.
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Démonstration. Montrons le premier; le second est analogue et le troisieme découle
des deux premiers.
Par I’absurde : supposons que lim f = L < m.
a

Alors d’apres le théoreme précédent f(z)—m est strictement négative sur un voisinage
DNJay,as[ de a dans D.

Or par hypothese f(z) —m est positive sur un voisinage D N]by, by| de a dans D.

Ainsi sur D Nlay, as[N]by, bof, f(x) —m est a la fois > 0 et < 0. C’est impossible
puisque par hypothese (D contient un voisinage de a) D N]ay, as[N]by, by est non vide.
[

Remarques.
— Attention les inégalités sont larges : c’est faux avec des inégalités strictes, i.e. si
I'inégalité est stricte tout ce qu’on peut conclure est :

Vee D, f(zr)>m = f(r)>2m = L>m

strict large large

Contre-exemple : €* > 0 sur R et lime” = 0.

—00

— Rédaction : f(z) = m et lim f = L, alors par passage a la limite L > m.

Corollaire 12. Soient f et g deuz applications de D dans R.
Silimf = L etlimg = L' et si pour tout x dans un voisinage de a : f(xr) < g(zx),

alors : L < L.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le corollaire 11 a g — f qui reste positive sur un
voisinage de a. ]

4.2. Théoreme des gendarmes.

4.2.1. Cas d’une limite finie.

Théoreme 13. Soient f, g, h trois applications de D dans R. Si pour tout x dans un
voisinage de a dans D :
f(@) < g(z) < h(z)

limf ="/ ‘
licrlnhzﬁ — htllngzﬁ.

alors

ota €R etleR.

Démonstration. On le prouve dans le cas ot @ = 2y € R; les deux autres cas sont
analogues.
Soit € > 0 quelconque ; par définition :
Joy > 0,V € D, |z — 2] < 14
Jas >0,V € D, |x — 29| < ag = |h(x) — ¢
Posons o/ = min(ay,as) > 0. Alors Ve € D :
o=zl <ar {|f($)—f| <e {—6<f(9€)—f<8

|z — 20| < g |h(z) =l < e
24
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Mais par hypothese Jag > 0,V € D, |z — x9] < a3 = f(z) < g(z) < h(x). Posons
a = min(d/, ag), alors pour tout z € D :
|t —zo| <a = —e< f(a) —L<glx) —L<h(x)—L<e
— lg(z) — (| <e
Ainsi limg = /. [ |
a
23

Exemple. L’étude des variations montre que pour tout r € R, : z — 5 <sin(z) < x
(cf. TD1). Ainsi pour tout z € R, :

2 .
T ST
1—€< <1

x
——

—1
0

sin x

d’apres le théoreme des gendarmes : lim =1.
ot
sinx ... sinzx ) sinx
, on a aussi lim —— = 1. Et donc, puisque
-

Par parité de x ——

n’est pas

définie en O : )
sine _

lim

x—0

Résolution.

25



BCPST1 Limites de fonctions Lycée Fénelon

4.2.2. Cas d’une limite infinie.

Théoreme 14. Soient f et g deux applications définies sur D et a valeur dans R.
St pour tout x dans un voisinage de a dans D :

f(@) < g(x)
alors :
lim f = 400 = limg =400
limg=—-00 = limf =—-00
ot a € R.

Démonstration. On ne montre que le cas ou a = o € R; les autres cas sont analogues.
Par hypothese il existe oy > 0 tel que Vo € D N ]a — ag,a + o[, f(z) < g(x).

— Si lim f = 4o00. Soit E > 0; par définition :

doy >0,Ve € D, |z —xg| <y = f(x) 2 F
Posons o = min(ayg, ) ; alors Vo € D :

T — T S« x) = flx
oo (EE B s
Ainsi liCILng = +o00.
— Si limg = —oo alors lim(—g) = +oo (par produit) et dans un voisinage de a dans
D, —ga(:v) < —f(z), don(é d’apres le point précédent lim(—f) = +oo et par produit
lim f = —oo0 ’ m
E?xemple. Montrons que Il_l)I}_loo e’ = 4o00.

La fonction x — e”—x est strictement croissante sur R (car exp’ = exp est strictement
positive et exp(0) = 1).

On en déduit que Vr € R, e* > x. Or limx = 400, donc lim e’ = +o00.
o o

Exercice 6. Soient f(z) =2 —cos(z) et g(x) = x(2 — cos(x)). Montrer que f n’admet
pas de limite en 400 tandis que lim g = +00.
o

Résolution.
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5. THEOREME DE LA LIMITE MONOTONE

Notations.
Soit I un intervalle et f une application définie sur I.
Si I'image directe f(I) = {f(z)|z € I} est majoré alors f(I) admet une borne
supérieure que 1’on note : supf = sup f(I).
I

Si I'image directe f(I) = {f(z)|z € I} est minoré alors f(I) admet une borne
inférieure que 'on note : ir}f f=inf f(I).

Théoréeme 15. (Théoréme de la limite monotone)

Soit I =)a,b[ un intervalle ouvert non vide avec a € R et b € R. Soit f :]a,b[— R une
application croissante, alors :

o Si f est majorée sur I alors lignf =supf.
I

o Si f nest pas majorée sur I alors lignf = 4o00.

o Si f est minorée sur I alors lim f = ir}ff.

o Si f nest pas minorée sur I alors lim f = —oo.
a

Démonstration. On le prouve dans le cas ou a et b sont réels; les autres cas sont
analogues.

— Si f est majorée sur I : IM € R,Vx € I, f(x) < M. Ainsi f([) est majoré et
supf = sup f(I) existe.
I

Soit € > 0; puisque supf est le plus petit majorant de f([), supf — € n’est pas un
I I

majorant de f(I), et donc :
3.1'1 € ]CL,b[, Supf —€< f(xl) < Supf
I I

Ainsi puisque f est croissante sur |a, b| :
Vo € la,bl,x > x1 = supf —e < f(z1) < f(z) < supf
I I

Posonsa =b—xz; >0; Ve el :
1<r<b <= 11-b<r-b<0 <<= —a<zr-0<0 < |[z—-b <«

Posons ¢ = supf; on a donc :
I

Veel,|lr—b<a = /(—¢

Ainsi par définition lim f(x) = ¢ = supf.
I

z—b

— Si f n’est pas majorée : soit £ > 0; ce n'est pas un majorant de f et donc
dzy € Ja, b, f(x1) > E.

Puisque f est croissante :
Veel,x 2oy = f(x) > f(r1) > FE

Posons a = b—x > 0; alors (comme ci-dessus) pour z € [, |[z—b| < o <= z1 <z < b,
et donc :
Veel,lr—b<a = n1<2<b = f(z)2 FE
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Ainsi
VE>0,3a>0,Ve el jz—-b<e = f(z) 2 FE
donc lim f(x) = +o0.
T—b

Pour les deux cas restants (limite en a), soit on procede de maniére analogue en
changeant majorant en minorant, sup en inf et b en a, soit on applique les deux points
déja démontrés a z — —f(—x) qui est définie et croissante sur Uintervalle | — b, —a]
puis on conclut a ’aide des théoremes sur la limite d’'une composée ou d’un produit. B

Remarque. Le théoreme permet aussi de traiter le cas d’une fonction décroissante, en
I'appliquant & (—f) qui est croissante. On obtient :

Soit f décroissante sur |a, b :
e Si f est minorée sur I alors liin f= iIllf f

e Si f n’est pas minorée sur I alors hin f=—.

Si f est majorée sur I alors lim f = supf.
a I

Si f n’est pas majorée sur [ alors lim f = +o0.

Exemple. Montrons que lirf Inx = 4o00.
T—>+00

1
La fonction In est croissante sur |0, +oo[ puisque c’est une primitive de z — — qui
x

est positive sur R . Ainsi il suffit de montrer que In n’est pas majorée. Par I'absurde
si AM € R,In(z) < M alors par croissance de exp : x < eM. C’est impossible puisque
limx = +oo (appliquer la définition avec E = ™ > 0).

[e.e]

Exercice 7. Soit f une fonction définie sur R, croissante et majorée vérifiant :

V(z,y) e RZ, f <xT+y> < w

Montrer que f est constante.

Résolution.
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Corollaire 16. Soit f une fonction monotone sur un intervalle I =|a, b|[.
Alors f admet en tout point xq € I une limite a droite ainsi qu’une limite a gauche,
finies.
De plus si f est croissante :
lim f < f(zo) < lim f
To Zo
et si f est décroissante :
lim f < f(zo) < lim /.

0 o

Démonstration. On le prouve dans le cas ou f est croissante ; I'autre cas s’en déduit
en considérant (—f).

Considérons la restriction f de f & |a,zo[; f est majorée par f(zo) et donc d’apres
le théoréme de la limite monotone, lim f = lim f = sup f.

zq o Ja,zo|

De méme en considérant la restriction f de f & |z, b[, qui est minorée par f(x) :
i/ =7 = o]

De plus puisque f est croissante :

Vo € Ja,zol, f(z) < f(x¢) donc par passage a la limite lim f < f(xg)
Ty

Va € |xg, b, f(xo) < f(x) donc par passage a la limite f(zg) < lir+nf

Exemple. On retrouve que la fonction partie entiere x — |x| admet en tout xy € R
une limite a droite et une limite a gauche, finies. (Mais pas de limite en zo € Z!)

f(z)

Exercice 8. Soit f une fonction croissante sur R tel que g : z +— o est
décroissante. (Exemple : In). Montrons que Vo > 0, lggl f = f(xo) (i.e. f est continue.)
(1) Soit zo € Ri quelconque. Obtenir un encadrement de f(zo) par lim - f et
limmg f.
(2) Obtenir un encadrement de g(zo) par lim,- g et lim + g; en déduire un autre
encadrement de f(zg) par lim,— f et lim 4 f.

(3) Conclure.

Résolution.
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6. LIMITES USUELLES ET METHODES POUR LEVER UNE INDETERMINEE

6.1. Limites usuelles.

On établit les limites des fonctions usuelles. Combiné avec les résultats sur les ef-
fets des opérations somme, produit, inverse, quotient, ainsi que de la composition, sur
les limites, elle permettent le calcul de limite dans de tres nombreux cas, sauf forme
indéterminée.

6.1.1. Limite en xog d’une application continue.

On admet pour I'instant le résultat suivant qui sera établi dans les chapitres ” Conti-
nuité” et ”Dérivabilité” :

e Soit f: D — R une application continue.
Alors pour tout zg € D :
i f(a) = f(zo).

e Soit f: D — R une application dérivable. Alors f est continue.

Démonstration. Nous verrons que cela découle immédiatement des définitions de la
continuité et de la dérivabilité d’une application. |

6.1.2. Limite en 00 d’une application polynomiale.

Soit f(z) = Z arz® une application polynomiale.

k=0
Alors les limites en 00 de f sont égales aux limites de son monéme de plus haut degré.

Démonstration. Soit f(x) = Zakxk.
k=0

— Si f est le polynome nul, f est constante et ses limites en +oo sont nulles.

— Sideg f = n € N; on factorise le monome de plus haut degré puis on applique les
limites d'une somme, d’un produit et d’un quotient :

n
p_1 a; 4 a
E apr® = apr"x |14+ 2=t St
=0 an#0 Qp, an an,

N J/

6.1.3. Limite d’une application circulaire.

e Les applications cos, sin et tan n’admettent pas de limite en +oo0.
e tan et arctan admettent les limites suivantes :

Vk € Z, lim tan =400 ; lim tan = —o0
(Z+km)= (Z+km)+
. T : s
limarctan = —— ; limarctan = +—
—00 2 +00 2
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Démonstration. Pour cos, sin et tan il suffit de considérer, lorsque n tend vers +o0 :

cos (£nm) = sin (z + mr) =(=1)" ; tan (Z +n x E) =(-1)"
—— 2 4 2
—too —_— S——r
—to0 —+to0

puis d’appliquer le théoréeme de composition des limites avec le fait déja établi que la
suite (—1)" n’a pas de limite.

70
Les limites a gauche et a droite de tan en — s’obtiennent par quotient des limites

attendu que (par continuité et signe de cos et sin) :

lim sin(z) =1 ; lim cos(x) =0" ; lim cos(z) =0~
=5 =5 :z:—)%+

Les limites a gauche et a droite de tan en (g + k}ﬂ') (avec k € Z) s’en déduisent par

m-périodicité de tan.

L’application arctan est strictement croissante (car arctan’ = ) et impaire (car

14 22
tan est impaire) sur R (cf. chapitre ”Fonctions usuelles”).

D’apres le théoreme de la limite monotone, arcctan admet donc pour limites L et —L
respectivement en +o00 et —oo.

D’autre part, Vo € }—g, z [, arctan(tan(x)) = z. Ainsi d’apres le théoreme de limite
d’une composée :

lim tan(z) = 400

- T
T = lim z=L = L=—.
lim arctan(z) = L oot I- 2
T——+00
c . ™
Ainsi lim arctan(z) = £—. |
x—+00 2

On dispose aussi des limites remarquables suivantes en 0, qui permettent de lever des

0
indéterminées de la forme o

. sinx . 1 —cosx
lim =1 ; lim =1 ; lim——s— =1
0 €T 0 €T 0 %

Démonstration. La premiere a déja été démontrée en exemple.

tanx  sinx 1
La seconde s’en déduit par quotient des limites puisque = X
x

x CoOST

Pour la troisieme : on applique & cosz le développement de cos2a = 1 — 2sin® a avec
la premiere limite remarquable :

l—cosz 1—(1—2sin’%) 2sin®%f sin sin
= = = X — 1
22 2 z2 z z 0
2 2 2 2 2
par produit et composée des limites. |

6.1.4. Limites en In et exp.
On a déja établi les limites de In et exp aux bornes de leur domaine de définition :
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lim Inz = 400 ; lim Inx = —o0
T—+00 z—07F
lim expx = +o00 : lim expz = 07.
T—>+00 T——00

On dispose aussi des limites remarquables en 0 qui permettent de lever des indéterminées

de la fi -
eaormeO

In(1 T—1
e M -1 ; T —
xz—0 X z—0 X

1.

Démonstration. Les deux s’obtiennent grace a la dérivabilité de In et exp; ce sont en
effet les limites des taux d’accroissement respectivement en 1 de In et en 0 de exp. W

. .1, ., oo .
Finalement pour lever des indéterminées de la forme — ou 0 x oo on dispose des
00
résultats de croissance comparée :

. Inz .
lim — =0" ; lim zlnx =0~
T—+o0o I z—0+
. expx . _
lim = 400 ; lim xexpx =0".
T—+00 €T T——00

Plus généralement, Voo € R, V3 > 0 :

lim =0" ; lim z°|Inz|* = 0"
z—+oo 1P z—0t
efe
lim — =400 lim |z|%e* = 0%,
z—4oo % T——00

Démonstration. Ces résultats ont déja été démontrés dans le chapitre ”Fonctions
usuelles”. |

Exercice 9. Déterminer les limites éventuelles en 400 de :

() ()

Résolution.
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6.2. Méthodes pour lever une indéterminée.

6.2.1. Comment lever une indéterminée en +oo ¢
e Dans le cas d'une indéterminée "oo — 00”, factoriser le terme qui impose sa limite
(celui tendant le plus rapidement vers oo) ; en présence de monomes, exp et In utiliser

la croissance comparée.
3

p
Exemple : e2 —Inx — 2° en 400 :
. 5 . Inz 23 . Inz =z 3
ez —lnr—2r’=e2x|l—-———]|=e2Xx|]l—-— X 5 —— | — +0
e2 €2 X ez e2 +o0
N -~ J/
—0

e Dans le cas d'une indéterminée oo — 00”, et en présence de racines carrées, factoriser
sous les racines le terme dominant permet souvent de lever I'indéterminée.

1
Exemple (en +00) : Vrt+1—-2r=vVr?xy/l+— —2x
x

/ 1 / 1

—>+00

Vv
——2

e Lorsque ca ne fonctionne pas : utiliser le radical conjugué :

1
: N oy = 14— —
Exemple (en +00) : 24+1—-z =, L X ( 1+ o 1) IND

+OO - -

VvV
—0

(Va2+1—2)x (Va2 +1+2) 2241 —2?

B Viz+1+zx Vit 14z
1
- — 0"
Vat+ 14z +
e Dans le cas d’une fraction rationnelle et d’une indéterminée ” 27, factoriser aux
numérateur et dénominateur les monomes de plus haut degré, puis simplifier :

. | 2 +x+1 x2X1+
xemple . —mm = —
P 20 +1 T 2

+ 8 =
8 |~ +
le,_.
Il
&
X
8
—_
ggl\D
H_
8

e Plus généralement dans le cas d’une indéterminée ” 22”7 factoriser aux numérateur et
dénominateur les termes qui imposent leur limite ; en présence de monomes, exp et In

appliquer la croissance comparée.
—0

14 Inz
4+ zxlne x? T
— 0

Exempl L rrrmr v o AT/
xemple (en +00) P prriR o e T
S —

K

—0

N————

—1

34



BCPST1 Limites de fonctions Lycée Fénelon

1
e Dans certains cas, se ramener a un limite usuelle en 0 en posant h = — ou h = e™*
x

(en +00) ou h = e* (en —00).

Exemple; en +o00, en posant h = — — 0% :
x

xln(1+l)=M—>l
x h

Exemple; en —oo, en posant h = e* — 07 :

In(1+ h)

1
. —

e ’In(l+e") =
6.2.2. Comment lever une indéterminée en 0 ¢
» 0

e Dans le cas d'une fraction rationnelle (indéterminée ”;”) on factorise par z aux
numérateur et dénominateur puis on simplifie, tant que nécessaire.
??+2r  z(r+2) z+2

S (r—1) x-1

Cela revient a factoriser par le monome de plus bas degré : au voisinage de 0, c’est le
terme dominant !

e En présence de racine carrée, factoriser sous la racine le terme dominant ; si ¢a ne
marche pas utiliser le radical conjugué.

Vitli-1 Voe+1-1)(Ve+1+1)
z B a:(\/:t——l—1+1)

Exemple :

B 1 !
- 3

T e(Wrritl) (Vatitl

e Dans les autres cas on transforme l'expression et on utilise une limite usuelle en 0.

sin x sin x
Exemple : =— X — -1
1—e® r_, et—1 0
S~ SN——
—1 —1

6.2.3. Comment lever une indéterminée en 0F ?

1
Lorsque on n’a pas réussi & lever I'indéterminée en 0F on peut poser h = — qui tend
x

vers £00, pour se ramener a une limite en oo.

1
Exemple : en 07. On pose h = — — 400 :
x

1 1 1 1 1
\V1+=— 1+ =VIth—VItht= =)+ 1 -
+ - + 5 =Vi+h VI+h2=h iV N e it
—— N——

—0 —1

6.2.4. Comment lever une indéterminée en a € R* ¢
9 09

e Dans le cas d'une fraction rationnelle (indéterminée ”3”) on factorise par (r —a) aux
numérateur et dénominateur puis on simplifie, tant que nécessaire.

?+2+1  (x+1)? x4l

21  (r+D@—-1) x-1
35
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e Dans les autres cas : poser h = z — a — 0 pour se ramener a une limite en 0. On
peut souvent se ramener ensuite a une limite usuelle en 0.

in2
Exemple : lim SmEr 2. En effet, en posant h=or —n1m = z=h+7:
T r—T
sin2z  sin(2m +2h)  sin2wcos2h + sin2h cos 2w sin2h sin 2h
T —T h h h 2h  h—s0
6.2.5. Comment lever une indéterminée en a* avec a € R* ¢

Poser h =

— o0, permet de se ramener a une limite en oco.
T — a z—a*

Exercice 10. Déterminer :

\/ 2si = Il
lim v#24+2—-3z ; lim va?24+2r—-1-—2 ; lim —\/_Sln(xz -
T—~+00 z—+00 =T xr — c

Résolution.
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7. EQUIVALENCE DE FONCTION

7.1. Définition et exemples.

Définition 12. Soient f et g deux fonctions réelles définies sur D wvoisinage de a
(a € R) qui ne s’annulent pas sur un voisinage de a.

On dit [ est équivalente a g en a si limi =1. On note f ~ g (ou f ~ g lorsqu’il n’y

a g a
a pas d’ambiguité).
, _ N .9
Remarque. Si f ~ g alors g ~ f; en effet si lim = = 1 alors lim ? =1.
a a a g a
Exemples.
2
. x
sinx ~ x tanz ~ x 1—cosx ~—
0 0 0o 2
x
e =1~z In(l+2x)~a vVi+z—1~—=
0 0 0 2
Les 5 premieres découlent des limites usuelles en 0.
o , . V1l+xz-1 1 . o
La derniere découle de hgn — =3 deja établi (utiliser le radical conjugué).
x

Exemple. Pour un polynéme P(z) = a,,x™ +- - -+a,z"™ avec m < n et a,, # 0, a, # 0.

P(z) o~ a,x" P(z) ~ ™

Par exemple, si P(z) =2+ x + 322 :
2 — ~
P(x) 3x P(x) > 2 P(x)—2 > T

7.2. Propriétés.

7.2.1. Transttivité :

f’;g .
geh [ = 7

Démonstration. lim = = lim% =1 = hm% = 1 par limite d'un produit. |
a g a a
7.2.2. Produit :
Ji~a
f2§,g2 :>f1><f2f;91><g2
X
Démonstration. lim ﬁ = lim é =1 = lim fix Jo = 1 par limite d'un produit.
@ g @ g2 @ g1 X g2

|
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7.2.3. Inverse :

~Y
a

Démonstration. lim i =1 = hm ==1 = hm T par limite de I'inverse. |

a g a f

Q =]l

7.2.4. Quotient :

fl ~ 01 } fl g1
@ > — ~ —

Démonstration. Découle de I’équivalent d’un inverse et d’un produit. [ |

7.2.5. Puissance :

f~g = VneZzZ, f"~g"

n

Démonstration. lim i =1 = lim — =1 par limite d'une composée. |
a g a g"

7.2.6. Valeur absolue :

frg = |fl~lgl
a a

f |/

Démonstration. lm==1 = hm

= 1 par limite d’'une composée. [ |
a g 9]

7.2.7. Puissance réelle :

Si f et g ne prennent que des valeurs > 0 sur un voisinage de a, alors :
f~g9g = VBER, fﬁf;gﬁ

Démonstration. Puisque f et g restent strictement positives sur un voisinage de a,
f? = expo(B.Inof) et ¢° = expo(B.lnog) sont bien définies et non nulles sur un
voisinage de a.

f(2)? _ exp(BIn(f(2)))
g(x)?  exp(Bln(g(x)))

Par composition des limites (appliqué deux fois) :

— exp(B(In(f () — In(g(x)))) = exp (ﬁ o %)

L
T—a g(q}) f(x)ﬂ

' - — lim =1 = P~ ¢’
}:l—% In(xz) =0 s g(z)P f ~ g
lim exp(z) =1

z—0
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7.2.8. Opérations ne préservant par l’équivalence.

Attention ces deux opérations importantes ne préservent pas en général I’équivalence :

e Somme :
fi~aq . . ;s
. o 0 n’implique pas en général fi + fo ~ g1 + go.
Contre-exemple :
?>+r+1 ~ 22
_xQN_ng‘X’_Q Or x+1+720—2
+oo

e Composition a gauche :
f1 ~ fo n'implique pas en général go f; ~ go fs.

x+1

‘ =e#1.
€$

Par contre sous certaines conditions on dispose d'un résultat pour la composition a
droite :

Contre-exemple : z +1 ~ x et e*1 4 e® puisque lim
“+o0o 40 “+oo

7.2.9. Substitution.

f~g
lim u(t) = a } = flu(t) » g(u(?))

Démonstration. En appliquant la limite d’'une composée :

1i11)rn u(t) =a

= lim LU =1 = () 5 o(ult)

lim==1
a g

sinu(t) ~ u(t) tanu(t) ~ u(?) 1-mw@:W?
'@ —1 ~ u(t) In(1 + u(t)) ~ u(t) V1+ut) -1 ~ @

7.3. Limites et équivalents.

Théoréeme 17.
f~q '
lim f = L :>h£ng=L

(ot L €R.)
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Démonstration. Puisque lim i =1 = lim g _ 1, et puisque lim f = L, par pro-
a g a a
duit des limites lim g = L. |

Remarque. C’est la motivation principale des équivalents de fonctions : le calcul de
limite.

7.4. Equivalent de suite et de fonction.

Propriété 18. Soit (u,) une suite a valeur dans D ; si f(uy,) et g(u,) ne s’annulent
pas a partir d’une certain rang, alors :
lim wu, =a

’}i;c’; } = f(un) ~ g(un)

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théoreme de composition des limites :

lim u, = a
n—-+00o

._> — lim f(un) =1
lim, = =1 n—+oo g(uy)

7.4.1. Exemples.

Exercice 11. Montrer (a I’aide d’équivalent) que :

o
g) Tim SBLZCOST) o eI 1) =0

x—0 €x T—r—00

Résolution.
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