Chapitre 17
Continuité de fonctions

http://www.i2m.univ-amu.fr/perso/jean-philippe.preaux/

1. DEFINITIONS

Dans ce cours toutes les fonctions et applications sont réelles, c’est-a-dire définies sur
une partie de R et a valeur dans R.

1.1. Fonction continue en un point.

Définition 1.

Soient I un intervalle, xo un élément de I et f une fonction définie sur I. On dit que
f est continue en xy si lim f(z) = f(xg).
T—rT0

Remarque. Si f n’est pas continue en g, on dit que f est discontinue en x.

Exemple. La fonction partie entiere est continue en tout xg € R \ Z et discontinue
en tout zg € Z (cf. Chapitre ”Limites de fonctions”) :

y =z T —

1.2. Prolongement par continuité.

Définition 2.

Soit f : D —> R une application; si f n’est pas définie en xoy mais admet une limite
finielim f € R en xq, alors le prolongement de f par continuité en xq est l'application :
zo

?ZDU{IL‘Q} — R
{f(x) sizeD
T =

f(zo) =lm f sinon

On dit alors que f se prolonge par continuité en xg.
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Exemples.

e [’application :

T

T
se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) =1 :

iR — R
sinz |
N " siz#0
1 stz =0
e [’application
fR* — R
1
r — -
x

1
n’est pas prolongeable par continuité en 0; en effet liin — = 400.
0o+ x

Exercice 1. Les applications suivantes sont-elles prolongeables par continuité en 07

fiR* — R g:R* — R
1 — cos(x) : ||

T T — —

x T

Résolution.

1.3. Continuité a droite et a gauche en un point.

Définition 3. Sous les mémes hypotheses que dans la définition 1 :

e On dit que [ est continue a droite en xo si lim f(z) = f(xo).
ilf-)"l?o

e On dit que f est continue a gauche en xy si lim f(x) = f(zo).
=T

Remarque. Lorsque z( est une extrémité de 'intervalle I, f est continue en xg si et
seulement si f est continue a droite ou a gauche en xg.
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Exemple. L’application

f°R — R
. 1 sixz >0
. 1 siz<0
y = f(x)

est continue a gauche en 0 mais n’est pas continue a droite en 0. Bien stir elle n’est pas
continue en 0.

Propriété 1.
Sous les méme hypotheses, si xg nest pas une extrémité de I, alors [ est continue en
xo si et seulement si f est continue a droite et a gauche en xg.

Démonstration. Cela découle immédiatement de la définition et de la propriété (cf.
Chapitre ”Limites de fonctions”) :

lim_ f = f(l‘o)
1. — 33-)1'0
Jim = F@0) <= i f = (o)
33*>$3>
|
Exemples.
e [’application valeur absolue :
R — R y = lal
est continue en 0 puisque :
lim |z| =0= lim |z|.
x—07F z—0~
e [’application :
f*R — R
RN e’ six <0
1 six>=0 y = f()

est continue en 0; en effet :
lim f(z)= lim ¢ =1= f(0)
z—0~

z—0~
li =lim 1=1= f(0
i, flo) = g, 1)

1.4. Fonction continue sur un intervalle.

Définition 4.

Une fonction f est continue sur un intervalle I si elle est continue en tout xo € I.
On note € (I,R) ou €°(I,R) I’ensemble des fonctions continues sur I.
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Remarque. Interprétation géométrique.

Informellement, f est continue sur I s’interprete graphiquement par : ”la courbe repré-
sentative de f au-dessus de I peut étre tracé continument, c’est-a-dire sans lever le
stylo.”

Continue Discontinue en xg

1.5. Propriétés.

Propriété 2.
Soient I et J deux intervalles de R.
o Somme. Si f et g sont continues sur I alors f + g est continue sur I.

o  Multiplication par un scalaire. Y\ € R, si f est continue sur I alors (A\f) est
continue sur I.

o Produit. Si f et g sont continues sur I alors f X g est continue sur I.

e (Quotient. Si f et g sont continues sur I et si g ne s’annule par sur I alors =

g
est continue sur I.

o Composition. Si f : I — R et g : J — R sont continues et f(I) C J alors
go f: I — R est continue sur I.

Démonstration. Découle des effets de ces opérations sur les limites (cf. chapitre ”Li-
mites de fonctions”). |

Remarque. En considérant I = [xg, 2] = {xo}, le résultat est vrai en particulier, en
un point xg.

Remarque. A I'exception de partie entiere z — |z, toutes les fonctions usuelles sont
continues sur tout intervalle dans leur domaine de définition.
Pour un polynome ou une fraction rationnelle, cela découle de la propriété précédente
et de la continuité de l'identité x — =z et de toute fonction constante x — ¢ (cf.
chapitre ”Limites de fonctions”). Pour z —— |z| ¢a découle aussi de sa continuité en 0
établie ci-dessus.

Pour exp, In, sin, cos, tan cela découle du fait qu'une application dérivable sur I est
continue sur I (admis pour l'instant, cf. chapitre ”Dérivabilité”).
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Exercice 2. Les applications suivantes sont-elles continues sur R 7
f:R — R g:R — R
In(l4+2x) siz>0 : In(l4+2z) siz>0
sin(x) siz <0 cos(z) six <0

Résolution.

Propriété 3.

Soient f : D — R une application continue en xy € D et (u,) une suite d valeur dans
D. Alors :

limu, =2y = lim f(u,) = f(xo).

Démonstration. Découle du théoreme de composition des limites :
limu,, = g

lim f(z) = f(zo) } = lim f(u,) = f(2o).

T—T0

Méthode. Ce résultat peut s’utiliser pour montrer :
— qu’une fonction f définie en xy n’est pas continue en xzq :

on exhibe une suite (u,) dans D convergeant vers xg telle que f(u,) ne converge pas
vers (u);
— qu’une fonction f non définie en xy n’est pas prolongeable par continuité en z :

on exhibe une suite (u,) dans D convergeant vers x telle que f(u,) ne soit pas conver-
gente.

Exemple. L’indicatrice de Q dans R :
X0 : R — R
1 sizeQ
v {O siz g Q

est discontinue en tout zg € R.
En effet :
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—Sizg € Q : la suite u, = xg + — est une suite d’irrationnels qui tend vers xy. Ainsi
n

xo(zo) = 1, tandis que u,, — zo et xg(u,) =0 — 0; ainsi yg n’est pas continue en
Zg-
—Si g € R~ Q la suite des approximation par défaut de zy a la n-ieme décimale :

w, = UO” X l’oJ
10m
est une suite de rationnels qui tend vers xg; en effet :
VeeR, [z|]<z<|z|]+]1 = z—-1<|z] <z
— ].0n$0 —1< U.On X I()J < ].On],’g

1
— rg— — <u, <xry — limu, =1x
x10=">0 10m
d’apres le théoreme des gendarmes.
Ainsi xg(xo) = 0 tandis que u, — zg et xg(u,) = 1 — 1. Donc xg n’est pas
continue en x.

Exercice 3. Soient :
fR* — R g:R* — R

r COS(%) ; r LL‘COS(%)

Montrer que f n’est pas prolongeable par continuité en 0, tandis que g 'est.

Résolution.
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2. IMAGE D’UN INTERVALLE PAR UNE APPLICATION CONTINUE

2.1. Théoréme des valeurs intermédiaires.

Théoreme 4.
Soit f : [a,b] — R une application continue sur [a,b] telle que :

fla) x f(b) <O

Alors f admet une racine sur lintervalle [a,b], i.e. Iz € [a,b], f(x) = 0.

Démonstration. Détaillée au §2.5 |

Remarque. Le théoreme justifie de I'existence d’une racine pour une application réelle
f sur un intervalle [a, b] aux deux conditions que :

e [ soit continue,
e f(a) et f(b) soient de signes différents.
Remarque. Il n’y a en général pas unicité de la racine.

Par contre si f est de plus strictement monotone sur l'intervalle [a, b] alors la racine est
bien unique.

Exercice 4. Justifier que I’équation :
tan(z) = cos(x) (E)

admet une solution sur I'intervalle [0; 2] (on ne demande pas de calculer cette solution).

Sur cet intervalle, la solution est-elle unique ?

Résolution.

Corollaire 5.

Soient a et b deuz réels avec a < b et soit f une application continue sur [a,b].
Si yo est un réel compris entre f(a) et f(b) alors il existe (au moins) un réel ¢ € [a, b

tel que f(c) = yo.

Démonstration. Appliquons le T.V.I. & ¢ = f — yo; g est continue sur [a,b] (par
somme) et g(a) = f(a) — y0, g(b) = f(b) — yo; or par hypothese yo est entre f(a) et
f(b) et donc g(a) et g(b) ont des signes opposés. D’apres le T.V.1., il existe ¢ € [a, b] tel
que g(c) = f(y) —yo =0 = f(c) = vo. u
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2.2. Image d’un intervalle par une application continue.

Théoreme 6.
L’image f(I) d’un intervalle I par une application continue f est un intervalle

Démonstration. Pour le montrer admettons la caractérisation suivante des intervalles :
une partie J de R est un intervalle si et seulement si pour tout (a,b) € J? avec a < b,
etpourtout r e R,a<r<b = x€J.

Soit I un intervalle et soient (a, 8) € f(I)? : ainsi I(a,b) € I? tels que a = f(a) et
f = f(b); supposons aussi sans perte de généralité que a < b. Soit y € R compris entre
a et B. D’apres le corollaire 5 appliqué a f restreinte a [a,b], = € [a,b] C I, y = f(x).
Donc y € f([I). Il découle de la caractérisation des intervalles que f(I) est un intervalle.

Exercice 5. Déterminer toutes les fonctions continues sur R vérifiant :

Vo € R, f(z) = f(x)>.

Résolution.

Lorsque une application continue est en outre strictement monotone sur un intervalle
I, 'image f(I) de l'intervalle par f s’obtient a I’aide du résultat treés utile suivant :

Propriété 7.
Soit f wune application continue et strictement monotone sur un intervalle I ; alors

Uimage directe f(I) de I par f est lintervalle donnée dans le tableau suivant selon
que I = [a,b], [a,b],..., et selon le sens de variation de f :

a,b€R eta <b|fcontinue et /| f continue et \,
[a, 0] [f(a), f(b)] L£(0), f(a)]

[a, 0] [f(a)im f[ | Jlim f, (a)]
Ja, ] [lim £, ®)] | [f(0),1im £
Ja, 0] Jlim f,lim £ | ] lim £, lim £

Démonstration. On ne démontre que deux cas; la preuve des autres est analogue.

e 1 cas : [ =[a,b] et f strictement croissante.
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Puisque f est continue, f(I) = {f(z) | @ <z < b} est un intervalle; or :
f

(a) < f(z) < f(b)

a<r<b
e

Ainsi (1) = [f(a); f(0)].
e 29 cas : [ = [a;b] et f est strictement croissante.
Puisque f est continue, f(I) = {f(z) | a <z < b} est un intervalle.
D’une part puisque f est strictement croissante :
o<t = fla) <
et donc f(I) a pour minimum f(a).
D’autre part, puisque f est croissante, d’apres le théoreme de la limite monotone,

hril f(z) existe et est égale a sup f([a; b]) ou +o0 selon que f([a; b]) soit ou non majoré.
Tr—0"

— Premier sous-cas : si f([a;b]) n’est pas majoré, on a bien
f([a;b]) = [f(a); +o0[= [f(a), lim f].

— Deuxieme sous-cas : si f([a;b]) est majoré, alors :

lim f(z) = sup f([a; 0])

z—b
Ainsi l'intervalle f(I) a pour minimum f(a) et pour borne supérieure liril f(z); il est

x—b—
donc d’une des formes f(I) = [f(a),lir}lf[ ou f(I) = [f(a),llijr}l f].
Montrons que le deuxieme cas ne peut pas survenir; en effet, autrement il existerait
xo € [a;b] tel que f(zg) = lli){nf = sup f([a;b]) = max f([a;b]); mais puisque f est
strictement croissante, alors pour x; €|zo; b[ quelconque :
a<rg<x1 <b= f(x1)> f(20) =sup f([a; b])

ce qui contredirait le fait que sup f([a;b[) soit un majorant de f([a;b[) puisque par
définition f(z1) € f([a;b]). Ainsi f(I) = [f(a),l})r_nf[. |

Remarque. Nous avons deja vu que l'image directe d'un intervalle I par une ap-
plication continue non strictement monotone, peut s’obtenir lorsqu’il est possible de

décomposer I en une réunion d’intervalles sur lesquels f est strictement monotone, en
appliquant f(AU B) = f(A) U f(B) (ct. Chapitre ” Applications”).

2.3. Image d’un segment par une application continue.

Nous admettrons le résultat suivant. Il s’avere tres utile!

Théoréme 8.
L’image d’un segment [a,b] (i.e. (a,b) € R?, a < b) par une application continue est un
segment [m, M| ot :
m = min f([a, b]) :[inbf]f M = max f([a,b]) = sup f.
@ [a’b]

En d’autres termes, une application continue sur un segment [a, b est bornée et atteint
ses bornes.
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<-4 M =max f([a,b])

N
S

m = min f([a,b]) F-----°

2.4. Preuve par dichotomie du T.V.I.. Nous prouvons dans cette partie le théoreme
des valeurs intermédiaires. Nous procédons par dichotomie afin d’en retirer dans la sec-
tion suivante un algorithme de calcul approchée de racine d’une fonction.

A prouver :

Soit f continue sur [a, b] tel que f(a)x f(b) < 0, alors il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = 0.

Démonstration. Le preuve par dichotomie consiste a construire les deux suites (a,,)
et (b,) de points de [a, b] par :

ag —
bo

. . anJrl = Ap
o b si flan) x f(m,) <0 : {bn+1:mn

et VneN, m,= , et
sinon : {

I
2

Ap41 = My
bn+1 = bn

On établit alors :

Les suites (a,) et (b,) sont adjacentes, elles convergent vers une méme limite ¢ € [a, b]
qui est une racine de f. De plus, pour tout n € N :
b—a

on

bn_an:

Démontrons par récurrence que pour tout entier n € N :

b_
an<by i bi—a=o i f(an) x f(b) <O

Soit &7, la proposition de récurrence.
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Initialisation. Py est vraie : ag = a < b = by, by —ag = b — a et f(ag) X f(by) =
fla) x f(b) < 0.
an + by,

Hérédité. Supposons &, vraie pour un entier n € N (HR). Soit m,, = 5

Premier cas, si f(a,) X f(my,) < 0: ayr1 = ay, b1 = my,. Alors :

n £0n _ 0 < 0 = apg1 < bppa
2 2 (HR)

an + by, b, — a, b—a b—a

Ap41 — bn+1 = Qp —

p 2 R 2x 20 2wl
flani1) X f(bni1) = flan) x f(m,) <O0.
Deuxieme cas, si f(a,) X f(my,) >0 : api1 = my, byy1 = by,. Alors :
an, + by = ay, — by, <0 — apy by

2 2 (HR)
an+b, by—a, = b—a b—a

2 2  @m)2x2n 2t

Flansn) % Flbuss) = Flma) x F(b,) a méme signe que f(an) x f(b,) < 0.

Ainsi &, est vraie. Ceci conclut la récurrence.
Reprenons la démonstration :

bn+1 — Up41 =

Ap1 — bn+1 =

bn—l—l — Ap41 = bn -

n+bn n—bn
an+1—an:Oetbn+1—bn:mn_bn:a—21‘ _bnza . <0
ou
ot b by — a,
an+1_an:a i — an = a >Oetbn+1—bn:0

2 2
Ainsi pour tout n € N : a1 —a, = 0 et b, 1 — b, <0: (a,) est croissante; (b,) est
décroissante.
Par ailleurs Vn € N : a, < b, et b, —a, = (b—a) x 27" — 0. Donc les suites (a,) et

n—oo
(b,) sont adjacentes. En particulier (a,,) et (b,) convergent et ont méme limite ¢ € [a, b].

OrvVneN:

flan) x f(bn) <0
Puisque f est continue : lim f(a,) = f(c), lim f(b,) = f(c) et par passage a la limite
dans l'inégalité ci-dessus :

f(e)? = f(c) x f(c) < 0. Donc f(c) = 0. |

2.5. Algorithme de recherche d’une racine par dichotomie.

La preuve par dichotomie du T.V.I. donne un algorithme de calcul approché dune
racine de fonction; il consiste a calculer a,, et b, jusqu’au premier rang n ou |b, — a,|
est inférieur a erreur e autorisée. Puisque par construction 'intervalle [a,, b,] contient
une racine de f, a,, en sera une valeur approchée par défaut, et b, une valeur approchée
par exces, avec une erreur d’au plus e. Plus précisément :

Donnés :
— une application f continue sur un intervalle [a, b] et telle que f(a) x f(b) <0
— une marge d’erreur e.

L’algorithme retourne une valeur approchée a e pres d’une racine de f sur [a, b], c’est a
dire € [a,b] tel que l'intervalle [x — e;x + €] C [a, b] contienne une racine de f :
e Méthode de recherche d’une racine par dichotomie a e pres :

11
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TANT QUE b-a > e
m= (at+b) / 2
SI f(a) * f(m) <= O ALORS :

a, b=a, m # Dichotomie & gauche
SINON
a, b=m,Db # Dichotomie a droite

FIN TANT QUE
RETOURNE (a+b)/2

e On peut aussi renvoyer une valeur approchée par défaut a e pres d’une racine de f
sur [a, b, c’est a dire x € [a, b] tel que U'intervalle [x; z + €] C [a, b] contienne une racine
de f:

RETOURNE a

ou une valeur approchée par excés a e preés d’une racine de f sur [a,b], c’'est a dire
x € [a,b] tel que l'intervalle [z — e; ] C [a, b] contienne une racine de f :

RETOURNE b

ou encore les deux :

RETOURNE [a,b]

2.6. Code python.

def dichotomie(f,a,b,e):
assert f(a) *x f(b) < =0
while b—a > e:

m = (a+b)/2 # milieu
if f(a)xf(m) <= 0:
a, b=a,nn # Dichotomie a gauche
else:
a, b=m, b # Dichotomie a droite
return (a+b)/2
Hreturn a # pour une valeur par defaut a e preés
#return b # pour une valeur par exrceés a e pres
#return [a,b] # pour l|’intervalle a e prés

e Exemple : calcul d’une valeur approchée de v/2.

In [1] : £ = lambda x : x**%2—2
In [2] : dichotomie(f,0,3,0.001)
1.4139404296875
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3. APPLICATION RECIPROQUE D’UNE BIJECTION CONTINUE

Nous voyons (admettons) dans cette partie que I'application réciproque d’une bijec-
tion continue est-elle méme continue.

3.1. Le théoreme de la bijection.

Théoreme 9.

Si f est une application continue et strictement monotone sur un intervalle I, alors f
réalise une bijection de I vers son image, l'intervalle J = f(I).

De plus son application réciproque f=*: J — I est continue, strictement monotone et
a méme monotonie que f.

Exemple. L’application In : R} — R est la primitive de z ~— 1 qui s’an-
nule en 1. Ainsi In est dérivable, donc continue (cf. Chapitre ”Dérivabilité”) et stric-
tement croissante. Elle réalise donc une bijection de l'intervalle RY vers l'intervalle
] limg+ In, lim, o In[= R. Sa bijection réciproque exp : R — R* est aussi continue et
strictement croissante d’apres le théoreme de la bijection.

Remarque. Ce résultat est tres utile, mais c¢’est surtout un ”fourre-tout” ; on savait
déja établir la plupart de ses conclusions. La seule chose nouvelle, et importante, est la
continuité de la bijection réciproque d’une bijection continue. Mais c¢’est justement le
seul point que nous admettrons dans la preuve...

Démonstration. La stricte monotonie de f entraine son injectivité (cf. chapitre ” Ap-
plications”). Donc f réalise une bijection I sur son image J = f(I). Ainsi f : [ — J est
bijective. Son application réciproque f~!:.J — I est donc bien définie. Puisque f est
continue, D’apres le TVI (théoréme 6), J est un intervalle. Montrons que f~! a méme

monotonie que f : soient y; # y» quelconques dans J et xy = f1(y1), 2 = [ (o).
Alors :

e si f est strictement croissante :
Ty < Ty <= f(x1) < f(22)
<y = ) < [ ()

et donc f~! est aussi strictement croissante.

e si f est strictement décroissante :
Ty > 19 == f(11) < f(22)

yi <y = () > ()

et donc f~! est aussi strictement décroissante.

Il reste & montrer la continuité de f~!; nous 'admettons. ]

Exercice 6. Montrer que :
r — In(1+ 2?)

est continue et réalise une bijection de R, vers R,. Déterminer son application
réciproque ! et établir la continuité et la stricte monotonie de f~1.

13
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Résolution.

14
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3.2. Exemple : fonctions z — {/z.

Soit n € N* et f,, : x — z™ la fonction puissance n-ieme. La fonction f,, est dérivable
sur son domaine de définition (car polynomiale) avec pour dérivée f! : x — nz™ 1.

e Premier cas. Lorsque n est pair; Vo > 0, f/ () = nz"! > 0. L’application

fn:R+ — R
r — z"

est continue et strictement croissante. Son tableau de variation est :
T ‘ 0 400
+o0

0

fn réalise donc une bijection, continue, de R, vers R, .

D’apres le théoreme de la bijection, sa bijection réciproque :
R, — R,
r — {Jx
est continue et strictement croissante.

Propriété 10. Lorsque n € N* est pair la fonction v — {/x est bien définie sur R

et continue. Elle est strictement croissante et lim /z = +00.
Tr—+00

Démonstration. Il reste a prouver que liril {/x = +o0. D’apres le théoréme de la
T—r+00

limite monotone x — {/z admet une limite L € R en +oo. Par limite d'une composée :
lim 2" = +o0
Tr—+00 3 n/ n __ 3 o o
hgl =1L :>xgr+noo\/x —L:>x£rfoox—L:>L—+oo.
T—r+00

e La courbe représentative de x — /z s’obtient a partir de celle de z — z™ par une
symétrie d’axe y = z.

e Deuxiéme cas. Lorsque n est impair; Vo € R*, f/(z) = na"! > 0 (car (n — 1) est
pair). L’application
fnR — R
r — "
15
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est continue et strictement croissante. Son tableau de variation est :
T ‘ —00 +00

+00

() /

—0o0

fn réalise donc une bijection, continue, de R vers R.

D’apres le théoreme de la bijection, sa bijection réciproque :
R — R
r — Jx

est continue et strictement croissante.

Propriété 11. Lorsque n € N* est impair la fonction x — /x est bien définie sur R

et continue. FElle est strictement croissante, impaire et linIEl Vx = too.
T—r100

Démonstration. L’imparité découle de I'imparité de f,; n étant impair, Vo € R :
(—z)" = (=1)" x 2™ = —a™. En composant par {/ :

(VzeR,VyeR 2" =y < (—2)" = —y)

— (WeR,VyeR, Var = 3y = Y(—a)" = {1/_—y>
— (VzeRVyeR 2=y < —z= 1y

et donc Vy € R, {/—y = — /y, i.e. v — 3/ est impaire.

Il reste a prouver que lirf {/r = +00. Le méme argument que précédemment montre
T—rT 00

que lim /7 = 4o00. Par imparité, on en déduit que lim <z = —oo. |

T—r+00 T——00

e La courbe représentative de x — /z s’obtient a partir de celle de z — z™ par une
symétrie d’axe y = x.

e De plus par définition :

—Sinestpair:Vz e R, Vy e Ry, y = 2" < == /¥
— Sin est impair : Vo € R,Vy e R,y = 2" < z = 3/y.
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3.3. Exemple : la fonction arctan.

Considérons la restriction tan]_1 ] de la fonction tan a l'intervalle }—%, o [ Sur
272

cet intervalle tan est continue est strictement croissante. Ainsi tan] [ réalise une

[VE]

™
2

bijection de }—g, %[ sur }lim(fzﬂ tan, lim(ﬂf) tan[ =] — 00, +oo[=R.
2 2

Propriété 12.
La bijection réciproque de tan]_i 2 est :
272

arctan : R — }—%,g[

y +— arctan(y)

ou arctan(y) est lunique réel v € | =%, Z[ tel que tan(z) = y.
L’application arctan est continue, strictement croissante et impaire.

Démonstration. Tous les premiers points découlent du théoreme de la bijection. Il
reste a prouver I'imparité, elle découle de I'imparité de tan. En composant par arctan :

(Vx] —g, g[,‘v’y € R tan(z) =y <= tan(—x) = —y)
= <V$ € } —g, g [,Vy € R, arctan(tan(z)) = arctan(y)

<= arctan(tan(—z)) = amtan(—y))

— (Vw € } —g, g[,Vy € R,z = arctan(y) <— —x = arctan(—y))
et donc Vy € R, arctan(—y) = — arctan(y), i.e. arctan est impaire. |

e Valeurs remarquables de arctan :

y |0

o1 ol
:
=

NS

w3

arctan(y) | 0

e Limites aux bornes :

. us : 70
lim arctan = —— ; lim arctan = +—
— 00 2 +00 2

e De plus, par définition :

Yy € R, tan(arctan(y)) =y
Vo € ] —g, g [, arctan(tan(z)) = z

Vo € U } —g + km, g + km [, arctan(tan(z)) = z [n]
keZ
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e La courbe représentative de arctan s’obtient a partir de celle de tan] [ par une

ol

™
2

symétrie d’axe y = z :

[ [ e
| | s
[ e
| y=tanz |,
—— e _— - - Kz _
| u &
2 Ve
\ P
| a |
[ / [
7
‘ v
[ / [
[ 4 [
7
| / |
[ s [
7/
[ / [
| 4, y = arctanz |
[ [
[ [
[ [
[ [
— —
i 2
|2 21
[ [
[ [
[ 7 [
"/
[ 4 [
[ s [
\ 7 \
7/
| s |
[ 7 [
7
s |
[ s [
\ d \
7
| / |
e ™ \
, _Z
Y A ) L
P T
L0 [
/ | |
/ \ \
7/
s | |
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