Chapitre 18
Espaces probabilisés finis

http://www.i2m.univ-amu.fr/perso/jean-philippe.preaux/

1. EXPERIENCE ALEATOIRE, UNIVERS ASSOCIE ET EVENEMENTS

1.1. Expérience aléatoire et univers associé.

Définition 1.
e On appelle expérience aléatoire une expérience dont les issues possibles sont connues
a priori et peuvent varier lorsqu’on renouvelle ’expérience.

e On associe a une expérience aléatoire un ensemble €, appelé univers, dont les éléments
sont toutes les issues possibles de l’expérience. Ses éléments sont appelés les issues ou
cventualités.

Remarque. Dans tout ce chapitre on ne considérera que des expériences aléatoires
dont 'univers est fini : il y a un nombre fini d’issues possibles (ou éventualités).

Le cas des univers infinis ne sera traité qu’en deuxieme année.

Exemples.

¢ On lance un dé 6 ; on s’intéresse au numéro de face obtenu : c’est I'expérience aléatoire.
Pour univers associé on prendra €2 = [[1,6]].

e On tire une carte parmi un jeu de 32 cartes. C’est 'expérience aléatoire.
On s’intéresse a sa valeur et sa couleur.
On peut prendre comme univers : €2 = {7‘, 8M,...,Roid, As &} ;

mais aussi Q = {7,8,...,Roi, As} x {#, 0, O, &};

ou encore ) = [[1, 32] une fois décidé d’une numérotation des cartes (par exemple par
couleur #, 0, {, & puis par valeur 7, ..., 10, Valet, Dame, Roi, As).

Dans tous les cas 'univers a pour cardinal 32.

e On tire une main de 5 cartes dans un jeu de 32 cartes. Les éventualités sont les
combinaisons de 5 cartes parmi 32 cartes. On peut prendre pour univers I’ensemble des
5-combinaisons dans {7&, 8M, ... . Roidhe, As &} ; 'univers a pour cardinal (352).

Remarque. Le choix de I'univers dépend de la question posée. Si par exemple on lance
deux dés, I'un blanc 'autre noir.
— Si 'on s’intéresse au résultat des deux dés, en distinguant les 2 dés

(ex : (1 blanc, 6 noir) + (6 blanc, 1 noir)),
les éventualités sont les 2-listes (ou couples) d’éléments dans [[1, 6] ; 'univers est :

Q= [[1,6]° = {(1,1),(1,2),...(6,5),(6,6)}
(apres avoir convenu que la premiére composante est le résultat du dé blanc, la deuxieme
celui du dé noir, par exemple). L’univers a pour cardinal 36 = 6.

— Si 'on s’intéresse au résultat des deux dés sans distinguer les deux dés
1
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(ex : (1 blanc, 6 noir) = (6 blanc, 1 noir)),
on peut prendre pour univers :
Q= {(i,5) e [L6]° | i < j}

de sorte que chaque résultat, "un dé donne ¢ et 'autre j3”, ne soit comptabilisé quune
seule fois comme éventualité.

Le cardinal est (?) + (S) = 6+ 15 = 21 (nombre de doubles + nombre de non-doubles) ;

en effet :
Q= {(i,j) e [L,6]% | i =j}U{(i,J) e [[1,6]° | i <j}

J o /

Y Y
autant que de 1-combinaisons autant que de 2-combinaisons

et la réunion est disjointe.
— Si I'on ne s’intéresse qu’a la somme des deux nombres obtenus, on peut prendre :

Q= [2,12]; Card Q = 11.

1.2. Evénements.

Définition 2.

On considere une expérience aléatoire et sont univers associé §2.
e On appelle événement toute partie de §2.

o L’ensemble des événements est 2 (2).

On appelle événement élémentaire tout évenement qui est un singleton
(i.e. un événement réduit a une seule éventualité).

On appelle événement impossible : &.

On appelle événement certain : ).

Soit A  Q un événement ; son événement contraire est A = Cq A
e Deux événements A et B sont incompatibles si An B = &.

e On dit que I’événement A implique [’événement B si A c B.

o [’événement A ou B” est [’événement A U B.
o [’événement "A et B” est l’événement A n B.

Exemple. On lance un dé 6; on prend pour univers 2 = [[1,6].
— L’événement "le résultat est pair” est la partie P = {2, 4, 6} c Q.
— L’événement "le résultat est impair” est la partie [ = {1, 3, 5} c Q.

— Ces deux événements ont incompatibles : leur intersection est vide. Autrement dit
I’événement " P et I” est I’événement impossible.

— Ces deux événement sont contraires : P = I.

— L’événement ”obtenir 77 est I’événement impossible : &.

— Les événement élémentaires sont les singletons : {1}, {2}, e {6}

— L’événement "le résultat est pair” implique 1’événement ”le résultat est au moins 2” ;

en effet {2,4,6} < {2,3,4,5,6}.

Exercice 1.

On lance deux fois un dé 6. En prenant pour univers Q = [1,6]> décrire
mathématiquement les événements suivants :

— A : ”le premier lancer donne 1, le deuxieme donne 6,

— B : 7le deuxieme lancer donne 6”,
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Résolution.

Résolution.

2. ESPACES PROBABILISABLES FINIS

2.1. Définition.

2.2. Systeme complet d’évenements.
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] (j¢4i=:§L
i=1

e V(i,j)e[L,n]*ifj = AnA;=0.

vers €.

Autrement dit une famille d’événements 2 a 2 incompatibles dont la réunion est 1'uni-

Exemples.

— Pour tout événement A, la famille A, A forme un systeme complet d’événements.

— Trois urnes contiennent chacune des boules blanches et des boules noires. L’expérience
consiste a choisir une urne au hasard et a tirer une boule dans I'urne. Prenons pour

univers Q = [[1,3] x {B, N}.

— A = {1} X {B, N} est ’événement : ”on choisit I'urne 17.

— Ay = {2} X {B, N} est ’événement : ”on choisit I'urne 2”.

— As = {3} X {B, N} est I’événement : "on choisit I'urne 3”.

Ay, Ay, Az forment un systeme complet d’événements.

Durant I'expérience, un et un seul des événements A;, Ay, A3 sera réalisé.

2.3. Partition d’un événement.

Plus généralement :

Définition 5.

Soient (2, Z(Q)) wun espace probabilisable et A < Q un événement. Une
partition de ’événement A est une famille Ay, Ao, ..., A, d’événements tels que :
n
. U A=A,
i—1
e Vi, j)e[L,n]i+j = AinA =02
Remarque. Si A, Ay, ..., A, est un systeme complet d’événements, et si A est un
événement, la famille A n A, An Ay, ..., An A, est une partition de I’événement A.

En effet :

O(AmAi):AmOAizAmQ:A
i=1 =1

i+ = AnA)n(AnA)=(AnA)n(AinA)=Ano=0.
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3. ESPACES PROBABILISES FINIS

3.1. Probabilité.

Définition 6.
e Soit (2, () un espace probabilisable fini. On appelle probabilité sur (2, Z(Q)) (ou
probabilité sur ), toute application P : P (2) — [0, 1] vérifiant :

o P(Q) =1,

e V(A,B)e Z(0)?, AnB=2 = P(AuB) =P(4) +P(B).

o On appelle espace probabilisé fini tout triplet (2, 2(2),P) ou (2, 2()) est un
espace probabilisable fini et P est une probabilité sur (Q 2(Q)).

o Si A est un événement, P(A) est la probabilité de I’événement A.

La probabilité de I’événement certain est P(2) = 1. La probabilité de l’événement im-
possible est P(&) = 0.

3.2. Probabilité uniforme.

Proposition-Définition 7.
Soit (Q, Z(Q2)) un espace probabilisé fini; lapplication :

P,: 2(Q) — [0,1]
A Card A

Card €2
est une probabilité appelée probabilité uniforme.

Démonstration. L’application P, est bien définie car 2 est fini non vide donc

Card Q2 £ 0 et :
Card A

< < :
Ac Q) = 0<Card A< Card Q) = Cord O € [0,1]
Montrons que P, est une probabilité.
Card (2
“P(Q) = =
u(8) Card (2

— Soient A, B deux événements incompatibles. Alors An B =@ = Card AuB =
Card A + Card B donc :

Card A + Card B Card A Card B
P, (AU B
(AvB) = Card O = Card Q@ | Card 0

=P,(A) + P,(B)

Remarque. Quand choisir la probabilité uniforme ?

Lorsque tous les événements élémentaires sont équiprobables (c’est-a-dire de méme

probabilité g )-

C’est le cas implicitement lorsque dans 1’énoncé on a les locutions : "on choisit au
hasard...”, "on lance un dé non-pipé”, "on lance une piece équilibrée”.

5
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Exercice 3. On lance un dé 6 non-pipé. Quelle est la probabilité p d’obtenir un chiffre
pair ?

Résolution.

Exercice 4. On lance 2 dés 6 non-pipés. Quelle est la probabilité que la somme des
chiffres obtenus soit égale a 27 a 37 a 47

Résolution.

3.3. Exemple de probabilité non-uniforme.

Exemple.

Une urne contient 5 boules indiscernables au toucher, 3 blanches et 2 noires. On tire
une boule dans I'urne et on s’intéresse a sa couleur; les issues possibles sont blanc et
noir. On choisit comme univers {2 = {B N }; quel espace probabilisé considérer 7 (ou
en d’autres termes de quelle probabilité P le munir 7) Pour cela il faut définir 'image

par P de tous les éléments de () = {@, {B},{N},{B, N}}
Par définition : P(@) = 0 et P ({B,N}) = P(Q2) = 1. On définit P en posant :

3 2

PBY -2 o Ry -2
En effet : changeons I'univers pour nous retrouver dans une situation d’équiprobabilité.
En distinguant les boules noires et blanches a 1’aide d’'une numéro By, Bs, B3 et Ny, Ns,
et en considérant 'univers ) = {Bl, B, B3, Ny, NQ}, chaque issue devient équiprobable.
On munit €2 de la probabilité uniforme P,. I.’événement " Tirer une boule blanche” cor-
respond a I’événement {Bl, B, Bg}, et 'événement " Tirer une boule noire” correspond

a ’événement {Nl,NQ}. Ainsi :

Card {By, B,, B 3
]P’({B}) =P, ({BI7B2;B3}) - Card {Bl{B: Bj Nj}Nz} N 5
Card {Ny, N»} 2

P({N}) =Py ({Nl’N2}) - Card {Bl,BQaBBaNbNQ} B 5

6




BCPST1 Espaces Probabilisés finis Lycée Fénelon

3.4. Propriétés.

Toute probabilité vérifie les propriétés suivantes.

Propriété 1.

Soit (2, Z(Q),P) un espace probabilisé fini. Alors :

e VAe Z2(0), P(A) =1-P(A).

° P(@) = 0.

e V(A,B)e 2(0)?*, Ac B = P(A) < P(B).

e V(A,B)e 2(Q)?, P(Au B) =P(A) + P(B) — P(An B).
o 5i Ay, As, ..., A, est une partition de [’événement A :

P(A) = P(A1) + P(4s) + - + P(A4,) = > P(A4).

=1

Démonstration. On montre successivement les 5 propriétés :

e’ P(A)=1-P(A)7

A et A forment un systeme complet d’événement : AU A =Q et An A= . Donc :
1=PQ)=P(AuA) =P(A) +P(A) = P(A) =1-P(A)

e’ P(2)=07

D’apres la propriété précédente :
P@)=1-P@)=1-P(Q)=1-1=0.
e? Ac B = P(A) <P(B)?

Si A c B, Aet BN\ A forment une partitionde B: Au(B~\A) = Bet An(B\A) = 2.
Donc :

P(B) =P(A) + P(B\ A)
Or par définition P(B \ A) = 0, donc P(A) < P(B).

«?P(AUB) =P(A) +P(B) —P(An B)?

On a:
AuB=Au(B~NA) = PAUB)=PA) +P(B\A) (1)

An(BNA)=2
et
B=(B~\A AnB P(B)=P(BNA)+P(An B 2

(BA)U(AND)  —  PB)-PBNA)+PAND) ()
Ainsi de (1) et (2) découle :

P(Au B) 5 P(A) + P(B N\ A) 5 P(A) + P(B) —P(An B)

1 2

e Soit Ay, As, ..., A, une partition de I’événement A; montrons par récurrence sur

neN* que P(A) = > P(4)).
(I) Pour n = 1, A = Ay et P(A) = P(A;) = 31_ P(4,).

(H) Supposons l'assertion vraie au rang n € N* fixé. Soit A;, As, ..., A, 41 une partition
de A. Posons B = A u--- U A,. Ainsi Ay,..., A, est une partition de B, donc par
hypothese de récurrence :
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Mais d’autre part : A = (A u---UA,) VA1 =BUA,;1et BnA, 1 =J;en effet :
BnA,i=A10--UA)NnA
= (A1 nAp) U U (A0 Anga)
-
Ainsi par définition d’une probabilité :

n+1

P(4) = P(B) + PlAnsr) 12 DTP(A) + Pldnir) = 3, P(A,

L’assertion reste vraie au rang n + 1. On conclut a ’aide du principe de récurrence. Bl

3.5. Comment définir une probabilité ?

Théoreme 2.

Soit (2, () un espace probabilisable fini avec Q = {wi,ws,...,w,} de cardinal n.
Soit p1,pa, ..., pn une famille de n réels positifs.

Pour qu’il existe une probabilité P telle que :

Vie[1,n], P({w}) = pi,

sz =
i=1
De plus, dans ce cas :

VAe £(Q) Z p; = Z ({wi})

i€[1,n]] wi€A
w;EA

il faut et il suffit que :

Démonstration. On montre deux implications.
Si IP est une probabilité sur 2 telle que Vi € [1,n], P ({wz}) = p;, alors puisque

la famille d’événements élémentaires {wl}, {wg}, cee {wn} est une systeme complet
d’événements :

ZP{% Zm
De plus YA € Z(Q2), on a bien P(A Z P = Z {wz}) (partition de A).

ie[1,n]] wi€A

w; €A

Supposons que Z p; = 1 et définissons I'application P sur &(£2) par :
i=1

VAe 2(Q), P(A) = > pi

Puisque les p; sont tous positifs :

Ainsi, cela définit 'application P : 22(Q2) — [0, 1]. Montrons que c’est une probabilité
sur ). Il y a deux points a vérifier :
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Z pi = Zpi = 1.
i=1

i€[1,n]]

w; €N
e Soient A et B deux événements incompatibles, i.e. A n B = @. Quitte a renuméroter
les w;, on peut supposer que :

A= {wl,w2, e ,wq} et B= {wq+1,wq+2, . ,wr}

avec (¢q,7) € [0,n]* et ¢ <7 (A ou B peut étre vide). Alors :

P B = 3 pi= 3 - zpz > b= P(4) + B(B).

i€[[1,n]] i=q+1
w;,€EAuUB
Ainsi les deux point sont vérifiés : P est une probabilité sur ). |

Exercice 5. On lance un dé 6 pipé de sorte que la probabilité d’obtenir une face est
proportionnelle a la valeur de la face.

a) Quel espace probabilisé est a considérer ?
b) Quelle est la probabilité que le résultat du lancer soit un nombre pair ?

Résolution.

Exemple.

On lance deux dés 6 non-pipés et ’on s’intéresse a la somme des chiffres obtenus ; comme
dans un exercice précédent. Mais cette fois on choisit comme univers 2 = [[2,12]. De
quelle probabilité la munir ?

Notons les événement élémentaires A; = {k} pour tout k£ € €. On n’est pas en
situation d’équiprobabilité puisque, comme déja calculé plus haut, P(Ay) 4 P(A3).
Considérons I'univers ' = [1,6] x [[1,6]] muni de la probabilité uniforme. Alors,

dans cet univers :
A ={G.5) e 0,607 | i +j = k}

Calculons son cardinal.

9
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— Premier cas : si k€ [[2,7,] :
Alors 7, 7 varient simultanément de 1 a k—1et de k—1 a 1, et donc Card A, =k — 1.
(Voir aussi une exercice déja traité du chapitre ” Dénombrements”). Ainsi :

Card 4, k-1

Pu(Ar) = Card B 36

— Deuxieme cas : si k € [[8,12,] :
Dans ce cas i, j varient simultanément de £k — 6 a 6 et de 6 a kK — 6, et donc Card A, =
6—(k—6)+1=13—Fk. Ainsi :
Card A, 13 —k&
P.(AL) = = .
(4) Card 36
Bien sur, puisque As, Az, ..., Ajp forment un systéeme complet d’événements (le
résultat ne peut étre que 2, 3,...,12), on a bien Z}fﬂ P.(Ag) = 1.
Ainsi, on doit munir Q = [[2,12]] de la probabilité P définie par :
L sike[2,7]

Vke[2,12], P ({k}) = {% si ke [8,12]

Que l'on peut représenter graphiquement :

| B({r})

o
B
(@31
(=}
N
oo
Nej

0 1 10 11 12 13 k&

Exercice 6.

Lors d'un jeu, deux dés sont lancés, et on vous demande de miser sur la parité du
résultat : la somme des dés est-elle paire ou impaire ?

Votre ami vous conseille de miser sur les pairs : ”car entre 2 et 12 il y a plus de nombres
pairs qu’impairs”, dit-il.

Que lui répondez-vous ? Devriez-vous miser plutot sur les pairs ou les impairs ?

Résolution.

10
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4. PROBABILITES CONDITIONNELLES

4.1. Définition.

Définition 8.

Soit (2, Z(Q),P) un espace probabilisé fini et soit A un événement tel que P(A) % 0.
Pour tout événement B < , on appelle probabilité de B sachant A, notée P(B/A) ou
Pa(B), le réel :

P(An B)

P(B/A) = —5rp

Exemples.

e On lance un dé 6 non pipé. Sachant que la face obtenue est paire, quelle est la pro-
babilité que ce soit un 27 un 37

Considérons I'univers 2 = [[1,6]] muni de la probabilité uniforme et les événements :
— A : 7le résultat est pair” ; A = {2,4,6}.
— B : 7"le résultat est 27 ; B = {2}
— (' : e résultat est 37 ; C' = {3}

CPAnB) PR L 1

FBA = "5y = B(A) 3" 3
P(AnC) P@) 0

PO/ = =50 = by =1 =0

1
La probabilité d’obtenir 2 sachant que le résultat est pair est —.

La probabilité d’obtenir 3 sachant que le résultat est pair est nulle.

e On considere une famille ayant 2 enfants. Sachant que 1'un des enfants est une fille
quelle est la probabilité que lautre soit un gargon? (on suppose qu’a la naissance,
chaque genre est équiprobable).

Soit 2 = {(G, G), (G, F),(F,Q), (F, F)} muni de la probabilité uniforme, et les événements :

— A : "T'un des enfants est une fille”,
— B : I'un des enfants est un garcon”.

On doit calculer P(B/A) :
_P(AnB)  P{(GF)(FG})
BB = =@ = P ). G F), (RO

Sachant que I'un des deux enfants est une fille, la probabilité que I'autre soit un gargon

NS ENTN
|

est de —.
3

11
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4.2. Propriétés.

Proposition-Définition 9. Soit (2, Z(Q),P) un espace probabilisé fini et soit A un
événement tel que P(A) £ 0. L’application :
Py: 2(Q) — [0,1]
B — P(B/A)
est une probabilité sur ), appelée probabilité conditionnée par A.

Démonstration. Montrons d’abord que I'application est bien définie. Soit B un événement
P(An B
quelconque. Puisque P(A) + 0, PA(B) = % est bien défini et positif. De plus

P(An B
AnBcA — P(AnB) <P(4) — 0< A
P(A)>0 P(A)
ainsi P4(B) € [0, 1]; Iapplication P4 est bien définie.
Il faut maintenant montrer que c’est une probabilité; il y a deux conditions a vérifier.

P(Q2n A
o}P’A(Q)z(P(—mA));orACQ — OnNnA=A4A = Pu(N)=1.
e Soient B et C' deux événements incompatibles : B n C' = &.

P(An(BU(C)) P(AnB)u(An(C))
[PA(BUO)— P(A) = P(A)
Or B et C étant incompatibles, il en est de méme de An Bet An C' :

BnC=9 = (AnB)n(AnC)=(AnA)n(BnC)=Ano=2.

Ainsi :
 P(AnB)u(AnC)) PAnB) PAnNC)
Pu(BuC) = BA) = —FA) + B(A) =P4(B) + P4(C)
Ainsi P4 est une probabilité sur €. |

En particulier, toutes les propriétés vérifiées pour une probabilité, le sont aussi pour
une probabilité conditionnée.

Propriété 3. Sous les mémes hypotheses :

e VBe Z(0), Pa(B) =1—Py(B).

° PA(@) = 0.

e V(B,0)e Z(0)?, Bc C = P(B) <P4(0).

e V(B,C) e Z(0)?, Pa(BuUC)=Pu(B) +P4(C) —P4(Bn ).
e Si By, By, ..., B, est une partition de l’événement B :

PA(B) = IPA(Bl) a4 ]P)A(BQ) qF oo FF PA(BTL) = iPA(Bz)

12
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5. FORMULE DES PROBABILITES COMPOSEES

Il découle immédiatement de la formule des probabilités conditionnelles la formule
suivante qui permet le calcul de la probabilité de I'intersection de deux événements.

Propriété 4. Formule de conditionnement.

Soit (2, 2(Q),P) un espace probabilisé fini et A et B deux événements avec P(A) % 0.
Alors :

P(A ~ B) = P(A) x P(B/A)].

% dont on déduit P(A n

B) = P(A) x P(B/A). ]

Démonstration. Sous ces hypotheses : P(B/A) =

Exercice 7. Une urne contient 3 boules blanches et 2 boules noires indiscernables au
toucher. On tire successivement et sans remise deux boules dans 'urne. Quelle est la
probabilité d’obtenir une blanche suivie d’une noire ?

Résolution.

Remarque. En général on applique cette formule dans 1’ordre chronologique : on
calcule la probabilité du premier événement P(A) puis on calcule la probabilité du
deuxieme événement conditionnée par le premier, P(B/A) directement en se plagant
dans la situation ou A est réalisé (on n’utilise pas la formule des probabilités condi-
tionnées pour le calcul de P(B/A)).

La formule de conditionnement se généralise pour le calcul de la probabilité de I'in-
tersection de plusieurs événements. C’est la formule des probabilités composées :

Théoreme 5. Formule des probabilités composées.
Soit (2, Z(Q),P) un espace probabilisé fini. Soient n € N \ {O, 1}, et des événements
Ay, Ag, .o Ay tels que P(Ayn As - Ap—q) £ 0. Alors -

P(A; n Ay - nAy) =P(Ar) x Pa, (A2) X Pana,(A3) X oo X Pansgmna, i (An) |

Démonstration. Par récurrence sur n > 2.
(I) pour n = 2 c’est la formule de conditionnement.

(H) Supposons 'assertion vraie au rang n > 2 fixé. Soit Ay, Ao, ..., Ay, Appy tels que
P(AinAsn---nA,) £0.
13
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L’événement Ay N Ay N --- N A, implique I'événement A1 " Ay n---n A,_1 car :
AnAyn-nA,=(AinAsn-nA,1)nA, < AnAn---nA,
et donc :
0<PA nAyn--nA) <PAINnAsn--nA,q);
en particulier P(A; n Ay n--- n A,—1) £ 0. On peut donc appliquer 'hypothese de

récurrence a Ay, Ag, ..., A,.
D’apres la formule de conditionnement :

P(Ai -0 Ay Angr)
=P(Ain--nA)nA)

= P(Al ARERNA An) X PAlm---mAn(An+1)

(;R)P(AO X Py (A2) X -+ X Paynagnna, 1 (An) XPasnna, (Antt)

=P(A1n-nAp)

L’assertion reste donc vraie au rang n + 1.

On conclut a I’aide du principe de récurrence. |

Exemple. Une urne contient 6 boules indiscernables au toucher : 1 blanche, 2 vertes
et 3 rouges. On tire successivement et sans remise toutes les boules de 'urne. Quelle
est la probabilité de tirer les boules dans ’ordre suivant : BV RV RR?

Notons B; (respectivement V;, R;) les événements : "la i-eme boule tirée est blanche
(respectivement, verte, rouge)”; i € {1,6}. On applique la formule des probabilités
composées pour calculer la probabilité de I’événement :

BinVon R3nVyn Rs n Rg.
L’évenement By n Vo n R3 NV, N Ry est de probabilité non-nulle donc :
P(BinVon RsnVyn Rs N Rg)
=P(B:) x Pp,(V2) X Pp,~15(R3) X P avenrs (Vi) X P avanrsavy (Rs)

X PBlmvngng4mR5 (RG)

D=
X
(G2 )
X
=~ w
X
L =
X
DO DO
X
[l B
|
|

Remarque. Autre méthode.

En numérotant les boules chaque issue est équiprobable et I'univers est 1’ensemble des
permutations de 6 éléments ; son cardinal est donc 6!.

Mais il y a 2! = 2 issues ou les vertes sont a la méme position et 3! = 6 issues ou les
rouges sont aux mémes positions ; donc 2 x 6 issues donnant le résultat recherché.

x6 2 2 1
6! 5 120 60

2
Soit une probabilité de

Exercice 8.

Une urne contient 4 boules blanches et 3 boules noires indiscernables au toucher. on
tire successivement et sans remise 4 boules dans I'urne. A l'aide de la formule des
probabilités composées, calculer la probabilité d’obtenir 2 boules blanches et 2 noires
dans cet ordre.

14
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Résolution.

Remarque. Autre méthode.
En numérotant les boules chaque issue est équiprobable. L’ univers 2 est I’ensemble des
4-listes sans répétitions dans un ensemble de cardinal 7. Son cardinal est donc :

!
Card(Q)=ﬁ=7x6x5x4.

Les issues favorables sont constituées (d'un couple) d’'une deux liste sans répétition
parmi les 4 blanches, et d’une 2-liste sans répétition parmi les 3 noires; donc
3—5x?—i=(4x3)x(3x2)
issues donnant le résultat recherché. La probabilité est donc :
4x3x3x2 3
Tx6x5x4 35
(C’est quand méme plus simple d’appliquer la formule des probabilités composées...)

15
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6. FORMULE DES PROBABILITES TOTALES

Le calcul d’une probabilité nécessite souvent une partition de cas, que l'on avait
coutume de schématiser dans le secondaire a l’aide d’un arbre. Le plus souvent, ca
revient ce calcul sur un arbre revient a effectuer le calcul en partitionnant sur un
systeme complet d’événement et a appliquer la formule des probabilités totales :

Théoreme 6. Formule des probabilités totales.
Soit (2, Z(Q),P) un espace probabilisé fini. Soient n € N* et Ay, Ay, ..., A, un systéme
complet d’événements. Alors pour tout événement B :

Zn: (A; n B)|.
=1

Si de plus Vi € [1,n], P(A;) £ 0 :

P(B) = Z P(A;) x P(B/4;) |

Remarque. Schématisons a l'aide d’un arbre, la formule

P(B) = > P(A;) x P(B/A;)

=1

M B
s

A B
@\@ b

Ay
Q : B
: B

Anfl

3 < B
%) B
P(B/A,)
~ B

On veillera bien a perdre ’habitude du calcul a ’aide d’un arbre, au profit de cette
formule ; sauf éventuellement lorsque le SCE contient entre 2 et 4 événements.

Démonstration. Si A, A, ..., A, est un systeme complet d’événement alors A; N B,
Ay N B,..., A, n B est une partition de B ; en effet :

O(AmB (UA)mB QnB=B

i=1 =1
it —= (AinB)n(AjnB)=(AnA)n(BnB)=0nB=0.

par associativité et commutativité de n et distributivité de n sur u.
n

Ainsi (cf. propriété 1) : P(B) = Z]P’(Ai N B).

=1

16
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Si de plus pour tout i € [1,n]], P(A;) £ 0, alors d’apres la formule de conditionnement

Ainsi : P(B) = Y | P(4;) x P(B/A,). |

Exemple. 3 urnes a,b, ¢ contiennent des boules blanches et noires :

— a contient 1 boule blanche et 1 noire,

— b contient 1 boule blanche et 2 noires,

— ¢ contient 1 boule blanche et 3 noires.

On choisit une urne au hasard, et on tire une boule dans I'urne. Quelle est la probabilité
de tirer une boule blanche ?

Soit A (respectivement B, C') I’événement : ”on choisit 'urne a” (respectivement b,c) ;
A, B,C est un systeme complet d’événement. Soit E 1’événement ”on tire une boule
blanche”. D’apres la formule des probabilités totales :

P(E) = P(A) x P(E/A) + P(B) x P(E/B) + P(C) x P(E/C)

1X1+1X1+1X1_1+1+1_6+4+3_13
372 373 374 6 9 12 36 |36

&=

Wl

o)
| =
Sy
/\gh‘ /\KH /\M’_
&l &

&=

17
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7. FORMULE DE BAYES, OU DE ”PROBABILITE DES CAUSES”
Théoreme 7. Formule de Bayes.

Soit (Q, 2(Q),P) un espace probabilisé fini. Soient n € N* et Ay, Ao, ..., A, une systéme

complet d’événements tels que Vi € [[1,n]], P(A;) £ 0. Soit B un événement tel que
P(B) 4 0; alors pour tout i € [1,n] :

P4 (B) x P(4) Pss(B) X P(4:)
AT TTRE) TSP < PalB)

Démonstration. Soit i € [1,n]), par définition d'une probabilité conditionnée : Pg(A;) =

et d’apres la formule de conditionnement :
P(B) P

P(B n A, P. (B) x P(A;
Pp(4;) = (Bnd) _Pa(B) xP(A)
P(B) P(B)
D’apres la formule des probabilités totales, avec pour SCE A;, Ay, ..., A, :
D P(A;) x Py, (B), et donc :

P4, (B) x P(4;)
Pp(4;) = Z?_TP(AZ') x Py, (B)

Un cas particulier récurrent est donné par :

Corollaire 8.

Soient A un événement tel que 0 < P(A) < 1 et B un événement tel que P(B) + 0.
Alors :

Pa(A) = PA(B) x P(A) PA(B) x P(A)
& P(B) PA(B) x P(A) + Px(B) x P(A)

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théoreme avec pour SCE A, A. ]

Exercice 9. Le quart d’une population a été vacciné contre la grippe. Au cours d’une
épidémie, on constate qu’il y a parmi les malades 1 vacciné pour 4 non-vaccinés.
(1) Le vaccin est-il efficace ?

(2) On sait en outre que parmi les vaccinés 1 personne sur 12 est malade. Quelle
est la probabilité de tomber malade pour une personne non vaccinée ?

Résolution.

18
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8. INDEPENDANCE

8.1. Evénements indépendants.

Définition 10.

Soit (2, Z(Q),P) un espace probabilisé fini. On dit que deuzx événements A et B sont
indépendants si P(A n B) = P(A) x P(B).

Exemple. On lance un dé 6 non pipé; on considere les deux événements :
— A : "obtenir un chiffre pair”,
— B : 7obtenir un chiffre > 3”.
A et B sont-ils indépendants ?

On calcule P(A),P(B),P(An B) :

~ Card {2,4,6} 1 _ Card {3,4,5,6} 2

P(4) = Card [[1,6] 2 + P(B) = Card [[1,6] 3 ;
P(A  B) :gzrni—m‘:% — P(An B) = P(4) x P(B)

Oui les événements A et B sont indépendants.

8.2. Propriétés.

Propriété 9.
Soient (2, Z(Q2),P) un espace probabilisé fini, et A et B deuzx événements.
e SilP(A) +0, A et B sont indépendants < Pa(B) =P(B).

e Si A et B sont incompatibles et si P(A) £ 0 et P(B) £ 0 alors A et B ne sont
pas indépendants.

o A et @ sont indépendants; A et Q sont indépendants.

e Si A et B sont indépendants alors A et B sont indépendants, A et B sont
indépendants, A et B sont indépendants.

Démonstration. On les démontre dans ’ordre.
e SiP(A) % 0, d’apres la formule de conditionnement P(AnB) = P(A) xP4(B). Ainsi A
et B sont indépendants ssi P(An B) = P(A) xP(B) = P(A) x P4(B) ssi P(B) = Pa(B).

e Soient A et B incompatibles: AnB =@ = P(An B) =0+ P(A) x P(B) puisque
P(A) + 0 et P(B) 4 0.

e A et @ sont indépendants : P(An @) =P(@) =0 =
A et  sont indépendants : P(A n Q) =P(A) = P(A) x

e Supposons que P(A n B) = P(A) x P(B); montrons que A et B sont indépendants.
B=QnB=(AuA)nB=(AnB)u(AnB)
Or (A n B) et (AN B) sont incompatibles puisque A et A le sont. Ainsi :

P(B) =P(An B) +P(An B) =P(A) x P(B) + P(A n B)
20
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On en déduit :
P(An B) =P(B) —P(A) x P(B) = (1 -P(A)) x P(B) = P(A) x P(B)
Ainsi A et B sont indépendants.

Puisque A et B jouent le méme role, par symétrie A et B sont aussi indépendants.
Mais alors d’apres ce que 'on vient d’établir A et B le sont aussi. |

Exemple. On reprend 'exemple précédent :
— A : 7obtenir un chiffre pair”,
— B : 7obtenir un chiffre > 3”.

e Les événements B et C' : ”Obtenir un chiffre impair” sont ils indépendants ?
Oui, car A et B sont indépendants et C' = A.

e Les événements A : "obtenir un chiffre pair” et C' : "obtenir un chiffre impair”

sont-ils indépendants ?
Non, car ils sont incompatibles : An C = A n A = @ et de probabilités non nulles.

8.3. Expériences indépendantes.

Définition 11.

Soient deux expériences &1 et & d’univers associés §1 et Qo mumnis respectivement des
probabilités Py et Ps.

L’expérience consistant a réaliser les deuxr expériences & suwivi de & a pour univers
associé £y x .

On dit que les expériences & et & sont indépendantes si (21 X (29 peut étre muni d’une
probabilité P telle que;

VA c Ql,VB (e Qg, ]P)(A X B) = ]P)l(A) X ]PQ(B)

Remarque.

Autrement dit : VA < Q1,VB < (2, les événements : Ax )y et ) x B sont indépendants
dans (Ql X QQ, ;@(Ql X QQ),]P)

En effet :
Asz{(a,b)teng|a€A,beB}
:{(a,wg)eﬁlxQQ|aeA}m{(w,b)teng|beB}
= (A x Q) n (2 x B)
et :

P(A x Q) =P1(A) ; P( x B) =Py(B).

Dans la pratique deux événements décrivants les issues de deux expériences indépen-
dantes sont eux-mémes indépendants.

Remarque. Deux expériences dont les issues de I'une n’influent pas sur I'autre sont

implicitement considérés comme indépendantes ; exemples :

— on lance deux fois un dé 6; les deux lancers sont indépendants,

— on tire successivement et avec remise deux boules dans une méme urne; les deux

tirages sont indépendants,

— on tire successivement et sans remise deux boules dans une méme urne; les deux
21
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tirages ne sont pas indépendants : le contenu de I'urne a changé a la suite du premier
tirage.

Exemples. On lance deux fois un dé 6 non pipé. Quelle est la probabilité d’obtenir
un double 6.

Les deux lancers sont indépendants; soit A 1’événement : ”le premier dé donne 6” et
B T'événement : "le deuxieme dé donne 6”. Les événements A et B sont indépendants,
donc : P(AnB)=P(A) xP(B)=1x1l=.1

6 " 6 36

8.4. Indépendance mutuelle.

Définition 12. Soit (2, Z(R2),P) un espace probabilisé fini. Soit Ay, As,... A, une
famille d’événements. On dit que Ay, As, ..., A, sont mutuellement indépendants si

pour toute partie I < [[1,n] :
P (ﬂ Ai> =[P4

el el

Remarques.

e Si les événements (4;) ie[1,,] SO0t mutuellement indépendants, il en est de méme des

événements (A4;),.; quelque soit J < [1,n]).

e Les événements (Ai)ie[[l,n]] sont 2-3-2 indépendants si pour tout (4, ) € [[1,n]?, tels
que 7 £ j, A; et A; sont indépendants.

Si les événements (A;);cp; ,,p sont mutuellement indépendants alors ils sont aussi 2 &
2 indépendants. La réciproque est fausse (voir exemple plus loin).

Définition 13.

Soient n € N \ {O, 1} et n expériences aléatoires &1, 85, ...,6, dunivers associés
1, s, ..., munis respectivement des probabilités Py, Py, ... P,.

L’expérience consistant a réaliser les n expériences &1, 8s, . .., E, a pour univers associé
QIXQQX XQn.

On dit que les expériences &1, 85, . ..,&, sont indépendantes si 0 x Qg x -+ - X Q,, peut

étre muni d’une probabilité P telle que ;

VA; © 1, YAy © Qy,.. . VA, © Qp, P(Ag x Ag x -+ x Ay) = [ [Pi(A)).

=1

Remarque.

Autrement dit : VA, < Qy,VAy € Qo,..., VA, < Q,, les événements :
A1XQ2X---XQn
O x Ay x -+ xQ,

91XQQX---XAn

sont mutuellement indépendants dans €2y x €25 x - -+ x €, muni de P.
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En effet :
Ay x Ag x o x Ap = (A1 x Qo x - x Q)N (Q X Ay x -+ x Q)
N (2 x Qg x oo x Ay)

]P)(Al X Qz X - X Qn) = Pl(Al)
P(Ql X AQ X oo X Qn) = PQ(AQ)

]P)(Ql X QQ X X An) = Pn(An)

Exemple. On tire successivement et avec remise n boules dans une urne contenant une
boule blanche et une boules noire. Quelle est la probabilité de ne tirer que des blanches ?

Soit B; I'événement : ”la i-ieme boule tirée est blanche”. Les tirages se faisant avec
remise ils sont indépendants. Ainsi :

1

n n 1
P(BinByn---nB,) = [P(B) =1‘[5 = o
i=1 i=1

1
La probabilité de ne tirer que des boules blanches est on

8.5. Exemple.

Résolution.
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Remarque. La notion d’indépendance dépend de l'espace probabilisé considéré, et
notamment de la probabilité dont 'univers est muni. Deux événements indépendants
dans (2, Z(Q),P) ne le sont plus nécessairement si ’'on change P, par exemple par P.
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