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Chapitre 19

Dérivabilité
http://www.i2m.univ-amu.fr/perso/jean-philippe.preaux/

Dans ce chapitre toutes les applications sont réelles.

1. Dérivabilité

On rappelle qu’une partie D Ă R est un voisinage du réel x0 si il existe r ą 0 tel que
sx0 ´ r, x0 ` rr Ă D.

1.1. Dérivabilité en un point.

Définition 1.
Soient D un voisinage de x0 P R et f : D ÝÑ R une application. On dit que
f est dérivable en x0 si l’application (appelée ”taux d’accroissement de f en x0”) :

Tx0f : D r
 

x0
(

ÝÑ R

x ÞÝÑ
fpxq ´ fpx0q

x´ x0
a une limite finie en x0 ; c’est-à-dire :

D` P R, lim
xÑx0

fpxq ´ fpx0q

x´ x0
“ `

ou encore :

D` P R, lim
hÝÑ0

fpx0 ` hq ´ fpx0q

h
“ `.

Dans ce cas, la limite ` est appelée le nombre dérivé de f en x0 et noté :

` “ f 1px0q “
df

dx
px0q .

Remarque. (Motivation Physique).

En physique, si un mobile se déplace le long d’un axe, en notant x : t ÝÑ xptq sa
position en fonction du temps, alors Tt0ptq est la vitesse moyenne mesurée entre les
temps t0 et t, tandis que x1pt0q est la vitesse instantanée du mobile au temps t0. Les
physiciens la notent aussi :

9xpt0q “ x1pt0q “
dx

dt
pt0q.

En considérant les applications :

dxpt0q : R ÝÑ R
h ÞÝÑ x1pt0q ˆ h

et
dt : R ÝÑ R

h ÞÝÑ h

”différentielle de x en t0” ”différentielle de l’identité”

on peut écrire l’équation fonctionnelle :

dxpt0q “ x1pt0q ˆ dt

c’est-à-dire :
@h P R, dxpt0qphq “ x1pt0q ˆ h
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BCPST1 Dérivabilité Lycée Fénelon

1.2. Exemples.

‚ Soit pa, bq P R2 ; l’application affine :

f : R ÝÑ R
x ÞÝÑ ax` b

est dérivable en tout point x0 P R. En effet :

Tx0fpxq “
fpxq ´ fpx0q

x´ x0
“
ax` b´ pax0 ` bq

x´ x0
“
apx´ x0q

x´ x0
“ a ÝÑ

x0
a

Ainsi f est dérivable en tout réel x0, de nombre dérivé f 1px0q “ a .

‚ Soit n P N ; l’application
f : R ÝÑ R

x ÞÝÑ xn

est dérivable en tout point x0 P R. En effet :
– Si n “ 0 ; ça découle du point précédent avec pa, bq “ p0, 1q. Dans ce cas f 1px0q “ a “ 0.
– Si n P N˚ :

Tx0fpxq “
fpxq ´ fpx0q

x´ x0
“
xn ´ xn0
x´ x0

“
x´ x0
x´ x0

ˆ

n´1
ÿ

k“0

xkxn´1´k0

Ainsi :

lim
xÑx0

Tx0fpxq “
n´1
ÿ

k“0

xn´10 “ nxn´10

Donc f est dérivable en tout x0 P R et f 1px0q “ nxn´10 .

‚ L’application cos est dérivable en tout x0 P R. En effet :

Tx0 cospx0 ` hq “
cospx0 ` hq ´ cospx0q

h

“
cospx0q cosphq ´ sinpx0q sinphq ´ cospx0q

h

“ cospx0q ˆ
cosphq ´ 1

h
looooomooooon

„
0

´h2

2h
ÝÑ
0

0

´ sinpx0q ˆ
sinphq

h
loomoon

ÝÑ
0

1

Donc
lim
hÝÑ0

Tx0 cospx0 ` hq “ ´ sinpx0q.

Ainsi cos est dérivable en tout x0 P R et cos1px0q “ ´ sinpx0q .
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1.3. Interprétation graphique.

Soit f : D ÝÑ R, x0, x deux réels distincts dans D et M0px0, fpx0qq, Mpx, fpxqq les
points correspondants sur la courbe Cf . Les vecteurs :

ÝÝÝÑ
M0M

ˆ

x´ x0
fpxq ´ fpx0q

˙

;
ÝÑ
Tx

ˆ

1
fpxq´fpx0q

x´x0

˙

sont colinéaires :
ÝÑ
Tx “

1

x´ x0
.
ÝÝÝÑ
M0M .

tangente en M0

x0 + 1

−→
Tx

M0

−→
Tx0

M
f(x)

xx0

f(x0)

L’application f est dérivable en x0 si et seulement si le vecteur
ÝÑ
Tx ”tend” lorsque

x ÝÑ x0 vers le vecteur :
ÝÑ
Tx0 “

ˆ

1
f 1px0q

˙

.

C’est un vecteur tangent à la courbe représentative Cf de f au point M0px0; fpx0qq.

Dans ce cas, on appelle droite tangente à Cf en M0 la droite passant par M0 et de

vecteur directeur
ÝÑ
Tx0 .

Le nombre dérivé f 1px0q est la pente de la droite tangente à Cf en M0px0, fpx0qq.
L’équation de cette tangente est :

y “ fpx0q ` f
1
px0qpx´ x0q .

Remarques.

‚ Si lim
xÑx0

fpxq ´ fpx0q

x´ x0
“ ˘8, alors f n’est pas dérivable en x0, mais Cf admet une

tangente verticale en M0px0, fpx0qq : le vecteur
ÝÑ
Tx tend vers une vecteur vertical.

Exemple. la fonction racine carrée x ÞÝÑ
?
x : sa courbe admet une tangente verticale

orientée vers le haut au point Op0, 0q :
?
x´

?
0

x´ 0
“

1
?
x
ÝÑ
0`
`8
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y =
√

x

O

‚ Lorsque le taux d’accroissement n’a pas de limite en x0, la courbe de f n’admet pas
de tangente au point de coordonnées px0, fpx0qq.
Exemple. La courbe de x ÞÝÑ |x| n’admet pas de tangente en l’origine Op0, 0q. En effet :

lim
xÑ0`

|x| ´ |0|

x´ 0
“
xą0

x

x
“ 1 ÝÑ

0`
1 ; lim

xÑ0´

|x| ´ |0|

x´ 0
“
xă0

´x

x
“ ´1 ÝÑ

0´
´1

O

y = |x|

1.4. Dérivabilité à droite, ou à gauche, en un point.

Définition 2.
Soient D une sous-ensemble de R et x0 P D tel que Dr ą 0, rx0, x0 ` rrĂ D.
Une application f : D ÝÑ R est dite dérivable à droite en x0, si l’application

Tx0f : D r
 

x0
(

ÝÑ R

x ÞÝÑ
fpxq ´ fpx0q

x´ x0
a une limite finie à droite en x0 ; c’est-à-dire :

D` P R, lim
xÑx`0

fpxq ´ fpx0q

x´ x0
“ `

ou encore :

D` P R, lim
hÝÑ0`

fpx0 ` hq ´ fpx0q

h
“ `.

Dans ce cas, la limite ` est appelée le nombre dérivé à droite de f en x0 et noté :

` “ f 1dpx0q .

Il y a une définition analogue pour la dérivabilité à gauche :

Définition 3.
De même, si Dr ą 0, sx0 ´ r, x0s Ă D, on dit que f : D ÝÑ R est dérivable à gauche
en x0, si l’application

Tx0f : D r
 

x0
(

ÝÑ R

x ÞÝÑ
fpxq ´ fpx0q

x´ x0
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a une limite finie à gauche en x0 ; c’est-à-dire :

D` P R, lim
xÑx´0

fpxq ´ fpx0q

x´ x0
“ `

ou encore :

D` P R, lim
hÝÑ0´

fpx0 ` hq ´ fpx0q

h
“ `.

Dans ce cas, la limite ` est appelée le nombre dérivé à gauche de f en x0 et noté :

` “ f 1gpx0q .

L’utilité des notions de dérivabilité à droite et à gauche provient de la propriété sui-
vante :

Propriété 1.
Soit f : D ÝÑ R une application sur un voisinage de x0. Alors f est dérivable en x0 si
et seulement si f est dérivable à droite et à gauche en x0 et f 1gpx0q “ f 1dpx0q. De plus
dans ce cas f 1px0q “ f 1gpx0q “ f 1dpx0q.

Démonstration. On montre deux implications.�� ��ñ Si f est dérivable en x0 alors son taux d’accroissement a une limite finie f 1px0q en
x0 égale à ses limites à gauche et à droite en x0 :

lim
xÑx´0

Tx0fpxq “ lim
xÑx`0

Tx0fpxq “ f 1px0q.

Ainsi f est dérivable à gauche et à droite en x0 et f 1px0q “ f 1gpx0q “ f 1dpx0q.�� ��ð Si f est dérivable à droite et à gauche en x0, et si f 1gpx0q “ f 1dpx0q, alors par
définition :

lim
xÑx´0

Tx0fpxq “ f 1gpx0q “ f 1dpx0q “ lim
xÑx`0

Tx0fpxq.

Puisque Tx0f n’est pas défini en x0, mais y admet des limites à droite et à gauche égales,
Tx0f a une limite en x0 égale au réel f 1gpx0q “ f 1dpx0q. Ainsi f est dérivable en x0 et de
plus f 1px0q “ f 1gpx0q “ f 1dpx0q. �

Exemple. La fonction f : x ÞÝÑ |x| n’est pas dérivable en 0 ; elle y est cependant
dérivable à gauche et dérivable à droite :

O

y = |x|

lim
xÑ0`

fpxq ´ fp0q

x´ 0
“ lim

xÑ0`

|x| ´ |0|

x´ 0
“
xą0

x

x
“ 1 ÝÑ

0`
1 “ f 1dp0q

lim
xÑ0´

fpxq ´ fp0q

x´ 0
“ lim

xÑ0´

|x| ´ |0|

x´ 0
“
xă0

´x

x
“ ´1 ÝÑ

0´
´1 “ f 1gp0q
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Étant dérivable à droite et à gauche en 0 sans y être dérivable, on dit que sa courbe
admet un point anguleux en Op0, 0q.

Exemple. soit f l’application définie sur R par :

fpxq “

"

x si x ď 0

lnp1` xq si x ą 0

Étudier la dérivabilité de f en 0.

– Dérivabilité en gauche en 0 ; si x ă 0 :

fpxq ´ fp0q

x´ 0
“
x´ 0

x´ 0
“ 1 ÝÑ

0´
1

Donc f est dérivable à gauche en 0 et f 1gp0q “ 1.

– Dérivabilité à droite en 0 ; si x ą 0 :

fpxq ´ fp0q

x´ 0
“

lnp1` xq ´ 0

x´ 0
“

lnp1` xq

x
ÝÑ
0`

1

Donc f est dérivable à droite en 0 et f 1dp0q “ 1.

Ainsi f est dérivable en 0 et f 1p0q “ 1.

y = f(x)

1.5. La dérivabilité entrâıne la continuité.

Nous l’avons déjà noté (cf. chapitre ”Continuité”), la dérivabilité entrâıne la conti-
nuité :

Propriété 2. Si f est dérivable en x0 alors f est continue en x0.

Démonstration. Si f est dérivable en x0, alors D` P R tel que :

lim
xÑx0

fpxq ´ fpx0q

x´ x0
“ `.

Or @x P Df r tx0u :

fpxq ´ fpx0q “
fpxq ´ fpx0q

x´ x0
ˆ px´ x0q.
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Par passage à la limite :

lim
xÑx0

fpxq ´ fpx0q “ `ˆ 0 “ 0.

donc : lim
xÑx0

fpxq “ fpx0q i.e. f est continue en x0. �

Remarques.

– La réciproque est fausse ; exemple, la fonction valeur absolue x ÞÝÑ |x| est continue
en 0 et non-dérivable en 0.

– De même si f est dérivable à droite (respectivement à gauche) en 0 alors f est continue
à droite (respectivement à gauche) en 0.

1.6. Équivalent pour une fonction dérivable à dérivée non-nulle.

Propriété 3. Si f est dérivable en x0 et si f 1px0q est non-nul, alors on a l’équivalent :

fpxq ´ fpx0q „
x0
f 1px0qpx´ x0q .

Démonstration. Par hypothèse :

lim
xÑx0

fpxq ´ fpx0q

x´ x0
“ f 1px0q ­“ 0

donc :
fpxq ´ fpx0q

x´ x0
„
x0
f 1px0q

ùñ fpxq ´ fpx0q „
x0
f 1px0qpx´ x0q par produit

�

Remarques. On se souvient que

lim
xÑx0

fpxq “ ` ­“ 0 ùñ fpxq „
x0
`

(comme on vient de l’utiliser dans la preuve).
Puisque la dérivabilité entrâıne la continuité, lorsque f est dérivable en x0 :

fpxq „
x0

"

fpx0q si fpx0q ­“ 0

f 1px0q ˆ px´ x0q si fpx0q “ 0 et f 1px0q ­“ 0

Exemple. Donner un équivalent simple de cospxq en
π

2
.

(Remarquons que lim
xÑπ

2

cosx “ 0 ne permet pas d’obtenir un équivalent en π
2
.)

La fonction cos est dérivable en π
2

et cos1
`

π
2

˘

“ ´ sin
`

π
2

˘

“ ´1 (cf. exemple plus
haut) qui est non-nul. Donc :

cospxq ´ cos
´π

2

¯

„
π
2

p´1q ˆ
´

x´
π

2

¯

ùñ cospxq „
π
2

´π

2
´ x

¯
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Exercice 1. En appliquant cette propriété en 0 à x ÞÝÑ sinx, x ÞÝÑ tanx, x ÞÝÑ?
1` x, x ÞÝÑ lnp1` xq et x ÞÝÑ ex ´ 1 retrouver les équivalents usuels.

(On admettra pour l’instant leur dérivabilité et nombre dérivée en tout point).

Résolution.
‚ Puisque sinp0q “ 0 et sin1p0q “ cosp0q “ 1 :

sinpxq ´ sinp0q „
0

1ˆ px´ 0q ùñ sinpxq „
0
x .

‚ Puisque tanp0q “ 0 et tan1p0q “ 1` tan2p0q “ 1 :

tanpxq ´ tanp0q „
0

1ˆ px´ 0q ùñ tanpxq „
0
x .

‚ Soit fpxq “
?

1` x. Puisque fp0q “
?

1` 0 “ 1 et f 1p0q “
1

2
?

1` 0
“

1

2
:

fpxq ´ fp0q „
0

1

2
ˆ px´ 0q ùñ

?
1` x´ 1 „

0

x

2
.

‚ Soit fpxq “ lnp1` xq. Puisque fp0q “ lnp1` 0q “ 0 et f 1p0q “
1

1` 0
“ 1 :

fpxq ´ fp0q „
0

1ˆ px´ 0q ùñ lnp1` xq „
0
x .

‚ Soit fpxq “ ex ´ 1. Puisque fp0q “ e0 ´ 1 “ 0 et f 1p0q “ e0 “ 1 :

fpxq ´ fp0q „
0

1ˆ px´ 0q ùñ ex ´ 1 „
0
x .

1.7. Dérivabilité et fonction dérivée.

Définition 4.
‚ On dit que f est dérivable sur un intervalle sa, br lorsque f est dérivable en tout
x0 Psa, br.

‚ On dit que f est dérivable sur un intervalle ra, bs lorsque f est dérivable en tout
x0 Psa, br et f est dérivable à droite en a et dérivable à gauche en b.

‚ On dit que f est dérivable sur un intervalle ra, br lorsque f est dérivable en tout
x0 Psa, br et f est dérivable à droite en a.

‚ On dit que f est dérivable sur un intervalle sa, bs lorsque f est dérivable en tout
x0 Psa, br et f est dérivable à gauche en b.

‚ Soit f une application et D Ă Df où D est une réunion d’intervalles. On dit que f
est dérivable sur D si f est d érivable sur tout intervalle I Ă D.

Exemples.

‚ Les fonctions x ÞÝÑ ax ` b, x ÞÝÑ xn (avec n P N) et cos sont définies et dérivables
sur R.

‚ La fonction valeur absolue : x ÞÝÑ |x| est définie sur R. Elle est dérivable sur R`, sur
R´ mais pas sur R.
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‚ Soit fpxq “ xx ; f est définie sur Z´ Y R`, mais dérivable seulement sur R˚`.

En effet, sur R˚`, fpxq “ exppx lnpxqq est une composée d’applications dérivables, donc

dérivable (admis pour l’instant). Étudions la dérivabilité à droite en 0 ; soit x ą 0 :

fpxq ´ fp0q

x´ 0
“
xą0

ex lnx ´ 00

x´ 0
“
ex lnx ´ 1

x
„
0

x lnx

x
„
0

lnx ÝÑ
0`
´8

Ainsi f n’est pas dérivable à droite en 0. D’autre part sur Z˚´, f n’est définie sur aucun
intervalle, et donc n’y est pas dérivable.

y = xx

Remarque. La courbe représentative d’une application dérivable sur un intervalle
ouvert I admet en chacun de ses points d’abscisse dans I une tangente non verticale.

Définition 5. Fonction dérivée
Si f est dérivable sur D, on définit sa dérivée : f 1 : D ÝÑ R comme la fonction dont
l’image de tout x P D est le nombre dérivé f 1pxq.

Exemple. La dérivée de cos est ´ sin : cos1 “ ´ sin .

Pour tout n P N˚ la dérivée deXn : x ÞÝÑ xn est : nXn´1 : x ÞÝÑ nxn´1 : pXn
q
1
“ nXn´1 .

2. Opérations sur les fonctions dérivables ; dérivées usuelles

2.1. Dérivée d’une combinaison linéaire.

Propriété 4. Linéarité de la dérivation

‚ Soit pλ, µq P R2 ; si f et g sont dérivables en x0 P R alors pλf ` µgq est dérivable en
x0 et pλf ` µgq1px0q “ λf 1px0q ` µg

1px0q.

‚ Si f et g sont dérivables sur D Ă R alors pλf ` µgq est dérivable sur D et :

pλf ` µgq1 “ λf 1 ` µg1 .
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Démonstration. On applique la définition ; supposons f et g dérivables en x0 (respec-
tivement, à droite, à gauche) :

pλf ` µgqpxq ´ pλf ` µgqpx0q

x´ x0
“
λfpxq ` µgpxq ´ λfpx0q ´ µgpx0q

x´ x0

“ λˆ
fpxq ´ fpx0q

x´ x0
` µˆ

gpxq ´ gpx0q

x´ x0
ÝÑ
x0

λf 1px0q ` µg
1
px0q

Donc pλf`µgq est dérivable en x0 (respectivement à droite, à gauche) et pλf`µgq1px0q “
λf 1px0q ` µg

1px0q.
Si f et g sont dérivables en tout point de D (respectivement à droite à gauche), alors

d’après ce qui précède il en est de même de pλf ` µgq, qui est donc dérivable sur D et
pλf ` µgq1 “ λf 1 ` µg1. �

2.2. Dérivée d’un produit.

Propriété 5.
‚ Si f et g sont dérivables en x0 P R alors f ˆ g est dérivable en x0 et pf ˆ gq1px0q “
f 1px0qgpx0q ` fpx0qg

1px0q.
‚ Si f et g sont dérivables sur D Ă R alors f ˆ g est dérivable sur D et :

pf ˆ gq1 “ f 1g ` fg1 .

Démonstration. Supposons f et g dérivables en x0 (respectivement à droite, à gauche).

pf ˆ gqpxq ´ pf ˆ gqpx0q

x´ x0
“
fpxq ˆ gpxq ´ fpx0q ˆ gpx0q

x´ x0

“
fpxq ˆ gpxq ´ fpx0qgpxq ` fpx0qgpxq ´ fpx0q ˆ gpx0q

x´ x0

“
pfpxq ´ fpx0qq ˆ gpxq ` fpx0q ˆ pgpxq ´ gpx0qq

x´ x0

“
fpxq ´ fpx0q

x´ x0
ˆ gpxq ` fpx0q ˆ

gpxq ´ gpx0q

x´ x0
ÝÑ
x0

f 1px0qgpx0q ` fpx0qg
1
px0q

en passant à la limite, puisque g étant dérivable en x0, g est aussi continue en x0 (cf.
propriété 2). Ainsi par définition f ˆ g est dérivable en x0 (respectivement à droite, à
gauche) et pf ˆ gq1px0q “ f 1px0qgpx0q ` fpx0qg

1px0q.
La deuxième propriété découle de ce que l’on vient d’établir et de la définition. �

2.3. Dérivée d’un quotient.

Propriété 6.

‚ Si f et g sont dérivables en x0 P R et si gpx0q ­“ 0 alors
f

g
est dérivable en x0 et
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ˆ

f

g

˙1

px0q “
f 1px0qgpx0q ´ fpx0qg

1px0q

gpx0q2
.

‚ Si f et g sont dérivables sur D Ă R et si @x P D, gpxq ­“ 0 alors
f

g
est dérivable sur

D et :
ˆ

f

g

˙1

“
f 1g ´ fg1

g2
.

Démonstration. Supposons f et g dérivables en x0 (respectivement à droite, à gauche).
En particulier (propriété 2) g est continue en x0.

Puisque g est continue en x0 et gpx0q ­“ 0, d’après le lemme suivant, Dr ą 0 tel que
@x P DXsx0 ´ r, x0 ` rr, gpxq ­“ 0. Ainsi f

g
est définie sur un voisinage de x0 (respecti-

vement à droite, à gauche).

Lemme. Soit g : D ÝÑ R et x0 P R. Si g est continue en x0 P D et si gpx0q ­“ 0 alors
Dr ą 0, @x P DX sx0 ´ r, x0 ` rr, gpxq ­“ 0.

Preuve du lemme. Par l’absurde : supposons que @r ą 0, Dx P DX sx0´ r, x0` rr tel
que gpxq “ 0. Posons rn “

1
n
ą 0. En particulier @n P N˚, Dxn P DX sx0 ´ rn, x0 ` rnr

tel que gpxnq “ 0. Ainsi :

@n P N˚, x0 ´
1

n
ă xn ă x0 `

1

n
et donc d’après le théorème des gendarmes xn ÝÑ x0. Par continuité la suite pgpxnqqną0
tend vers gpx0q (cf. Chapitre ”Continuité”). Mais c’est impossible puisque gpxnq reste
constant égal à 0 tandis que gpx0q ­“ 0. ˝

Revenons à la preuve de la propriété. On a :
f
g
pxq ´ f

g
px0q

x´ x0
“

fpxq
gpxq

´
fpx0q
gpx0q

x´ x0

“
fpxqgpx0q ´ fpx0qgpxq

gpxqgpx0qpx´ x0q

“
1

gpxqgpx0q
ˆ

ˆ

fpxqgpx0q ´ fpx0qgpx0q ` fpx0qgpx0q ´ fpx0qgpxq

x´ x0

˙

“
1

gpxqgpx0q
ˆ

ˆ

fpxq ´ fpx0q

x´ x0
ˆ gpx0q ` fpx0q ˆ

gpx0q ´ gpxq

x´ x0

˙

ÝÑ
x0

1

gpx0qgpx0q
ˆ pf 1px0q ˆ gpx0q ´ fpx0q ˆ g

1
px0qq

en passant à la limite, et puisque g est continue en x0. Ainsi
f

g
est dérivable en x0

(respectivement à droite, à gauche) et :
ˆ

f

g

˙1

px0q “
f 1px0q ˆ gpx0q ´ fpx0q ˆ g

1px0q

gpx0q2

La deuxième propriété découle alors de ce qui précède par définition. �
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2.4. Dérivée d’une composée.

Propriété 7.
Soient f définie sur l’intervalle I et g définie sur l’intervalle J , tel que fpIq Ă J .

‚ Si f est dérivable en x0 P I et si g est dérivable en fpx0q P J , alors g ˝ f est dérivable
en x0 et :

pg ˝ fq1px0q “ g1pfpx0qq ˆ f
1
px0q .

‚ Si f est dérivable sur I et si g est dérivable sur J alors g ˝ f est dérivable sur I, et :

pg ˝ fq1 “ pg1 ˝ fq ˆ f 1 .

Démonstration. Considérons l’application φ : J ÝÑ R définie par :

@y P J, φpyq “

$

&

%

gpyq ´ gpfpx0qq

y ´ fpx0q
si y ­“ fpx0q

g1pfpx0qq si y “ fpx0q

Puisque g est dérivable en fpx0q (respectivement à droite, à gauche), alors par définition :
limfpx0q φpyq “ φpfpx0qq, i.e. φ est continue en fpx0q.

Par ailleurs, @x P I r tx0u :

g ˝ fpxq ´ g ˝ fpx0q

x´ x0
“
g ˝ fpxq ´ g ˝ fpx0q

fpxq ´ fpx0q
ˆ
fpxq ´ fpx0q

x´ x0
“ φpfpxqq ˆ

fpxq ´ fpx0q

x´ x0
p1q

Lorsque x ÝÑ x0 :
fpxq ´ fpx0q

x´ x0
ÝÑ
x0

f 1px0q p2q

par dérivabilité de f en x0 (respectivement à droite, à gauche), et :
$

&

%

fpxq ÝÑ
x0

fpx0q car f continue en x0

φpyq ÝÑ
fpx0q

φpfpx0qq car φ continue en fpx0q
ùñ lim

xÑx0
φpfpxqq “ φpfpx0qq p3q

par composition des limites.
Ainsi d’après (1), (2) et (3), et par produit des limites :

lim
xÑx0

g ˝ fpxq ´ g ˝ fpx0q

x´ x0
“ φpfpx0qq ˆ f

1
px0q “ g1pfpx0qq ˆ f

1
px0q

donc par définition, g ˝ f est dérivable en x0 (respectivement à droite, à gauche) et :

pg ˝ fq1px0q “ g1pfpx0qq ˆ f
1
px0q.

La deuxième assertion découle de ce que l’on vient d’établir et de la définition. �

2.5. Dérivée d’une application réciproque.

Soit f une application continue et strictement monotone sur un intervalle I Ă R.
Alors d’après le théorème de la bijection, f réalise une bijection de I sur fpIq et son
application réciproque f´1 est continue sur J “ fpIq.

Lorsque f est dérivable sur I, qu’en est-il de la dérivabilité de son application
réciproque f´1 ? C’est le résultat suivant :

12
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Propriété 8.

‚ Sous ces hypothèses, si f est dérivable en x0 P I, et si f 1px0q ­“ 0 alors f´1 est
dérivable en y0 “ fpx0q et :

`

f´1
˘1
py0q “

1

f 1px0q
“

1

pf 1 ˝ f´1qpy0q
.

‚ Si f est dérivable en tout point de I et si @x P I, f 1px0q ­“ 0, alors f´1 est dérivable
en tout point de J et :

`

f´1
˘1
“

1

f 1 ˝ f´1
.

Démonstration. On suppose f dérivable en x0 P I (respectivement à droite ou à
gauche). Soit y0 “ fpx0q P J où J “ fpIq.

Soit y P J r ty0u ; le taux d’accroissement de f´1 en y0 est :

Ty0f
´1
pyq “

f´1pyq ´ f´1py0q

y ´ y0

Or puisque f : I ÝÑ J est bijective, @y P J, D!x P I, y “ fpxq ; soit alors px, x0q P I
2 et

py, y0q P J
2 tels que :

y “ fpxq et y0 “ fpx0q

x “ f´1pyq et x0 “ f´1py0q

Ainsi avec ces notations :

Ty0f
´1
pyq “

x´ x0
fpxq ´ fpx0q

Puisque f est continue (car dérivable) sur I (propriété 2), d’après le théorème de la
bijection f´1 est continue sur J . En particulier : limy0 f

´1pyq “ f´1py0q “ x0. Ainsi :

lim
yÝÑy0

x “ x0

lim
xÑx0

fpxq ´ fpx0q

x´ x0
“ f 1px0q

,

.

-

ùñ lim
yÝÑy0

fpxq ´ fpx0q

x´ x0
“ f 1px0q

d’après le théorème des composition des limites.
Puisque f 1px0q ­“ 0 par inverse de la limite :

Ty0f
´1
pyq “

x´ x0
fpxq ´ fpx0q

ÝÑ
yÝÑy0

1

f 1px0q
.

Ainsi f´1 est dérivable en y0 (respectivement à droite ou à gauche) et :
`

f´1
˘1
py0q “

1

f 1px0q
“

1

f 1pf´1py0qq
“

1

pf 1 ˝ f´1qpy0q

La deuxième assertion en découle avec la définition. �

2.6. Application : dérivées des fonctions usuelles.

‚ Fonctions polynômes

Nous avons déjà montré que @n P N˚, une fonction puissance x ÞÝÑ xn est dérivable
sur R et de dérivée x ÞÝÑ nxn´1, et qu’une fonction constante est dérivable sur R de
dérivée identiquement nulle.

Par linéarité de la dérivation (propriété 4) :
13
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Toute fonction polynôme :

P : x ÞÝÑ
n
ÿ

k“0

ak ˆ x
k

est dérivable sur R et a pour dérivée la fonction polynôme :

P 1 : x ÞÝÑ
n
ÿ

k“1

k ˆ ak ˆ x
k´1.

‚ Fonctions rationnelles

Une fraction rationnelle est le quotient de deux polynômes. Par dérivabilité d’un quo-
tient :

Toute fonction rationnelle est dérivable sur son domaine de définition. Si P,Q P RrXs :
ˆ

P

Q

˙1

“
P 1Q´ PQ1

Q2

‚ Fonctions circulaires

On a déjà démontré que les fonctions cos et x ÞÝÑ ax`b sont dérivable sur R de dérivée
respective p´ sinq et x ÞÝÑ a.

Puisque sinpxq “ cos
`

π
2
´ x

˘

, par composition sin est dérivable sur R (propriété 7)
et :

sin1pxq “ cos1
´π

2
´ x

¯

ˆ p´1q

“ ´ sin
´π

2
´ x

¯

ˆ p´1q

“ sin
´π

2
´ x

¯

“ cospxq

Par quotient (propriété 6), tan “
sin

cos
est dérivable sur son domaine de définition Dtan “

Rr
`

π
2
` πZ

˘

et :

ptanq1 “
sin1ˆ cos´ sinˆ cos1

cos2
“

cos2` sin2

cos2
“

1

cos2
“ 1` tan2 .

En résumé :

cos, sin et tan sont dérivables sur leur domaine de définition et :

cos1 “ ´ sin ; sin1 “ cos ; tan1 “
1

cos2
“ 1` tan2

‚ Logarithme néperien, exponentielles, puissances réelles

La fonction ln est définie comme la primitive de x ÞÝÑ
1

x
valant 0 en 1. Ainsi par

définition ln est dérivable sur R˚` et ln1pxq “
1

x
.

14
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Pour tout a ą 0, la fonction fa : x ÞÝÑ lnpaxq est dérivable sur R˚` en tant que

composée (propriété 7) et f 1apxq “ ln1paxq ˆ a “
a

ax
“

1

x
.

Ainsi fa est la primitive de x ÞÝÑ
1

x
valant lnpaq en 1 ; en particulier les primitives

de x ÞÝÑ
1

x
sont toutes les fonctions fa : x ÞÝÑ lnpaxq avec a P R˚`.

ln est dérivable sur R˚` et @px, aq P pR˚`q2,

ln1pxq “
1

x
“ ln1paxq.

Pour tout x ą 0, ln1pxq “
1

x
ą 0 donc ln est strictement croissante (sera démontré

plus loin), et puisque (cf. Chapitre ”Limites”) :

lim
0`

ln “ ´8 ; lim
`8

ln “ `8

ln réalise une bijection de R˚` sur R. Son application réciproque est exp : R ÝÑ R˚` ;

puisque @x P R˚`, ln1pxq “
1

x
­“ 0, d’après la propriété 8, exp est dérivable sur R et

@x P R :

exp1pxq “
1

ln1 ˝ exppxq
“

1
1

exppxq

“ exppxq

Soit a P R, par composition (propriété 7) :

pexppaxqq1 “ aˆ exppaxq.

exp est dérivable sur R et @px, aq P R2,

exp1 “ exp

exppaxq1 “ aˆ exppaxq.

Soit a ą 0 et fpxq “ ax “ ex ln a la fonction exponentielle en base a, définie sur R.
Par composition (propriété 7), f est dérivable sur R, et :

f 1pxq “ lnpaq ˆ ex ln a “ lnpaq ˆ ax.

Les fonctions exponentielles de base a ą 0 sont dérivables sur R et @a ą 0, @x P R,
paxq1 “ lnpaq ˆ ax.

Soit α P R r Z et fα : x ÞÝÑ xα une fonction puissance réelle, définie sur R˚`. Par
composition (propriété 7) et dérivabilité de ln, exp et x ÞÝÑ αx, fα est dérivable sur R˚`
et :

f 1αpxq “ pe
α lnx

q
1
“
α

x
ˆ eα lnx

“
α ˆ eα lnx

elnx

“ α ˆ epα´1q lnx

“ α ˆ xα´1

15
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Les fonctions puissances réelles sont dérivables sur R˚` et @α P Rr Z, @x P R˚`,
pxαq1 “ α ˆ xα´1.

‚ Fonction arctan

La fonction tan est continue, dérivable, et à dérivée tan1 “ 1`tan2 strictement positive.

Elle est donc strictement croissante sur
ı

´
π

2
,
π

2

”

(sera démontré plus loin) ; de plus (cf.

Chapitre ”Limites”)

lim
xÑ´π

2
`

tanpxq “ ´8 ; lim
xÑπ

2
´

tanpxq “ `8

Ainsi sa restriction tan|s´π
2
,π
2 r

réalise une bijection de
ı

´
π

2
,
π

2

”

sur R, dont l’application

réciproque est :

arctan : R ÝÑ
ı

´
π

2
,
π

2

”

.

De plus tan1 “ 1 ` tan2 ne s’annule pas sur
ı

´
π

2
,
π

2

”

. Ainsi par dérivabilité d’une

application réciproque (propriété 8), @x P R :

arctan1pxq “
1

tan1parctanpxqq

“
1

1` rtanparctanpxqqs2
“

1

1` x2

arctan est dérivable sur R et @x P R,

arctan1pxq “
1

1` x2

‚ Fonctions racines n-ièmes

Pour tout n P N˚, la fonction puissance n-ième x ÞÝÑ xn est dérivable sur R de dérivée
x ÞÝÑ nxn´1. En particulier (sera démontré plus loin) :

x ÞÝÑ xn est strictement croissante :

"

sur R` si n est pair

sur R si n est impair

elle réalise donc une bijection :
"

de R` sur R` si n est pair

de R sur R si n est impair

(voir Chapitre ”Continuité” pour les détails). Elle admet donc une application réciproque :

x ÞÝÑ n
?
x

"

de R` sur R` si n est pair

de R sur R si n est impair

La dérivée x ÞÝÑ nxn´1 de x ÞÝÑ xn est ­“ 0 si et seulement si x ­“ 0. Ainsi d’après la
propriété 8 :

x ÞÝÑ n
?
x est dérivable

"

sur R˚` si n est pair

sur R˚ si n est impair
16
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et sa dérivée est pour tout x dans

"

R˚` si n est pair

R˚ si n est impair
:

`

n
?
x
˘1
“

1

nˆ p n
?
xq

n´1 “
n
?
x

nˆ p n
?
xq

n “
n
?
x

nˆ x

En résumé :

@n P N˚, x ÞÝÑ n
?
x est définie

"

sur R` si n est pair

sur R si n est impair

et dérivable

"

sur R˚` si n est pair

sur R˚ si n est impair

et
`

n
?
x
˘1
“

n
?
x

nˆ x
.

‚ On en déduit le formulaire des dérivées usuelles :

Ensemble de définition Ensemble de dérivabilité fpxq f 1pxq avec
$

&

%

R si α P N˚
R˚ si α P Z r N
R˚` si α P Rr Z

$

&

%

R si α P N˚
R˚ si α P Z r N
R˚` si α P Rr Z

xα α ˆ xα´1 α P R˚

"

R` si n pair

R si n impair

"

R˚` si n pair

R˚ si n impair
n
?
x

n
?
x

nˆ x
n P N˚

R˚` R˚` lnpaxq
1

x
a P R˚`

R R eax aˆ eax a P R

R R ax lnpaq ˆ ax a P R˚`

R R sinpxq cospxq

R R cospxq ´ sinpxq

Rr
´π

2
` πZ

¯

Rr
´π

2
` πZ

¯

tanpxq 1` tan2pxq

“
1

cos2pxq

R R arctanpxq
1

1` x2

17
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3. Applications de la dérivée

3.1. Dérivée et extremum.

La première application des fonctions dérivées concerne la recherche d’extremum d’une
fonction.

Définition 6. Soit f : D ÝÑ R ; un réel c P D est un minimum (respectivement
maximum) de f sur D si :

@x P D, fpxq ě fpcq (respectivement fpxq ď fpcq).

Dans ce cas fpcq est appelé valeur minimale (respectivement maximale) de f sur D et
le réel c est un extremum de f sur D.

Remarque. Ainsi (cf. Chapitre ”Continuité”) une fonction f : ra, bs ÝÑ R continue
admet sur ra, bs (au moins) un minimum et (au moins) un maximum.

Théorème 9.

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert sa, br (avec pa, bq P R2
) ; si f

admet en c P sa, br un extremum, alors f 1pcq “ 0.

Démonstration.

Soit c P sa, br un extremum de f ; alors Dr ą 0 tel que sc ´ r, c ` rrĂsa, br (il suffit de
prendre r “ minpc´ a, b´ cq) ; autrement dit sa, br est un voisinage de c.

Supposons d’abord que c est un minimum de f , i.e. @x P sa, br, fpxq ě fpcq, c’est-à-
dire :

@x P sa, br, fpxq ´ fpcq ě 0 p1q
Puisque f est dérivable en c, f est aussi dérivable à droite et à gauche en c. Son taux
d’accroissement en c est :

Tcfpxq : sa, brrtcu ÝÑ R

x ÞÝÑ
fpxq ´ fpcq

x´ c

qui admet des limites à droite et à gauche égales en c. Étudions le signe de ces limites.

> 0

c + 1
cc − h c + h

6 0

c

– Limite à droite en c : Soit x ą c, alors x´ c ą 0 et fpxq´ fpcq ě 0 (d’après (1)) donc
Tcfpxq ě 0 et par passage à la limite f 1dpcq ě 0.

– Limite à gauche en c : Soit x ă c, alors x ´ c ă 0 et fpxq ´ fpcq ě 0 (d’après (1))
donc Tcfpxq ď 0 et par passage à la limite f 1gpcq ď 0.

18
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Ainsi f 1pcq “ f 1gpcq “ f 1dpcq est à la fois positif et négatif. Donc f 1pcq “ 0.

Supposons maintenant que c est un maximum : @x P sa, br, fpxq ď fpcq ; mais alors
@x P sa, br,´fpxq ě ´fpcq et donc c est un minimum de p´fq. Puisque ´f est dérivable
et p´fq1 “ ´f 1, on déduit du cas précédent que dans ce cas aussi, f 1pcq “ 0. �

3.2. Théorème de Rolle.

Théorème 10. Théorème de Rolle
Si f est continue sur ra, bs, dérivable sur sa, br et si fpaq “ fpbq alors Dc P sa, br tel

que f 1pcq “ 0.

Graphiquement :

f(a) = f(b)
f ′(c2) = 0

a c1 c2 b

f ′(c1) = 0

(Ici, on a choisi f non dérivable en a.)

Intuitivement : si l’on effectue un parcours entre deux points à mêmes altitudes, on
passera tôt ou tard par un col ou une cuvette (vecteur vitesse horizontal).

Démonstration. Puisque f est continue sur ra, bs, f est bornée et atteint ses bornes.
Notons :

m “ min
ra,bs

f ; M “ max
ra,bs

f

On considère plusieurs cas :

‚ 1er cas. Si m “M .

Alors f est constante sur ra, bs, donc sa dérivée est nulle en tout x P ra, bs. En particu-
lier Dc P sa, br tel que f 1pcq “ 0.

‚ 2eme cas. Si m ­“M ; alors f est non constante.

– 1er sous-cas. Si fpaq “ fpbq ­“M . Alors Dc P sa, br tel que fpcq “M ; ainsi c est
un maximum de f sur sa, br, et d’après le théorème 9, f 1pcq “ 0.

– 2eme sous-cas. Si fpaq “ fpbq “ M . Alors Dc P sa, br tel que fpcq “ m ; ainsi c
est un minimum de f sur sa, br, et d’après le théorème 9, f 1pcq “ 0. �
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3.3. Théorème des accroissements finis.

Théorème 11. Théorème des accroissements finis
Si f est continue sur ra, bs et dérivable sur sa, br alors Dc P sa, br tel que

fpbq ´ fpaq “ f 1pcq ˆ pb´ aq.

Graphiquement :

a c1 c2 b

(Ici f est non dérivable en a). Il y a des points (ici 2) en lesquels le vecteur tangent a
même direction que la corde reliant les points d’abscisses a et b.

Intuitivement : sur un trajet reliant deux points A et B, tôt ou tard le vecteur vitesse
sera colinéaire à

ÝÝÑ
AB.

C’est graphiquement une retransciption ”oblique” du théorème de Rolle ; d’ailleurs,
si l’on ajoute l’hypothèse fpaq “ fpbq on retombe sur le théorème de Rolle.

Démonstration. On applique le théorème de Rolle à l’application φ définie sur ra, bs
par @x P ra, bs :

φpxq “ fpxq ´
fpbq ´ fpaq

b´ a
ˆ px´ aq

Par combinaison linéaire de f et de x ÞÝÑ x ´ a, φ (tout comme f) est continue sur
ra, bs et dérivable sur sa, br. De plus :

φpaq “ fpaq ´ 0 φpbq “ fpbq ´
fpbq ´ fpaq

b´ a
ˆ pb´ aq

“ fpaq et “ fpbq ´ pfpbq ´ fpaqq
“ fpaq

Donc φpaq “ φpbq ; on peut donc appliquer le théorème de Rolle : Dc P sa, br tel que :

φ1pcq “ 0

ùñ f 1pcq ´
fpbq ´ fpaq

b´ a
“ 0

ùñ f 1pcq “
fpbq ´ fpaq

b´ a
ùñ fpbq ´ fpaq “ f 1pcq ˆ pb´ aq

�
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Exercice 2. Montrer que @x P R` :
x

1` x
ď lnp1` xq ď x

en appliquant le théorème des accroissements finis à fptq “ lnp1 ` tq sur r0, xs pour
x ą 0 quelconque.

Résolution. Soient x ą 0 fixé quelconque et fptq “ lnp1 ` tq définie sur r0, xs ; f est
dérivable sur r0, xs (comme composée) et donc f est continue sur r0, xs et dérivable sur
s0, xr. D’après le T.A.F. :

Dc P s0, xr tel que fpxq ´ fp0q “ f 1pcq ˆ px´ 0q

ùñ lnp1` xq “
1

1` c
ˆ x p1q

Or :

0 ă c ă x ùñ 1 ă 1` c ă 1` x

ùñ
1

1` x
ă

1

1` c
ă 1

Ainsi, après avoir multiplié par x ą 0 et appliqué (1) :
x

1` x
ă lnp1` xq ă x

Ainsi pour tout x P R˚` :
x

1` x
ă lnp1` xq ă x.

Pour x “ 0, on a l’égalité entre les 3 termes :
x

1` x
“ lnp1` xq “ x.

On conclut que @x P R` :
x

1` x
ď lnp1` xq ď x.

3.4. Sens de variation.
On applique ici le théorème des accroissements finis pour établir les résultats liant le
sens de variation d’une application dérivable et le signe de sa dérivée ; c’est l’application
la plus commune de la fonction dérivée.

Théorème 12. Monotonie et signe de la dérivée
Soit f une application continue sur ra, bs et dérivable sur sa, br ; alors :

‚ f est croissante sur ra, bs ðñ @x P sa, br, f 1pxq ě 0,

‚ f est décroissante sur ra, bs ðñ @x P sa, br, f 1pxq ď 0,

‚ f est constante sur ra, bs ðñ @x P sa, br, f 1pxq “ 0.
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Démonstration. On prouve la première assertion. La deuxième s’en déduit en l’appli-
quant à p´fq. La troisième découle des deux premières puisqu’une fonction constante
est une fonction à la fois croissante et décroissante.

�� ��ñ Si f est croissante sur ra, bs, i.e. @px0, xq P ra, bs
2, x0 ď x ùñ fpx0q ď fpxq.

Soit x0 P sa, br et x P ra, bs avec x0 ă x. Ainsi x ´ x0 ą 0 et par croissance de f ,
fpxq ´ fpx0q ě 0. En particulier :

@x P sx0, bs,
fpxq ´ fpx0q

x´ x0
ě 0

Par passage à la limite :

lim
xÑx`0

fpxq ´ fpx0q

x´ x0
“ f 1dpx0q “ f 1px0q ě 0

Ainsi, @x0 P sa, br, f
1px0q ě 0.

�� ��ð Supposons que @x P sa, br, f 1pxq ě 0. Soient px0, xq P ra, bs
2 tels que x0 ď x. Mon-

trons que fpx0q ď fpxq.

Si x0 “ x alors fpx0q “ fpxq et donc fpx0q ď fpxq.

Si x0 ă x : par hypothèse f est continue sur rx0, xs et dérivable sur sx0, xr. Appliquons
le théorème des accroissements finis :

Dc P sx0, xr, fpxq ´ fpx0q “ f 1pcq
loomoon

ě0

ˆpx´ x0q
looomooon

ą0

ě 0

Ainsi, on a montré que pour tout px0, xq P ra, bs
2, x0 ď x ùñ fpx0q ď fpxq. Autre-

ment dit f est croissante sur ra, bs. �

Corollaire 13. Soit f une application dérivable sur ra, bs ; alors :

‚ f est croissante sur ra, bs ðñ @x P ra, bs, f 1pxq ě 0,

‚ f est décroissante sur ra, bs ðñ @x P ra, bs, f 1pxq ď 0,

‚ f est constante sur ra, bs ðñ @x P sa, br, f 1pxq “ 0.

Démonstration. Comme dans preuve précédente, il suffit de montrer la première
assertion.

Avec le théorème 12, le sens
�� ��ð découle immédiatement, et quant à la réciproque il

suffit de prouver que f croissante ùñ f 1paq ě 0 et f 1pbq ě 0.

Soit x P sa, bs ; x´ a ą 0 et par croissance de f , fpxq ´ fpaq ě 0. Ainsi :

fpxq ´ fpaq

x´ a
ě 0 ùñ lim

xÑa`

fpxq ´ fpaq

x´ a
“ f 1dpaq “ f 1paq ě 0

Soit x P ra, br ; x´ b ă 0 et par croissance de f , fpxq ´ fpbq ď 0. Ainsi :

fpxq ´ fpbq

x´ b
ě 0 ùñ lim

xÑb´

fpxq ´ fpbq

x´ b
“ f 1gpbq “ f 1pbq ě 0

�

Pour la stricte monotonie, on n’a plus équivalence mais seulement une implication :
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Théorème 14. Stricte monotonie et signe de la dérivée
Soit f continue sur ra, bs et dérivable sur sa, br.

‚ Si @x P sa, br, f 1pxq ą 0 alors f est strictement croissante sur ra, bs.

‚ Si @x P sa, br, f 1pxq ă 0 alors f est strictement décroissante sur ra, bs.

Démonstration. La preuve est analogue au sens réciproque du théorème 12 en chan-
geant les inégalités larges par des inégalités strictes. Il suffit encore de prouver la
première assertion.

Supposons que @x P sa, br, f 1pxq ą 0. Soient px0, xq P ra, bs
2 tels que x0 ă x. Montrons

que fpx0q ă fpxq.
Par hypothèse f est continue sur rx0, xs et dérivable sur sx0, xr. Appliquons le théorème

des accroissements finis :

Dc P sx0, xr, fpxq ´ fpx0q “ f 1pcq
loomoon

ą0

ˆpx´ x0q
looomooon

ą0

ą 0

Ainsi, on a montré que pour tout px0, xq P ra, bs
2, x0 ă x ùñ fpx0q ă fpxq. Autre-

ment dit f est strictement croissante sur ra, bs. �

Remarques.

‚ Attention la réciproque est fausse : par exemple f : x ÞÝÑ x3 est strictement croissante
sur r´1, 1s (par exemple) mais sa dérivée n’est pas strictement positive sur s´ 1, 1r : en
0 elle s’annule. En effet sa dérivée px3q1 “ 3x2 s’annule en 0 et reste strictement positive
sur R˚.

Montrons la stricte monotonie ; d’après le théorème f est strictement croissante sur
r0, 1s et sur r´1, 0s. Soient pa, bq P r´1, 1s2 avec a ă b.

– Si a ă b ď 0 alors fpaq ă fpbq puisque f est strictement croissante sur r´1; 0s.

– Si 0 ď a ă b alors fpaq ă fpbq puisque f est strictement croissante sur r0; 1s.

– Si a ă 0 ă b alors fpaq ă fp0q ă fpbq puisque f est strictement croissante sur r´1, 0s
et sur r0, 1s.

Ainsi f est strictement croissante sur r´1, 1s.

‚ Cet argument que nous venons d’appliquer est vrai en général. On pourra l’appliquer
sans autre justification :

Lemme de recollement
Soit f une application (dé)croissante (respectivement strictement (dé)croissante) sur

les intervalles pa, bs ainsi que rb, cq (où pa, cq P R2
, b P R et les parenthèses p, q désignent

un crochet ouvert ou fermé).
Alors f est (dé)croissante (respectivement strictement (dé)croissante) sur l’intervalle
pa, cq.

3.5. Généralisation à des intervalles quelconques.

On a finalement les résultats suivant qui généralisent à des intervalles quelconques
les résultats de la section précédente :

23
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3.5.1. Monotonie.

Théorème 15.
Soient I un intervalle et f : I ÝÑ R continue.
Soit F un ensemble fini de réels dans I. Si pour tout x P I rF , f est dérivable alors :
‚ f est croissante sur I ðñ @x P I r F , f 1pxq ě 0,

‚ f est décroissante sur I ðñ @x P I r F , f 1pxq ď 0,

‚ f est constante sur I ðñ @x P I r F , f 1pxq “ 0.

Démonstration. (Esquisse). Considérer une suite panq (finie ou infinie) d’éléments de
I prenant toutes les valeurs dans F de telle sorte que f soit continue sur ran, an`1s,
dérivable sur san, an`1r et I “

Ť

nran, an`1s. Appliquer le théorème 12 sur chaque in-
tervalle ran, an`1s puis procéder par récurrence en appliquant le lemme de recollement.�

Il admet le corollaire immédiat :

Corollaire 16.
Soient I un intervalle et f : I ÝÑ R dérivable.
‚ f est croissante sur I ðñ @x P I, f 1pxq ě 0,

‚ f est décroissante sur I ðñ @x P I, f 1pxq ď 0,

‚ f est constante sur I ðñ @x P I, f 1pxq “ 0.

3.5.2. Stricte monotonie.

Théorème 17.
Soient I un intervalle et f : I ÝÑ R continue.
Soit F un ensemble fini de réels dans I. Si pour tout x P I r F , f est dérivable :
‚ Si @x P I r F , f 1pxq ą 0 alors f est strictement croissante sur I.

‚ Si @x P I r F , f 1pxq ă 0 alors f est strictement décroissante sur I.

Démonstration. (Esquisse). Considérer une suite panq (finie ou infinie) d’éléments de
I prenant toutes les valeurs dans F de telle sorte que f soit continue sur ran, an ` 1s,
dérivable sur san, an`1r et I “

Ť

nran, an ` 1s. Appliquer le théorème 14 sur chaque in-
tervalle ran, an`1s puis procéder par récurrence en appliquant le lemme de recollement.�

Il admet le corollaire immédiat :

Corollaire 18.
Soient I un intervalle et f : I ÝÑ R dérivable.
‚ Si @x P I, f 1pxq ą 0 alors f est strictement croissante sur I.

‚ Si @x P I, f 1pxq ă 0 alors f est strictement décroissante sur I.
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4. Dérivées d’ordre supérieur ; fonctions de classe C n

4.1. Définitions.

Définition 7. (Dérivées successives)
Soit f : D ÝÑ R et x0 P D. Pour tout entier n P N, la dérivée n-ième de f en x0,
f rnspx0q, est définie lorsqu’elle existe par :

– f r0spx0q “ fpx0q, et f r0s “ f ,

– pour n ě 1, on dit que f est n fois dérivable en x0 si f rn´1s existe et est dérivable en
x0 ; on a alors :

f rnspx0q “
`

f rn´1s
˘1
px0q “ lim

xÑx0

f rn´1spxq ´ f rn´1spx0q

x´ x0
– Lorsque f est n-fois dérivable en tout x0 P D, on dit que f est n-fois dérivable sur D

et on définit sa dérivée n-ième, notée f rns ou
dnf

dxn
, sur D comme l’application :

f rns : D ÝÑ R

x ÞÝÑ f rnspxq “
dnf

dxn
pxq

.

Exemples.

‚ Pour n “ 0, 1, 2 : f r0s “ f , f r1s “ f 1, f r2s “ f2.
Le nombre dérivée seconde en x0 : f2px0q “ f r2spx0q est défini dès que f est dérivable
sur un voisinage de x0 et f 1 est dérivable en x0.

‚ Soit n P N˚ et fpxq “ xn ; alors pour tout k P rr0, nss :

f rkspxq “
n!

pn´ kq!
xn´k

dk

dxk
Xn

“
n!

pn´ kq!
Xn´k

En effet : par récurrence sur k P rr0, nss :

(I) Pour k “ 0 : f r0spxq “ xn “
n!

pn´ 0q!
xn´0 ; l’assertion est vraie.

(H) Supposons que pour k P rr0, n´ 1ss, f rkspxq “
n!

pn´ kq!
xn´k ; alors :

f rk`1spxq “
`

f rks
˘1
pxq “

HR

d

dx

ˆ

n!

pn´ kq!
xn´k

˙

“
n!

pn´ kq!
ˆ pn´ kqxn´k´1

“
n!

pn´ kq ˆ pn´ k ´ 1q!
ˆ pn´ kqxn´k´1

“
n!

pn´ pk ` 1qq!
xn´pk`1q

L’assertion demeure vraie au rang k ` 1.
On conclut à l’aide du principe de récurrence.

Définissons maintenant les applications de classe C n.

Définition 8. (Applications de classe C n)
Une application f : D ÝÑ R est dite :

– de classe C 0 sur D si f est continue sur D,
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– de classe C n sur D (avec n P N˚) si f est n fois dérivable sur D et f rns est continue
sur D.
On note C npD,Rq l’ensemble des applications de classe C n sur D (à valeurs dans R).

Finissons par définir les applications de classe C8.

Définition 9. (Applications de classe C8)
Une application f : D ÝÑ R qui est n fois dérivable sur D pour tout n P N est dite
de classe C8 sur D.
On note C8pD,Rq l’ensemble des applications de classe C8 sur D (à valeurs dans R).

Exemple. Tout polynôme est dérivable et de dérivée un polynômes. Donc les po-
lynômes sont infiniment dérivables, autrement dit de classe C8 sur R.

Les fonctions rationnelles sont dérivables et à dérivée une fonction rationnelle ayant
même domaine de définition. Donc les fonctions rationnelles sont de classe C8 sur leur
domaine de définition.

Toutes les fonctions usuelles sont de classe C8 sur leur domaine de dérivabilité (cf.
”Dérivées des fonctions usuelles”).

4.2. Premières propriétés.

Les propriétés suivantes découlent immédiatement de la définition et du fait que la
dérivabilité implique la continuité (propriété 2).

Propriété 19. Soit f : D ÝÑ R.

‚ Si f est de classe C n sur D alors pour tout k P rr0, nss, f est de classe C k sur D.
‚ Si f est de classe C8 sur D alors pour tout n P N, f est de classe C n sur D.
Autrement dit :

C8
pD,Rq Ă ¨ ¨ ¨ Ă C n`1

pD,Rq Ă C n
pD,Rq Ă ¨ ¨ ¨ Ă C 1

pD,Rq Ă C 0
pD,Rq.

Propriété 20. Soit f : D ÝÑ R.
‚ Pour tout entier n P N˚, f est de classe C n sur D si et seulement si f est dérivable

et f 1 est de classe C n´1 sur D.
‚ f est de classe C8 sur D si et seulement si f est dérivable et f 1 est de classe C8 sur
D.

4.3. Opérations sur les fonctions de classe C n.

4.3.1. Combinaison linéaire.

Propriété 21. Une combinaison linéaire d’applications de classe C n sur D est aussi
de classe C n sur D. Autrement dit :

@pf, gq P C n
pD,Rq2, @pλ, µq P R2, pλf ` µgq P C n

pD,Rq.
De plus :

pλf ` µgqrns “ λf rns ` µgrns.

Démonstration. Par récurrence sur n :

(I) Si n “ 0 l’assertion est vraie puisqu’un combinaison linéaires d’applications continue
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est continue (cf. Chapitre ”Continuité”).

(H) Supposons l’assertion vraie au rang n. Soient f et g de classe C n`1 sur D. Alors f
et g sont dérivable et f 1, g1 de classe C n sur D (propriété 20).

Par hypothèse de récurrence, λf 1 ` µg1 est de classe C n sur D et pλf 1 ` µg1qrns “
λpf 1qrns ` µpg1qrns.

Mais puisque pλf ` µgq1 “ λf 1 ` µg1 (propriete 4), pλf ` µgq est de classe C n`1

(propriété 20) et :

pλf ` µgqrn`1s “ pλf 1 ` µg1qrns “ λpf 1qrns ` µpg1qrns “ λf rn`1s ` µgrn`1s

L’assertion reste donc vraie au rang n` 1. �

4.3.2. Produit.

Propriété 22. Si f et g sont de classe C n sur D alors leur produit f ˆ g est aussi de
classe C n sur D.

Démonstration. Par récurrence sur n P N.

(I) Pour n “ 0 : si f et g sont continues sur D alors f ˆ g est continue sur D (cf.
Chapitre ”Continuité”).

(H) Supposons l’assertion vraie au rang n P N. Soient f et g de classe C n`1 sur D ;
alors f 1 et g1 sont de classe C n sur D (propriété 20) et donc (propriétés 19, 21) :

pf ˆ gq1 “ f 1g ` fg1 P C n
pD,Rq.

Ainsi pf ˆ gq est de classe C n`1 sur D (propriété 20).
La propriété reste vraie au rang n` 1. �

4.3.3. Composition.

Propriété 23. Si f P C npI,Rq et g P C npJ,Rq avec fpIq Ă J alors g ˝ f P C npI,Rq.

Démonstration. Par récurrence sur n P N.

(I) Si f, g sont continues et fpIq Ă J alors g ˝ f est continue sur I (cf. Chapitre ”Conti-
nuité”).

(H) Supposons l’assertion vraie au rang n P N. Soient f P C n`1pI,Rq et g P C n`1pJ,Rq.
Par composition, g ˝ f est dérivable et pg ˝ fq1 “ pg1 ˝ fq ˆ f 1. Or f, f 1, g1 sont de classe
C n sur D (propriétés 19, 20) et donc par hypothèse de récurrence et produit, pg ˝ fq1

est de classe C n sur D, ainsi g ˝ f est de classe C n`1 sur D (propriété 19).
Ainsi l’assertion reste vraie au rang pn` 1q. �

4.3.4. Quotient.

Propriété 24. Si f, g P C npD,Rq et si @x P D, gpxq ­“ 0 alors
´

f
g

¯

P C npD,Rq.

Démonstration. L’application x ÞÝÑ 1
x

est de classe C8 sur R˚ et donc aussi de classe

C n (propriété 19). Par hypothèse gpDq Ă R˚, donc par composition, son inverse
´

1
g

¯
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est de classe C n sur D, et par produit
´

f
g

¯

P C npD,Rq. �

4.3.5. Difféomorphisme.

Propriété 25. Soit I un intervalle de R.
Si f P C npI,Rq et si f 1 est strictement positive (respectivement strictement négative)
sur I alors f réalise une bijection de I sur J “ fpIq et son application réciproque f´1

est de classe C n sur J .
On dit alors que f est un C n-difféomorphisme de I sur J .

Démonstration. Par récurrence sur n P N.

(I) C’est vrai d’après le théorème de la bijection.

(H) Supposons l’assertion vraie au rang n P N. Soit f P C n`1pI,Rq avec f 1 ą 0 sur I
(sans perte de généralité). Par dérivation de l’application réciproque, puisque f 1 ­“ 0
sur I, f´1 est dérivable sur J de dérivée :

`

f´1
˘1
“

1

f 1 ˝ f´1

Or f 1 P C npI,Rq (propriété 19), et par hypothèse de récurrence f´1 est de classe C n

sur J . Par composition, puisque f´1pJq “ I Ă I, f 1 ˝ f´1 est de classe C n sur J , et par
quotient pf´1q

1
“ 1

f 1˝f´1 est de classe C n sur J .

Donc (propriété 19), f´1 est de classe C n`1 sur J . L’assertion reste ainsi vraie au
rang n` 1. �

4.4. Être de classe C n est plus fort qu’être n-fois dérivable.

Par définition si f est de classe C n sur D alors f est n fois dérivable sur D. Puisque
la dérivabilité entrâıne la continuité, si f est pn ` 1q fois dérivable alors f est aussi de
classe C n sur D.

Ainsi en notant pour tout n P N˚ :

Dn
pD,Rq “

!

f : D ÝÑ R | f est n fois dérivable sur D
)

on a les inclusions :

@n P N, C n`1
pD,Rq Ă Dn`1

pD,Rq Ă C n
pD,Rq

Ces deux inclusions sont strictes :

Être de classe C n`1 est strictement plus fort qu’être pn`1q fois dérivable, qui lui-même
est strictement plus fort qu’être de classe C n.

Vérifions-le sur deux exemples.

Exemples.

‚ L’application x ÞÝÑ |x| est continue et non dérivable. Ainsi une application dérivable
est continue, mais la réciproque est fausse : autrement dit l’inclusion D1pR,Rq Ă
C 0pR,Rq est stricte.
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Puisque l’application valeur absolue est continue elle admet des primitives. En considérant
sa primitive sur R :

f : x ÞÝÑ
xˆ |x|

2
“

$

’

&

’

%

x2

2
si x ě 0

´
x2

2
si x ă 0

on obtient une application dérivable à dérivée continue (i.e de classe C 1) qui n’est pas
deux fois dérivable. Ainsi l’inclusion D2pR,Rq Ă C 1pR,Rq est stricte.

En prenant des primitives successives, on obtient des exemples montrant que l’inclu-
sion Dn`1pR,Rq Ă C npR,Rq est stricte pour tout n P R.

y = |x|

y = x× |x|
2

x ÞÝÑ |x| est C 0 et non D1. Sa primitive est C 1 et non D2.

‚ Soit :

f : x ÞÝÑ

#

0 si x “ 0

x2 sin
1

x
si x ­“ 0

D’après le théorème des gendarmes f est continue. Vérifions qu’elle est dérivable sur R.
Elle est dérivable sur R˚ comme produit et composée d’applications dérivables. De

plus :

@x P R˚, f 1pxq “ 2x sin
1

x
` x2 ˆ

´1

x2
ˆ cos

1

x
“ 2x sin

1

x
´ cos

1

x
Etudions sa dérivabilité en 0 :

T0fpxq “
x2 sin

1

x
´ 0

x´ 0
“ x sin

1

x
ÝÑ
0

0 “ f 1p0q

d’après le théorème des gendarmes. Ainsi f est dérivable sur R et :

f 1 : x ÞÝÑ

#

0 si x “ 0

2x sin
1

x
´ cos

1

x
si x ­“ 0

Mais f 1 n’est pas continue en 0. En effet :

2x sin
1

x
ÝÑ
0

0 et cos
1

x
n’a pas de limite en 0

(autrement cos aurait une limite en ˘8 ce qui est absurde), ainsi f 1pxq n’admet pas de
limite en 0.

Ainsi f est un exemple d’application dérivable sur R qui n’est pas de classe C 1. Donc
l’inclusion C 1pR,Rq Ă D1pR,Rq est stricte.

En prenant des primitives successives (puisque f est continue), on en déduirait des
exemples d’applications n fois dérivables qui ne sont pas de classe C n, pour tout n P N˚.
Autrement dit, pour tout n P N˚, l’inclusion C npR,Rq Ă DnpR,Rq est stricte.
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y = x2 sin 1
x

y = 2x sin 1
x

− cos 1
x

x ÞÝÑ x2 sin
1

x
est dérivable sur R. Sa dérivée n’est pas continue en 0.
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