Chapitre 19
Dérivabilité

http://www.i2m.univ-amu.fr/perso/jean-philippe.preaux/

Dans ce chapitre toutes les applications sont réelles.

1. DERIVABILITE

On rappelle qu'une partie D < R est un voisinage du réel z si il existe r > 0 tel que
lzg =120 +7[ < D.

1.1. Dérivabilité en un point.

Définition 1.

Sotent D un voisinage de xg € R et f : D — R wune application. On dit que
f est dérivable en xo si lapplication (appelée "taur d’accroissement de f en xo”) :

Txof:D\{xo} — R
f(z) — f(zo)

T — X

g
a une limite finie en xq ; c’est-a-dire :

2YeR, lim L@ —fE) _,

T—T0 xr — X

ou encore : .
+ —
W eR, lim 1@ —fE) _,
h—s0 h
Dans ce cas, la limite { est appelée le nombre dérivé de f en xq et noté :

£= (ao) = ()|

Remarque. (Motivation Physique).

En physique, si un mobile se déplace le long d'un axe, en notant = : t — z(t) sa
position en fonction du temps, alors Tj,(t) est la vitesse moyenne mesurée entre les
temps to et t, tandis que 2/(ty) est la vitesse instantanée du mobile au temps to. Les
physiciens la notent aussi :

ZL’(t(]) = I'/(to) = Ccli—f(to)

En considérant les applications :

dx(tp) :R — R ¢ dt:R — R
h — /(o) x h © h — h
”différentielle de = en tg” ” différentielle de 'identité”

on peut écrire I’équation fonctionnelle :
dx(ty) = ' (to) x dt
c’est-a-dire :
Vh e R, dx(ty)(h) = 2'(ty) x h
1
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1.2. Exemples.
e Soit (a,b) € R?; I'application affine :
f:R — R
r —> ar+b
est dérivable en tout point xg € R. En effet :

T f@)_f(x)—f(.?co)_a:U—I—b—(axo—l—b)_a(x—xg)_a_)a
o  r—xzy T — 2  r—x @

Ainsi f est dérivable en tout réel zg, de nombre dérivé | f'(zo) = a|.

e Soit n € N; 'application
fR — R
r — "
est dérivable en tout point xg € R. En effet :
—Sin = 0; ¢a découle du point précédent avec (a,b) = (0, 1). Dans ce cas f'(xg) = a = 0.
~SineN*:
T, fz) = f@) = flwo) _a"—af  x—mxy Zxk n—1-k

T — Zo T — Xo T — Xo

Ainsi :

lim Ty, f(x Z ot = nap Tt

T—T0

Donc f est dérivable en tout x5 € R et | f'(xq) = nal ' |

e L’application cos est dérivable en tout zy € R. En effet :

h) —
Ty, cos(zg + h) = cos(xg + h) — cos(xo)

h
~cos(zg) cos(h) — sin(xg) sin(h) — cos(xo)
B h
h)—1 in(h
= cos(zg) X % — sin(xg) x sm}E )
—_—— ——
_h2 —0>1
TR
Donc
hlimo Ty, cos(xg + h) = —sin(xy).
Ainsi cos est dérivable en tout zg € R et | cos'(zg) = —sin(xg) |
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1.3. Interprétation graphique.

Soit f : D — R, xg,x deux réels distincts dans D et My(zo, f(x0)), M(z, f(x)) les
points correspondants sur la courbe €. Les vecteurs :

_ 1
— €T To —>
MoM : T, o)—f(z
(1 " Fan) ¢ T (s
—> 1 —
sont colinéaires : T, = MoM.
T — X

L’application f est dérivable en x si et seulement si le vecteur 7_}) "tend” lorsque

r —> xg vers le vecteur :
N 1
Tzo = (f/(ffo)) .

C’est un vecteur tangent a la courbe représentative €; de f au point My(zo; f(0)).

Dans ce cas, on appelle droite tangente a €y en M la droite passant par M, et de

. —
vecteur directeur 717, .

Le nombre dérivé f'(xg) est la pente de la droite tangente a € en My(xo, f(20))-
L’équation de cette tangente est :

y = f(xo) + f'(wo)(x — x0) |

Remarques.
x) — f(z
s 1) )
T—xo r — 2o N
tangente verticale en My(xzo, f(x0)) : le vecteur T, tend vers une vecteur vertical.

= 400, alors f n’est pas dérivable en z(, mais ¢y admet une

Exemple. la fonction racine carrée x — 4/x : sa courbe admet une tangente verticale
orientée vers le haut au point O(0,0) :
— 1
Ve-vo_ 1
x—0 N
3
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@)

e Lorsque le taux d’accroissement n’a pas de limite en g, la courbe de f n’admet pas
de tangente au point de coordonnées (xo, f(zo)).

Exemple. La courbe de z — |z| n’admet pas de tangente en 'origine O(0,0). En effet :
e[ = 0] _ =

=1—1

—_ = —_— =—1— -1
=0t x—0 >0 1 o+

1.4. Dérivabilité a droite, ou a gauche, en un point.

Définition 2.

Soient D une sous-ensemble de R et xq € D tel que Ir > 0, [xg, xo + r[< D.

Une application f : D — R est dite dérivable a droite en xq, si application
Txof:D\{xo} — R

f(x) — f(xo)

T — X

T

a une limite finie a droite en xq ; c’est-a-dire :

f@) = I _,

I e R, lim
x—)xar Xr — .TO
ou encore : "
WeR, lm JF R - f) _,
h—s0+ h
Dans ce cas, la limite { est appelée le nombre dérivé a droite de f en xq et noté :

Il y a une définition analogue pour la dérivabilité a gauche :

Définition 3.
De méme, si Ir > 0, |zg — r,x¢] < D, on dit que f : D — R est dérivable a gauche
en g, si lapplication

TZOf:D\{xO} — R
f(x) = f(zo)

T — X

T
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a une limite finie a gauche en xq; ¢’est-a-dire :
¥ eR, lim M —
x—»xa xr — xo
ou encore : .
WeR, lim {EFM=f@) _,
h—s0— h
Dans ce cas, la limite ¢ est appelée le nombre dérivé a gauche de f en zy et noté :

L’utilité des notions de dérivabilité a droite et a gauche provient de la propriété sui-
vante :

Propriété 1.
Soit f: D — R une application sur un voisinage de xo. Alors f est dérivable en xq si
et seulement si f est dérivable a droite et a gauche en g et fi(xo) = fy(x0). De plus

dans ce cas f'(xo) = f,(w0) = fi(xo)-

Démonstration. On montre deux implications.

Si f est dérivable en x( alors son taux d’accroissement a une limite finie f/(zg) en
T égale a ses limites a gauche et a droite en x :

lim Ty, f(z) = lim Tg, f(z) = I (o).

T T

Ainsi f est dérivable a gauche et a droite en xg et f'(z0) = f;(z0) = fi(wo).
Si f est dérivable a droite et a gauche en zo, et si fi(zo) = fi(zo), alors par

définition :

hm_ Txof(‘r) = f;(mO) = fz,i(x0> = 11II1+ Txof(x)

z—xg T
Puisque T}, f n’est pas défini en xy, mais y admet des limites a droite et a gauche égales,
T,,f a une limite en x¢ égale au réel f;(xo) = fj(wo). Ainsi f est dérivable en x, et de

plus f'(xo) = fo(wo) = fa(wo)- u

Exemple. La fonction f : x — |z| n’est pas dérivable en 0; elle y est cependant
dérivable a gauche et dérivable a droite :

y =z
16)
g SO O 0l e
z—0+ z—0 z—0t r—0 2>0 1 ot
f(z) — f(0) 2| —[0] x )
l | —_— = — =—1— -1 = 0
T—0— z—0 z—0- x—0 z<0 x 0- fg()
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Etant dérivable & droite et & gauche en 0 sans y étre dérivable, on dit que sa courbe
admet un point anguleux en O(0,0).

Exemple. soit f I'application définie sur R par :
T six <0
flw) = {ln(l +z) siz>0
Etudier la dérivabilité de f en 0.

— Dérivabilité en gauche en 0; si z <0 :

f@) = f0) _w-0_

z—0 z—0 0-
Donc f est dérivable a gauche en 0 et f;(0) = 1.

— Dérivabilité a droite en 0; si x > 0 :
f(@)—f(0) In(l+z)—0 In(l+x)

|
z—0 x—0 T o+

Donc f est dérivable a droite en 0 et f;(0) = 1.

Ainsi f est dérivable en 0 et f/(0) = 1.

1.5. La dérivabilité entraine la continuité.

Nous l'avons déja noté (cf. chapitre ”Continuité”), la dérivabilité entraine la conti-
nuité :

Propriété 2. Si f est dérivable en xqy alors f est continue en xq.

Démonstration. Si f est dérivable en x, alors 3¢ € R tel que :
lim M -/
X0 r — X

Or Vz € Zp \ {zo} :

f(z) = f(zo)

r — X
6

X (x — xg).

f(x) = f(zo) =
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Par passage a la limite :
lim f(z) — f(xg) =€ x0=0.

T—x0
donc : lim f(z) = f(xg) i.e. f est continue en z. |
T—xQ
Remarques.

— La réciproque est fausse; exemple, la fonction valeur absolue x —— |x| est continue
en 0 et non-dérivable en 0.

—De mémesi f est dérivable a droite (respectivement a gauche) en 0 alors f est continue
a droite (respectivement a gauche) en 0.

1.6. Equivalent pour une fonction dérivable a dérivée non-nulle.

Propriété 3. Si f est dérivable en xq et si f'(xg) est non-nul, alors on a ’équivalent :

f(x) — f(xo) o f'(@o)(x — 20) |

Démonstration. Par hypothese :

fz) = flxo)

lim = f'(z0) 0
T—T0 T — X
donc :
fl@) — [z
( ) ( 0) - f/(xo)
T — X Zo
= f(z) — f(zo) > f'(@o) (2 — 20) par produit
|
Remarques. On se souvient que
lim f(z) =0+ 0 = f(x)~/(
T—T0 Zo
(comme on vient de l'utiliser dans la preuve).
Puisque la dérivabilité entraine la continuité, lorsque f est dérivable en z :
f(:L‘) N {f(l’o) si f(x()) :#O
zo | f'(w0) x (x —x0) si flzo) =0et f/(z) +0
Exemple. Donner un équivalent simple de cos(z) en g
(Remarquons que lim cosz = 0 ne permet pas d’obtenir un équivalent en 5)
La fonction cos est dérivable en 7 et cos’ (g) = —sin (%) = —1 (cf. exemple plus

haut) qui est non-nul. Donc :
cos(x) — cos <g) % (—1) x (:1: - g)

= cos(x)



BCPST1 Dérivabilité Lycée Fénelon

Exercice 1. En appliquant cette propriété en 0 a © — sinx, x — tanz, v —>
V1+x, x—In(l+z) et x — e® — 1 retrouver les équivalents usuels.
(On admettra pour l'instant leur dérivabilité et nombre dérivée en tout point).

Résolution.

1.7. Dérivabilité et fonction dérivée.

Définition 4.

o On dit que [ est dérivable sur un intervalle |a,b] lorsque f est dérivable en tout
xg €]a, b.

e On dit que [ est dérivable sur un intervalle [a,b] lorsque f est dérivable en tout
xo €la,b| et f est dérivable a droite en a et dérivable a gauche en b.

o On dit que f est dérivable sur un intervalle [a,b| lorsque f est dérivable en tout
xo €la,b[ et f est dérivable a droite en a.

o On dit que [ est dérivable sur un intervalle |a,b] lorsque f est dérivable en tout
xo €la, b| et f est dérivable a gauche en b.

o Soit f une application et D < Py ot D est une réunion d’intervalles. On dit que f
est dérivable sur D si f est d érivable sur tout intervalle I < D.

Exemples.

e Les fonctions x — az + b, x — 2™ (avec n € N) et cos sont définies et dérivables
sur R.

e La fonction valeur absolue : x — |z| est définie sur R. Elle est dérivable sur R, , sur
R_ mais pas sur R.

8
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e Soit f(x) = 2" ; f est définie sur Z_ u R, , mais dérivable seulement sur R*.

En effet, sur R%, f(x) = exp(x In(x)) est une composée d’applications dérivables, donc
dérivable (admis pour l'instant). Etudions la dérivabilité & droite en 0; soit x > 0 :

_ zlnz _ 00 xlnx_]_ 1
f(z) — f(0) _ € 0" e gz
rz—0 z>0 x—0 T 0o x 0 o+

Ainsi f n’est pas dérivable a droite en 0. D’autre part sur Z* , f n’est définie sur aucun
intervalle, et donc n’y est pas dérivable.

E 4
-«

Remarque. La courbe représentative d’une application dérivable sur un intervalle
ouvert I admet en chacun de ses points d’abscisse dans I une tangente non verticale.

Définition 5. Fonction dérivée

Si f est dérivable sur D, on définit sa dérivée : f' : D — R comme la fonction dont
Iimage de tout x € D est le nombre dérivé f'(x).

Exemple. La dérivée de cos est —sin : |cos’ = —sin|.

Pour tout n € N* la dérivée de X™ : 2 —— 2" est : n X" : o na™ L[ (X)) = nX" 1|

2. OPERATIONS SUR LES FONCTIONS DERIVABLES ; DERIVEES USUELLES

2.1. Dérivée d’une combinaison linéaire.

Propriété 4. Linéarité de la dérivation

e Soit (\, ) € R?; si f et g sont dérivables en xg € R alors (\f + ug) est dérivable en
zo et (Af + pg)'(zo) = Af'(zo) + pg' (o).

e Si f et g sont dérivables sur D < R alors (Af + pg) est dérivable sur D et :

(M +pg) =M+ pg'|

9
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Démonstration. On applique la définition ; supposons f et g dérivables en z( (respec-
tivement, a droite, a gauche) :

(M +pg)(@) — (N + pg)(zo)  Af(z) + pg(x) — Af(z0) — pg(0)

T — X T — Zo
~ )\ x f(z) — f(xo) b g(r) — g(zo)
r — 2o T — X

- Af'(x0) + pg' (o)

Donc (Af+pug) est dérivable en xq (respectivement a droite, a gauche) et (A f+pug)'(zo) =

Af' (o) + pg' (o).
Si f et g sont dérivables en tout point de D (respectivement a droite a gauche), alors
d’apres ce qui précede il en est de méme de (Af + pg), qui est donc dérivable sur D et

(A +pg) = A"+ ug'. n

2.2. Dérivée d’un produit.

Propriété 5.
e Si f et g sont dérivables en xy € R alors f x g est dérivable en zq et (f x g)'(zo) =
f'(x0)g(z0) + f(20)g' (20)-

e Si f et g sont dérivables sur D < R alors f x g est dérivable sur D et :

(f x9)=Ffg+fd]

Démonstration. Supposons f et g dérivables en xz( (respectivement a droite, a gauche).

(f xg)(@) = (f x g)(wo)  f(x) x g(x) — f(w0) x g(0)

_ _ Fw) % gle) — Flan)o@) + Flzo)g(e) — Fao) a0
_ (@) = S@o)) % 9(x) + flao) x (9(x) ~ glz0))
~ LOZIE) ) 4 () L=

- [ (w0)g(wo) + f(20)g (o)

en passant a la limite, puisque g étant dérivable en xy, g est aussi continue en zy (cf.
propriété 2). Ainsi par définition f x g est dérivable en x( (respectivement & droite, a

gauche) et (f x g)'(zo) = f'(z0)g(wo) + f(x0)g'(x0)
La deuxieme propriété découle de ce que l'on vient d’établir et de la définition. W

2.3. Dérivée d’un quotient.

Propriété 6.

e Si f et g sont dérivables en xy € R et si g(xo) £ 0 alors i est dérivable en x( et
g

10
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(g), (20) = F(@0)g(0) — f(@0)g'(z0)

g(wo)?
e Si f et g sont dérivables sur D < R et si Vx € D, g(z) + 0 alors i est dérivable sur
g

D et :
(j)' _f'9g—1d
g g2

Démonstration. Supposons f et g dérivables en xz( (respectivement a droite, a gauche).
En particulier (propriété 2) g est continue en x.

Puisque g est continue en xg et g(zo) £ 0, d’apres le lemme suivant, 3r > 0 tel que
Vo e Dnlxg—r,xo + 1, g(z) £ 0. Ainsi g est définie sur un voisinage de x, (respecti-

vement a droite, a gauche).

Lemme. Soit g : D — R et zp € R. Si g est continue en z9 € D et si g(zo) + 0 alors
Ir > 0,Ve e Dn]xg—r,xo + [, g(z) £ 0.

Preuve du lemme. Par 'absurde : supposons que Vr > 0, 3z € D n |xg —r, 20 + | tel
que g(z) = 0. Posons r,, = % > 0. En particulier Vn € N* 3z, € D N |xg — 7y, 2o + 74
tel que g(z,,) = 0. Ainsi :

1 1
VneN* xg— —<xz, <z + —
n n

et donc d’apres le théoréeme des gendarmes x,, —> xy. Par continuité la suite (g(z,))n>0
tend vers g(zo) (cf. Chapitre ”Continuité”). Mais c¢’est impossible puisque g(x,,) reste
constant égal a 0 tandis que g(z¢) + 0. o

Revenons a la preuve de la propriété. On a :

Ho)~ fo) -

f(x)g(z0) — f(20)9(2)
9(x)g(wo)(x — o)

f(@)g(xo) — f(x0)g(x0) + f(x0)g(x0) — f(l’o)g(:r)>
)~ f(

1 y ( (
9(x)g(xo) T — g
1 o flz o) < ol . M
9(x)g(xo) ( 9(wo) + f (o) )
1

T — X T — X

o ety % (@) aleo) = £(xo) x o ()

en passant a la limite, et puisque ¢ est continue en xy. Ainsi i est dérivable en x
g
(respectivement a droite, a gauche) et :

([)/ (25) = f'(@o) x g(wo) — f(20) X g'(20)

g g(wo)?
La deuxieme propriété découle alors de ce qui précede par définition. |

11
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2.4. Dérivée d’'une composée.

Propriété 7.
Soient f définie sur Uintervalle I et g définie sur l'intervalle J, tel que f(I) < J.

e Si f est dérivable en xg € I et si g est dérivable en f(xy) € J, alors go f est dérivable
en Tg et :

(go f)(z0) = g'(f(x0)) x f'(20) |

o Si f est dérivable sur I et si g est dérivable sur J alors go f est dérivable sur I, et :

(gof) =(g'of) x f'}

Démonstration. Considérons I'application ¢ : J — R définie par :
9(y) —9(f (o)) .
VyeJ, o(y) = y—fl) 7 * Sl
9'(f(xo)) siy = f(zo)
Puisque g est dérivable en f(xg) (respectivement a droite, a gauche), alors par définition :
lim ¢,y @(y) = ¢(f(20)), L.e. ¢ est continue en f(x).

Par ailleurs, Vx € I \ {xo} :
gof(x) —go flxo) _gof(x)—goflxe) [fl(z)—f(zo) _

T — X f(x) — f(xo) T —To T — o

Lorsque z — xy :

f(ZL‘) B f(x[)) N f/<$0) (2>

T — X zo
par dérivabilité de f en z( (respectivement a droite, a gauche), et :

f(z) — f(xo) car f continue en x .
o(y) ﬁ o(f(zo)) car ¢ continue en f(zo) - mlg_frnlo o(f (@) = é(f(z0)  (3)

par composition des limites.
Ainsi d’apres (1), (2) et (3), et par produit des limites :

tim 4S9 7@0) _ 00y s famo) = ' (F (o)) x Fwo)

T—xo T — X

donc par définition, g o f est dérivable en xq (respectivement a droite, a gauche) et :

(g0 f) (o) = g'(f(x0)) x f'(x0).

La deuxieme assertion découle de ce que 'on vient d’établir et de la définition. |

2.5. Dérivée d’une application réciproque.

Soit f une application continue et strictement monotone sur un intervalle I < R.
Alors d’apres le théoreme de la bijection, f réalise une bijection de I sur f(I) et son
application réciproque f~! est continue sur J = f(I).

Lorsque f est dérivable sur I, qu’en est-il de la dérivabilité de son application
réciproque f~17 Clest le résultat suivant :

12
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Propriété 8.
e Sous ces hypothéses, si f est dérivable en xo € I, et si f'(xg) + 0 alors f~! est
dérivable en yo = f(xg) et :

/ 1 1
) o) = 57— = .
U ) = 5 ~ o)
e Si f est dérivable en tout point de I et siVx e I, f'(xg) £ 0, alors f~! est dérivable
en tout point de J et :

1

-1\’
(f )_f/of—l'

Démonstration. On suppose f dérivable en xy € I (respectivement a droite ou a
gauche). Soit yo = f(xo) € J ou J = f(I).
Soit y € J \ {yo}; le taux d’accroissement de f~! en yq est :
_ ') — (o)
T,of 'y =
wf () Y — %

Or puisque f : I —> J est bijective, Vy € J, 3w € I,y = f(z); soit alors (z, 1) € I? et
(y,y0) € J* tels que :

y=f(z) et yo= f(xo)

x=f"1y) et o= f"(w)
Ainsi avec ces notations : T —x
T ) = 20

Puisque f est continue (car dérivable) sur I (propriété 2), d’apres le théoreme de la
bijection f~! est continue sur J. En particulier : lim,, f~!(y) = f~'(yo) = 0. Ainsi :
lim z = xg
y—o - f(x) = flxo)
fx) — f(=0) — lim

= f’(flfo) Y—>Yo T — Xo

!/
: = f(20)
lim
>z T — X
d’apres le théoreme des composition des limites.

Puisque f'(xo) £ 0 par inverse de la limite :

1, X . 1
ool =) = Fy = (o) v Flan)

Ainsi f~! est dérivable en g, (respectivement & droite ou & gauche) et :

() (wo) = Lo ! = !
f'(wo)  f/(f (o)) (f o f~)(w)
La deuxiéme assertion en découle avec la définition. [ |

2.6. Application : dérivées des fonctions usuelles.

e Fonctions polynémes

Nous avons déja montré que Vn € N* une fonction puissance x —— z™ est dérivable
sur R et de dérivée  — na™ !, et qu'une fonction constante est dérivable sur R de
dérivée identiquement nulle.
Par linéarité de la dérivation (propriété 4) :
13
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Toute fonction polynome :

n
P:xr— Z ag X ¥
k=0
est dérivable sur R et a pour dérivée la fonction polynome :

n
P':x»—>2k><ak><a:k’1.
k=1

e Fonctions rationnelles

Une fraction rationnelle est le quotient de deux polynomes. Par dérivabilité d'un quo-
tient :

Toute fonction rationnelle est dérivable sur son domaine de définition. Si P, @ € R[X] :

(P)’ _PQ-PQ

Q Q?

e Fonctions circulaires

On a déja démontré que les fonctions cos et © —— ax + b sont dérivable sur R de dérivée
respective (—sin) et z — a.
Puisque sin(z) = cos (3 —

) 5 :L‘), par composition sin est dérivable sur R (propriété 7)
et :

sin’(z) = cos’ (g -~ :c) x (—1)

= —sin (5 —x) x (—1)

(5 )
=sin|—-—x
2

= cos(z)

. "y sin ‘o . o e
Par quotient (propriété 6), tan = — est dérivable sur son domaine de définition %y, =
cos
R~ (g + WZ) et :
sin’ x cos —sin x cos’  cos? + sin? 1

(tan)" = 5 = — = — = 1 +tan®.
Cos Cos oS

En résumé :

cos, sin et tan sont dérivables sur leur domaine de définition et :

1
cos’ = —sin ; sin’ =cos ; tan' = — =1+ tan®
cos?

e Logarithme néperien, exponentielles, puissances réelles

1
La fonction In est définie comme la primitive de x —— — valant 0 en 1. Ainsi par
x

définition In est dérivable sur R* et In'(x) = —.
T
14
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Pour tout a > 0, la fonction f, : * — In(az) est dérivable sur R% en tant que

1
composée (propriété 7) et f/(x) = In'(ax) x a = 42
ar

1
Ainsi f, est la primitive de x — — valant In(a) en 1; en particulier les primitives
x

1
de z — — sont toutes les fonctions f, :  — In(ax) avec a € R*.
T

In est dérivable sur R* et V(z,a) € (R*)?,

In'(x) = i = In’(ax).

1
Pour tout > 0, In’(z) = = > 0 donc In est strictement croissante (sera démontré
T
plus loin), et puisque (cf. Chapitre ” Limites”) :

limln = -0 ; limln = 4o
0+ +00

In réalise une bijection de R% sur R. Son application réciproque est exp : R — R ;

1
puisque Yz € R*, In'(z) = . + 0, d’apres la propriété 8, exp est dérivable sur R et

VreR: ] .
! == == =
eXp ($> - 111, o exp(x) expl(x) exp(x)

Soit a € R, par composition (propriété 7) :

(exp(az))’ = a x exp(azx).

exp est dérivable sur R et V(x,a) € R?
exp = exp

exp(ax) = a x exp(ax).

Soit a > 0 et f(x) = a® = e*m¢ la fonction exponentielle en base a, définie sur R.
Par composition (propriété 7), f est dérivable sur R, et :

f'(z) = In(a) x e*™ = In(a) x a®.

Les fonctions exponentielles de base a > 0 sont dérivables sur R et Va > 0,Vx € R,

(a®) = 1In(a) x a”.

Soit « € R\ Z et f, : v — 2 une fonction puissance réelle, définie sur R% . Par
composition (propriété 7) et dérivabilité de In, exp et © — ax, f, est dérivable sur R*

et :

f/ ([L’) _ (ealnx)/ _ g % ealnx
«

X
a X ealnx
elnx

= a X e(a—l)lnx

=ax !
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Les fonctions puissances réelles sont dérivables sur R* et Vo€ R N Z, Vo € RY,

(%) = a x z*71.

e Fonction arctan

La fonction tan est continue, dérivable, et & dérivée tan’ = 1+ tan? strictement positive.
. . T p , .

Elle est donc strictement croissante sur ]—5, 5[ (sera démontré plus loin) ; de plus (cf.

Chapitre ” Limites”)

lim tan(z) = -0 ; lim tan(z) = 4o
z—>—5" s

T
Ainsi sa restriction tamu_E z[ réalise une bijection de ]—5, 5 [ sur R, dont I"application
272
réciproque est :
arctan : R — }—— —

™
De plus tan’ = 1 + tan? ne s’annule pas sur ]—5, [ Ainsi par dérivabilité d’une
application réciproque (propriété 8), Vr e R :
1

tan’(arctan(x))
1 1

1+ [tan(arctan(z))]> 1+ 2

arctan’(z) =

arctan est dérivable sur R et Vx € R,
1

arctan’(z) = T
T

e Fonctions racines n-iémes

Pour tout n € N*, la fonction puissance n-ieme x — x™ est dérivable sur R de dérivée
x — nx" . En particulier (sera démontré plus loin) :

. . R i t pai
x —> x" est strictement croissante : St S? nes palr .
sur R sin est impair
elle réalise donc une bijection :
de R, sur R, sin est pair
de R sur R si n est impair
(voir Chapitre ” Continuité” pour les détails). Elle admet donc une application réciproque :
de R R i t pai
v T e R, sur R, sin est pair
de R sur R si n est impair

La dérivée z —— na™ ! de z — 2™ est & 0 si et seulement si x &+ 0. Ainsi d’apres la
propriété 8 :
. .
sur RY  sin est pair
sur R*  si n est impair

x— {/x  est dérivable {
16
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et sa dérivée est pour tout x dans {

En résumé :

R?
R*

sin est pair
si n est impair

1 x

VT

nx ()"

nxax

Vne N* z+—— {/z est définie {

sur R,
ur R

, . sur R}

et dérivable {sur R*
et ({/z) = Ve
n X

si n est pair
si n est impair
si n est pair
si n est impair

e On en déduit le formulaire des dérivées usuelles :

Ensemble de définition | Ensemble de dérivabilité f(x) 1 (z) avec
R  siaeN* R  siaeN*
R* siaeZ~N R* siaeZ~N z ax !l | aeR¥
RY siaeRN\Z RY siaeR\Z
R, sin pair R* si n pair o/ {/x e N*
R sin impair R*  sin impair nxax
1
R% R* In(ax) - aeRY
R R e a x e* aeR
R R a® In(a) x a® |aeR%
R R sin(x) cos(r)
R R cos(x) — sin(x)
T s
R~ <§ + 7TZ> R~ <§ + WZ) tan(z) | 1+ tan®(z)
B 1
cos?(x)
R R tan(z) !
arctan(z
1+ a?

17
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3. APPLICATIONS DE LA DERIVEE

3.1. Dérivée et extremum.

La premiere application des fonctions dérivées concerne la recherche d’extremum d’une
fonction.

Définition 6. Soit f : D —> R; un réel ¢ € D est un minimum (respectivement
mazimum) de f sur D si :

Ve e D, f(x) = f(c) (respectivement f(z) < f(c)).

Dans ce cas f(c) est appelé valeur minimale (respectivement mazimale) de f sur D et
le réel ¢ est un extremum de f sur D.

Remarque. Ainsi (cf. Chapitre ”Continuité”) une fonction f : [a,b] — R continue
admet sur [a, b] (au moins) un minimum et (au moins) un maximum.

Théoréme 9.

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert |a,b[ (avec (a,b) € @2) s sif
admet en c € |a, b| un extremum, alors f'(c) = 0.

Démonstration.

Soit ¢ € ]a, b un extremum de f; alors 3r > 0 tel que |¢ — r,c + r[<]a, b (il suffit de
prendre r = min(c — a, b — ¢)) ; autrement dit |a, b| est un voisinage de c.

Supposons d’abord que ¢ est un minimum de f, i.e. Vx €a, b[, f(z) = f(c), c’est-a-

dire :

V€ la,bf, f(z) — f(c) = 0 (1)
Puisque f est dérivable en ¢, f est aussi dérivable a droite et a gauche en c¢. Son taux
d’accroissement en c est :

T.f(z): ]Ja,b[~{c} — R
f(x) = f(c)

r—cC

T

qui admet des limites a droite et a gauche égales en c. Etudions le signe de ces limites.

|
|
|
|
|
|
|
C

— Limite a droite en ¢ : Soit x > ¢, alors z —c > 0 et f(x) — f(c) = 0 (d’apres (1)) donc
T.f(z) = 0 et par passage a la limite f/(c) = 0.

— Limite & gauche en ¢ : Soit x < ¢, alors z — ¢ < 0 et f(z) — f(c) = 0 (d’apres (1))
donc T, f(z) < 0 et par passage a la limite f;(c) < 0.

18
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Ainsi f'(c) = f;(c) = fi(c) est a la fois positif et négatif. Donc f'(c) = 0.

Supposons maintenant que ¢ est un maximum : Yz € ]a, b[, f(z) < f(c); mais alors
Va €la,b[, —f(x) = —f(c) et donc ¢ est un minimum de (—f). Puisque — f est dérivable
et (—f) = —f', on déduit du cas précédent que dans ce cas aussi, f'(c) = 0. |

3.2. Théoreme de Rolle.

Théoreme 10. Théoreme de Rolle
Si f est continue sur [a,b], dérivable sur |a,b] et si f(a) = f(b) alors 3¢ €]a,b| tel
que f'(c) = 0.

Graphiquement :

a ¢ C2 b

(Ici, on a choisi f non dérivable en a.)

Intuitivement : si I'on effectue un parcours entre deux points a meémes altitudes, on
passera tot ou tard par un col ou une cuvette (vecteur vitesse horizontal).

Démonstration. Puisque f est continue sur [a,b], f est bornée et atteint ses bornes.
Notons :

m=minf ; M = max
[a,b] d [a,b] d

On considere plusieurs cas :
e 1" cas. Sim =M.

Alors f est constante sur [a,b], donc sa dérivée est nulle en tout x € [a, b]. En particu-
lier 3¢ € ]a, b] tel que f'(c) = 0.

e 2°¢ cas. Sim #+ M ; alors f est non constante.

— 1" sous-cas. Si f(a) = f(b) + M. Alors 3c € |a, b] tel que f(c) = M ; ainsi ¢ est
un maximum de f sur |a, b[, et d’apres le théoreme 9, f'(c) = 0.

— 29 sous-cas. Si f(a) = f(b) = M. Alors dc €]a, b| tel que f(c) = m; ainsi ¢
est un minimum de f sur |a,b[, et d’apres le théoreme 9, f'(¢) = 0. |
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3.3. Théoréme des accroissements finis.

Théoréeme 11. Théoreme des accroissements finis
Si f est continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b| alors 3¢ € a,b| tel que

f(b) = fla) = f'(c) x (b—a).

Graphiquement :

a € C2 b

(Ici f est non dérivable en a). Il y a des points (ici 2) en lesquels le vecteur tangent a
méme direction que la corde reliant les points d’abscisses a et b.

Intuitivement : sur un trajet reliant deux points A et B, tot ou tard le vecteur vitesse
R
sera colinéaire a AB.

C’est graphiquement une retransciption ”oblique” du théoréeme de Rolle; d’ailleurs,
si 'on ajoute 'hypotheése f(a) = f(b) on retombe sur le théoreme de Rolle.

Démonstration. On applique le théoreme de Rolle a I'application ¢ définie sur [a, b]

par Yz € [a,b] : ,
o) = (@) - OO (o)

Par combinaison linéaire de f et de x — = — a, ¢ (tout comme f) est continue sur
[a,b] et dérivable sur ]a,b[. De plus :

oa) = fla) -0 o) = 1) - 1O
= f(a) et = f(b) = (f(b) — f(a))
= f(a)
Donc ¢(a) = ¢(b) ; on peut donc appliquer le théoreme de Rolle : 3¢ € Ja, b[ tel que :
#(e) =0
_ g L=t _
LU
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Exercice 2. Montrer que Vr € R, :
x
1+

en appliquant le théoreme des accroissements finis a f(t) = In(1 + ¢) sur [0, z] pour
x > 0 quelconque.

<In(l+2z) <z

Résolution.

3.4. Sens de variation.

On applique ici le théoreme des accroissements finis pour établir les résultats liant le
sens de variation d’une application dérivable et le signe de sa dérivée ; c¢’est ’application
la plus commune de la fonction dérivée.

Théoreme 12. Monotonie et signe de la dérivée

Soit f une application continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b[ ; alors :
o [ est croissante sur [a,b] < Yz €la,b[, f'(z) =0,

e [ est décroissante sur [a,b] < Vx €la,b[, f'(x) <0,

o f est constante sur [a,b] <= Vx €]a,b[, f'(x)=0.
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Démonstration. On prouve la premiere assertion. La deuxieme s’en déduit en I'appli-
quant a (—f). La troisieme découle des deux premieres puisqu'une fonction constante
est une fonction & la fois croissante et décroissante.

Si f est croissante sur [a,b], i.e. V(zg,7) € [a,b]*, 20 <@ = f(x9) < f(2).
Soit g €a, b et x € [a,b] avec xy < x. Ainsi x — zg > 0 et par croissance de f,
f(z) — f(zp) = 0. En particulier :

T — X
Par passage a la limite :

i £ = fwo)

xﬁwa' T — Zo

Ainsi, Vg € ]a, b[, f'(z0) = 0.

= fa(wo) = f'(w0) = 0

Supposons que Vz € |a, b[, f'(x) = 0. Soient (xg, ) € [a,b]? tels que zo < x. Mon-
trons que f(zg) < f(x).

Si xg = x alors f(xg) = f(z) et donc f(z0) < f(x).

Si g < x : par hypothese f est continue sur [z, x| et dérivable sur |zq, z[. Appliquons
le théoreme des accroissements finis :
e €lzo,zl, f(x) = f(w0) = f'(c) x (v —20) =0
—_—  S—

=0 >0

Ainsi, on a montré que pour tout (zg,z) € [a,b]?, 1o < ¥ = f(x0) < f(x). Autre-
ment dit f est croissante sur [a, b]. |

Corollaire 13. Soit f une application dérivable sur |a,b] ; alors :
e f est croissante sur [a,b] < Vz € [a,b], f'(x) =0,

o [ est décroissante sur [a,b] <= Vz € [a,b], f'(z) <0,

o [ est constante sur [a,b] < Vx €]a,b[, f'(x)=0.

Démonstration. Comme dans preuve précédente, il suffit de montrer la premiere
assertion.

Avec le théoreme 12, le sens découle immédiatement, et quant a la réciproque il
suffit de prouver que f croissante = f'(a) = 0 et f'(b) = 0.

Soit x €a,b|; x —a > 0 et par croissance de f, f(x) — f(a) = 0. Ainsi :
—””ii - i(a) >0 = lm w = fila) = f'(a) > 0

Soit z € [a,b[; x — b < 0 et par croissance de f, f(z) — f(b) < 0. Ainsi :
f(xi - z{( )20 — Jim % = fo(b) = f'(b) = 0

Pour la stricte monotonie, on n’a plus équivalence mais seulement une implication :
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Théoreme 14. Stricte monotonie et signe de la dérivée

Soit f continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b|.

o SiVx ela,bl, f'(x) >0 alors f est strictement croissante sur [a, b].

o SiVx ela,bl, f'(x) <0 alors f est strictement décroissante sur [a,b].

Démonstration. La preuve est analogue au sens réciproque du théoreme 12 en chan-
geant les inégalités larges par des inégalités strictes. Il suffit encore de prouver la
premiere assertion.

Supposons que Yz € |a, b[, f'(x) > 0. Soient (g, ) € [a,b]? tels que g < z. Montrons
que f(zo) < f(z).
Par hypothese f est continue sur [xg, z] et dérivable sur |z, z[. Appliquons le théoréme
des accroissements finis :
dc € lxg, x|, f(z) = f(xo) = [f'(c) x(x —1x9) >0

e e

>0 >0
Ainsi, on a montré que pour tout (zg,z) € [a,b]?, 2o <z = f(x0) < f(x). Autre-
ment dit f est strictement croissante sur [a, b]. |

Remarques.

e Attention la réciproque est fausse : par exemple f : x — 23 est strictement croissante
sur [—1, 1] (par exemple) mais sa dérivée n’est pas strictement positive sur | —1,1[ : en
0 elle s’annule. En effet sa dérivée (z3)" = 322 s’annule en 0 et reste strictement positive
sur R*.

Montrons la stricte monotonie ; d’apres le théoreme f est strictement croissante sur
[0,1] et sur [—1,0]. Soient (a,b) € [—1,1]* avec a < b.

—Sia<b<0alors f(a) < f(b) puisque f est strictement croissante sur [—1;0].
—Si0<a<balors f(a) < f(b) puisque f est strictement croissante sur [0;1].
~Sia<0<balors f(a) < f(0) < f(b) puisque f est strictement croissante sur [—1, 0]
et sur [0, 1].

Ainsi f est strictement croissante sur [—1,1].

e Cet argument que nous venons d’appliquer est vrai en général. On pourra ’appliquer
sans autre justification :

Lemme de recollement

Soit f une application (dé)croissante (respectivement strictement (dé)croissante) sur
les intervalles (a, b] ainsi que [b, ¢) (ou (a,c) € @2, b € R et les parentheses (, ) désignent
un crochet ouvert ou fermé).

Alors f est (dé)croissante (respectivement strictement (dé)croissante) sur 'intervalle
(a,0).

3.5. Généralisation a des intervalles quelconques.

On a finalement les résultats suivant qui généralisent a des intervalles quelconques
les résultats de la section précédente :

23



BCPST1 Dérivabilité Lycée Fénelon

3.5.1. Monotonze.

Théoréme 15.

Sotent I un intervalle et f . I —> R continue.
Soit F un ensemble fini de réels dans 1. Si pour tout x € [ .7, f est dérivable alors :

e [ est croissante sur I < VYrxe I~.Z, f'(z) =0,
o [ est décroissante sur [ <= VYre [ . F, f'(x) <0,
e f est constante sur [ <= Voxe I~ .Z, f'(x)=0.

Démonstration. (Esquisse). Considérer une suite (a,,) (finie ou infinie) d’éléments de
I prenant toutes les valeurs dans % de telle sorte que f soit continue sur [a,, G,1],
dérivable sur |a,, ani1[ et I = (J, [@n, @ns+1]. Appliquer le théoreme 12 sur chaque in-
tervalle [ay, a, 1] puis procéder par récurrence en appliquant le lemme de recollement.ll

Il admet le corollaire immédiat :

Corollaire 16.

Soient I un intervalle et f: I —> R dériwable.

o [ est croissante sur [ < Vxe I, f'(x) =0,

o [ est décroissante sur I <= VYre I, f'(x) <0,
o [ est constante sur [ <= Vxe I, f'(x)=0.

3.5.2. Stricte monotonie.

Théoréme 17.

Soient I un intervalle et f: [ — R continue.
Soit F un ensemble fini de réels dans I. Si pour tout x € [ ~ %, [ est dérivable :

o SiVx el N Z, f'(x) >0 alors f est strictement croissante sur I.
o SiVx el N Z,f'(x) <0 alors f est strictement décroissante sur I.

Démonstration. (Esquisse). Considérer une suite (a,,) (finie ou infinie) d’éléments de
I prenant toutes les valeurs dans .% de telle sorte que f soit continue sur [a,, a, + 1],
dérivable sur |an, ans1| et I = J,[an, an + 1]. Appliquer le théoreme 14 sur chaque in-
tervalle [ay,, a, 1] puis procéder par récurrence en appliquant le lemme de recollement.ll

Il admet le corollaire immédiat :

Corollaire 18.

Soient I un intervalle et f: I — R dérivable.

o SiVxel, f'(x) >0 alors f est strictement croissante sur I.

o SiVxel, f'(x) <0 alors f est strictement décroissante sur I.
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4. DERIVEES D’ORDRE SUPERIEUR ; FONCTIONS DE CLASSE %"

4.1. Définitions.

Définition 7. (Dérivées successives)

Soit f: D —> R et xg € D. Pour tout entier n € N, la dérivée n-ieme de f en xo,
" (z0), est définie lorsqu’elle existe par :

= f1%z0) = f(x0), et f = f,

—pourn =1, on dit que f est n fois dérivable en xq si fl
Zo; on a alors :

£ () = (f[n_l])/ (20) = lim fr=U(z) — fln=(z)

T—T0 T — X

n=11 egiste et est dérivable en

— Lorsque f est n-fois dérivable en tout xo € D, on dit que [ est n-fois dérivable sur D

et on définit sa dérivée n-iéme, notée fl" ou o sur D comme application :
i

fll . D — R
z o i) =Ty

 da

Exemples.
e Pourn=0,1,2: fl00 = f 00— g 21 — ¢,

Le nombre dérivée seconde en zq : f"(zo) = f21(2¢) est défini des que f est dérivable
sur un voisinage de xg et f’ est dérivable en xy.

e Soit n € N* et f(z) = 2™ ; alors pour tout k € [[0,n] :

! d* n!
[%] _ n n—k — X" = Xn—k
fH(@) (n — k:)!x e (n —k)!

En effet : par récurrence sur k € [0,n] :

|
(I) Pour k = 0 : fl%z) = 2™ = ( n'0)|xn_o; I’assertion est vraie.
n—0)!
|
(H) Supposons que pour k € [0,n — 1], fI*(z) = 0 n'k)|x”_k; alors :
[k+1] _ ( £IK1Y _ i ”_' n—k\| _ ”_‘ B n—k—1
@ =@ 5 ((n_k)!“" CE I
n!
_ o ]{Z n—k—1
(n—k)x(n—k—l)!x(n o
_ n! L (k1)
(n—(k+1))!

L’assertion demeure vraie au rang k + 1.
On conclut a I’aide du principe de récurrence.

Définissons maintenant les applications de classe €.

Définition 8. (Applications de classe ")
Une application f: D — R est dite :
— de classe €° sur D si f est continue sur D,
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— de classe € sur D (avec n € N*) si f est n fois dérivable sur D et f" est continue
sur D.

On note €™ (D, R) I'ensemble des applications de classe €™ sur D (& valeurs dans R).

Finissons par définir les applications de classe €.

Définition 9. (Applications de classe ™)

Une application f : D —> R qui est n fois dérivable sur D pour tout n € N est dite
de classe €% sur D.

On note €*(D,R) l'ensemble des applications de classe €* sur D (a valeurs dans R).

Exemple. Tout polynome est dérivable et de dérivée un polynomes. Donc les po-
lynomes sont infiniment dérivables, autrement dit de classe €* sur R.

Les fonctions rationnelles sont dérivables et a dérivée une fonction rationnelle ayant
méme domaine de définition. Donc les fonctions rationnelles sont de classe €* sur leur
domaine de définition.

Toutes les fonctions usuelles sont de classe € sur leur domaine de dérivabilité (cf.
"Dérivées des fonctions usuelles”).

4.2. Premieres propriétés.

Les propriétés suivantes découlent immédiatement de la définition et du fait que la
dérivabilité implique la continuité (propriété 2).

Propriété 19. Soit f: D — R.
e Si f est de classe €™ sur D alors pour tout k € [[0,n]), f est de classe €* sur D.

e Si f est de classe € sur D alors pour tout n € N, f est de classe €™ sur D.
Autrement dit :

€*(D,R)c---c€""(D,R) c €"(D,R) c --- < €' (D,R) c €°(D,R).

Propriété 20. Soit f: D — R.

e Pour tout entier n € N*, f est de classe €™ sur D si et seulement si [ est dérivable
et ' est de classe €™ sur D.

o [ est de classe €% sur D si et seulement si [ est dérivable et " est de classe € sur

D.

4.3. Opérations sur les fonctions de classe €.

4.3.1. Combinaison linéaire.

Propriété 21. Une combinaison linéaire d’applications de classe €™ sur D est aussi
de classe €" sur D. Autrement dit :

V(f,9) € €"(D,R)*,V(\ ) € R?, (Af + pg) € €"(D, R).
De plus :

(Af + ug)™ = AT 4 pugt™l,

Démonstration. Par récurrence sur n :

(I) Si n = 0 I’assertion est vraie puisqu'un combinaison linéaires d’applications continue
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est continue (cf. Chapitre ” Continuité”).
(H) Supposons assertion vraie au rang n. Soient f et g de classe €™ sur D. Alors f
et g sont dérivable et f’, ¢’ de classe €™ sur D (propriété 20).

Par hypothese de récurrence, Af’ + pug’ est de classe " sur D et (Af + pg")l" =
A+ (g,

Mais puisque (Af + ug) = Af' + ug’ (propriete 4), (\f + pg) est de classe ¢!
(propriété 20) et :

(A + pg)™ = (Af" 4+ ug)t™ = A + (g™ = At 4 pgl et

L’assertion reste donc vraie au rang n + 1. ]

4.3.2. Produit.

Propriété 22. Si f et g sont de classe €" sur D alors leur produit f x g est aussi de
classe €™ sur D.

Démonstration. Par récurrence sur n € N.

(I) Pour n = 0 : si f et g sont continues sur D alors f x g est continue sur D (cf.

Chapitre ” Continuité”).

(H) Supposons I’assertion vraie au rang n € N. Soient f et g de classe €™ sur D;

alors f’ et ¢’ sont de classe €™ sur D (propriété 20) et donc (propriétés 19, 21) :
(fx9)' =fg+ fg e €"(D,R).

Ainsi (f x g) est de classe €"*! sur D (propriété 20).

La propriété reste vraie au rang n + 1. |

4.3.3. Composition.

Propriété 23. Si f € €"(I,R) et g €"(J,R) avec f(I) = J alors go f € €"(I,R).

Démonstration. Par récurrence sur n € N.

(I) Si f, g sont continues et f(I) < J alors go f est continue sur I (cf. Chapitre ” Conti-
nuité”).

(H) Supposons l'assertion vraie au rang n € N. Soient f € €" (I, R) et g € €""(J,R).
Par composition, g o f est dérivable et (go f) = (¢’ o f) x f'. Or f, f', ¢’ sont de classe
¢" sur D (propriétés 19, 20) et donc par hypothese de récurrence et produit, (g o f)
est de classe €™ sur D, ainsi g o f est de classe €"*! sur D (propriété 19).

Ainsi l'assertion reste vraie au rang (n + 1). |

4.3.4. Quotient.

Propriété 24. Si f,g€ €"(D,R) et siVx e D, g(x) £ 0 alors (5) e ¢"(D,R).

Démonstration. L’application x — % est de classe € sur R* et donc aussi de classe
€™ (propriété 19). Par hypothese g(D) < R*, donc par composition, son inverse <§>
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est de classe €™ sur D, et par produit <§> e ¢"(D,R). |

4.3.5. Difféomorphisme.

Propriété 25. Soit I un intervalle de R.

Si f e €"(I,R) et si f' est strictement positive (respectivement strictement négative)
sur I alors f réalise une bijection de I sur J = f(I) et son application réciproque f=*
est de classe €™ sur J.

On dit alors que f est un €"-diffcomorphisme de I sur J.

Démonstration. Par récurrence sur n € N.
(I) C’est vrai d’apres le théoreme de la bijection.
(H) Supposons I'assertion vraie au rang n € N. Soit f € €""(I,R) avec f’ > 0 sur [
(sans perte de généralité). Par dérivation de I'application réciproque, puisque f' #+ 0
sur I, =% est dérivable sur J de dérivée :

1

—1\/
) =gy
Or f" € €"(I,R) (propriété 19), et par hypothese de récurrence f~! est de classe €™
sur J. Par composition, puisque f~*(J) =1 < I, f'o f~! est de classe €™ sur J, et par
quotient (f~) = # est de classe € sur J.
Donc (propriété 19), f=! est de classe €™ sur J. L’assertion reste ainsi vraie au
rang n + 1. ]

4.4. Etre de classe € est plus fort qu’étre n-fois dérivable.

Par définition si f est de classe €™ sur D alors f est n fois dérivable sur D. Puisque
la dérivabilité entraine la continuité, si f est (n + 1) fois dérivable alors f est aussi de
classe €™ sur D.

Ainsi en notant pour tout n € N* :

7"(D,R) = {f : D — R | f est n fois dérivable sur D}

on a les inclusions :

VneN, ¢€""(D,R) c 2""Y(D,R) < €"(D,R)

Ces deux inclusions sont strictes :

Etre de classe €™ est strictement plus fort qu’étre (n+ 1) fois dérivable, qui lui-méme
est strictement plus fort qu’étre de classe €.

Vérifions-le sur deux exemples.

Exemples.

e L’application x — |z| est continue et non dérivable. Ainsi une application dérivable
est continue, mais la réciproque est fausse : autrement dit l'inclusion 2'(R,R) <
% (R, R) est stricte.
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Puisque 'application valeur absolue est continue elle admet des primitives. En considérant
sa primitive sur R :
x? ,
z X |z| 5 87 =0

2
2 —% stz <0

fix—

on obtient une application dérivable & dérivée continue (i.e de classe €') qui n’est pas
deux fois dérivable. Ainsi I'inclusion 2%(R,R) c ¢!(R,R) est stricte.

En prenant des primitives successives, on obtient des exemples montrant que l'inclu-
sion "R, R) < €"(R, R) est stricte pour tout n € R.

y = ||

x —> |z| est €° et non 2. Sa primitive est €' et non 2.

0 siz=0
firxr— 1

22sin— siz+0
T

e Soit :

D’apres le théoreme des gendarmes f est continue. Vérifions qu’elle est dérivable sur R.
Elle est dérivable sur R* comme produit et composée d’applications dérivables. De

plus :

1 —1 1 1 1
Vo e R*, f'(z) = 2zsin— + 2% x —5 X cos — = 2wsin — — cos —
x x x x x
Etudions sa dérivabilité en O :

z?sin— — 0 1
T()f([E) = :L'——IO = msin; T 0= f/(O)

d’apres le théoreme des gendarmes. Ainsi f est dérivable sur R et :

0 siz=0
i 1 1

2rsin— —cos— sixz £0
x x

Mais f’ n’est pas continue en 0. En effet :

1
2z sin — — 0 et cos — n’a pas de limite en 0
r 0 x

(autrement cos aurait une limite en +co0 ce qui est absurde), ainsi f’(x) n’admet pas de
limite en 0.

Ainsi f est un exemple d’application dérivable sur R qui n’est pas de classe €. Donc
inclusion ¢(R,R) = 2*(R, R) est stricte.

En prenant des primitives successives (puisque f est continue), on en déduirait des
exemples d’applications n fois dérivables qui ne sont pas de classe €, pour tout n € N*.
Autrement dit, pour tout n € N*| I'inclusion €™ (R,R) ¢ 2"(R,R) est stricte.
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1 1
Yy = 2xsin — — cos —

2 T

1
Yy = x”sin —

1 . . .
x —> x%sin — est dérivable sur R. Sa dérivée n’est pas continue en 0.
x
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