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Chapitre 23

Applications linéaires
http://www.i2m.univ-amu.fr/perso/jean-philippe.preaux/

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C, n et p des entiers naturels non nuls.

On pose E “ Kn, F “ Kp, OE “ OKn et OF “ OKp .

1. Applications linéaires

1.1. Définitions.

Définition 1.
Une application f : E ÝÑ F est dite linéaire si :

@pu, vq P E2, @pλ, µq P K2,

fpλ ¨ u` µ ¨ vq “ λ ¨ fpuq ` µ ¨ fpvq.

On note L pE,F q l’ensemble des applications linéaires de E dans F .

Remarques.

‚ Pour une application linéaire f : E ÝÑ F , nécessairement :

fpOEq “ OF

en effet :
fpOEq “ fp0 ¨OEq “ 0 ¨ fpOEq “ OF .

‚ Si f P L pE,F q alors @λ P K, @pu, vq P E2 :

fpu` vq “ fpuq ` fpvq ; fpλ ¨ uq “ λ ¨ fpuq

en effet :

fpu` vq “ fp1 ¨ u` 1 ¨ vq “ 1 ¨ fpuq ` 1 ¨ fpvq “ fpuq ` fpvq

fpλ ¨ uq “ fpλ ¨ u` 0 ¨OEq “ λ ¨ fpuq ` 0 ¨ fpOEq “ λ ¨ fpuq `OF “ λ ¨ fpuq.

‚ Par une récurrence immédiate, si f P L pE,F q, λ1, . . . , λm sont m scalaires et
u1, . . . , um sont m vecteurs de E, alors :

f
´

m
ÿ

i“1

λi ¨ ui

¯

“

m
ÿ

i“1

λi ¨ fpuiq.

Exemples.

‚ L pK,Kq “
 

x ÞÝÑ ax | a P K
(

.

En effet, si f : K ÝÑ K est linéaire, soit a “ fp1q, alors fpxq “ fpx ¨ 1q “ x ¨ fp1q “ ax.
Réciproquement, si fpxq “ ax alors @px, yq P K2, @pλ, µq P K2,

fpλ ¨ x` µ ¨ yq “ aˆ pλx` µyq “ λ ¨ ax` µ ¨ ay “ λ ¨ fpxq ` µ ¨ fpyq.
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BCPST1 Applications linéaires Lycée Fénelon

Par exemple fpxq “ 3x est une application linéaire de R vers R, tandis que gpxq “ 3x`1
et hpxq “ x2 ne sont pas linéaires.

‚ Soit :
f : R3 ÝÑ R2

px, y, zq ÞÝÑ px` y ` z, 2x´ y ` zq

Montrons que f est linéaire :

Soient pλ, µq P R2 et u “ px, y, zq, v “ px1, y1, z1q deux vecteurs de R3.

fpλ ¨ u` µ ¨ vq “ fpλx` µx1
looomooon

X

, λy ` µy1
looomooon

Y

, λz ` µz1
looomooon

Z

q

“ pλx` µx1 ` λy ` µy1 ` λz ` µz1
looooooooooooooooooomooooooooooooooooooon

X`Y`Z

, 2λx` 2µx1 ´ λy ´ µy1 ` λz ` µz1
looooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooon

2X´Y`Z

q

“ pλx` λy ` λz, 2λx´ λy ` λzq ` pµx1 ` µy1 ` µz1, 2µx1 ´ µy1 ` µz1q

“ λ ¨ px` y ` z, 2x´ y ` zq ` µ ¨ px1 ` y1 ` z1, 2x1 ´ y1 ` z1q

“ λ ¨ fpuq ` µ ¨ fpvq

Ainsi f P L pR3,R2q.

Remarque. Plus généralement :

Soit E un s.e.v. de Kn et F un s.e.v. de Kp ;

une application f : E ÝÑ F vérifiant @pu, vq P E2, @pλ, µq P K2,

fpλ ¨ u` µ ¨ vq “ λ ¨ fpuq ` µ ¨ fpvq.

est dite linéaire, et on note L pE,F q l’ensemble des applications linéaires de E dans F .

Exemple. Soient E “
 

px, 0q | x P R
(

et F “
 

p0, yq | y P R
(

; ce sont deux sous-
espaces vectoriels de R2. L’application :

f : E ÝÑ F
px, 0q ÞÝÑ p0, 2xq

est linéaire :

fpλ ¨ px, 0q ` µ ¨ px1, 0qq “ fpλx` µx1, 0q

“ p0, 2λx` 2µx1q

“ λ ¨ p0, 2xq ` µ ¨ p0, 2x1q

“ λ ¨ fpx, 0q ` µ ¨ fpx1, 0q

Les applications linéaires admettent le vocabulaire suivant :

Définition 2.
‚ Une application f : E ÝÑ F linéaire et bijective est un isomorphisme de E vers F .

‚ Une application f : E ÝÑ E linéaire est un endomorphisme de E.

‚ Une application f : E ÝÑ E linéaire et bijective est un automorphisme de E.

Définition 3. L’ensemble des endomorphismes de E est noté L pEq.

Exemples.

‚ L’application identité de E :

IdE : E ÝÑ E
u ÞÝÑ u
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BCPST1 Applications linéaires Lycée Fénelon

est un automorphisme de E.

‚ L’application identiquement nulle de E :

OL pEq : E ÝÑ E
u ÞÝÑ OE

est un endomorphisme de E.

1.2. Propriétés.

On voit dans cette partie de quelles opérations sont munis L pE,F q et L pEq.

Propriété 1. (Addition)

f, g P L pE,F q ùñ f ` g P L pE,F q

Démonstration. Soient f, g P L pE,F q ;

f ` g : E ÝÑ F
u ÞÝÑ fpuq ` gpuq

Montrons que f ` g est linéaire ; soient pu, vq P E2 et pλ, µq P K2 :

pf ` gqpλ ¨ u` µ ¨ vq “ fpλ ¨ u` µ ¨ vq ` gpλ ¨ u` µ ¨ vq

“ λ ¨ fpuq ` µ ¨ fpvq
loooooooooomoooooooooon

car f P L pE,F q

`λ ¨ gpuq ` µ ¨ gpvq
looooooooomooooooooon

car g P L pE,F q

“ λ ¨ pfpuq ` gpuqq ` µ ¨ pfpvq ` gpvqq

“ λ ¨ pf ` gqpuq ` µ ¨ pf ` gqpvq

Donc pf ` gq P L pE,F q. �

L’addition de L pE,F q a les propriétés suivantes :

Propriété 2. (Propriétés de `)

L’addition de L pE,F q est :
– associative :

@pf, g, hq P L pE,F q3, pf ` gq ` h “ f ` pg ` hq

– commutative :
@pf, gq P L pE,F q2, f ` g “ g ` f

– a pour élément neutre l’application identiquement nulle de E dans F :

OL pE,F q : E ÝÑ F
u ÞÝÑ OF

@f P L pE,F q, f `OL pEq “ f.

Démonstration. Les deux premières découlent de l’associativité et la commutativité
de l’addition dans F :

`

pf ` gq ` h
˘

puq “ pf ` gqpuq ` hpuq “ pfpuq ` gpuqq ` hpuq

“ fpuq ` pgpuq ` hpuqq “
`

f ` pg ` hq
˘

puq

pf ` gqpuq “ fpuq ` gpuq

“ gpuq ` fpuq “ pg ` fqpuq
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La dernière découle de l’élément neutre OF de l’addition dans F :

pf `OL pE,F qqpuq “ fpuq `OL pE,F qpuq “ fpuq `OF “ fpuq

�

Propriété 3. (Loi externe)

f P L pE,F q ùñ @λ P K, λ ¨ f P L pE,F q.

Démonstration. Soit f P L pE,F q ;

λ ¨ f : E ÝÑ F
u ÞÝÑ λ ¨ fpuq

Montrons que λ ¨ f est linéaire ; soient pu, vq P E2 et pa, bq P K2 :

pλ ¨ fqpa ¨ u` b ¨ vq “ λ ¨ fpa ¨ u` b ¨ vq

“ λ ¨ pa ¨ fpuq ` b ¨ fpvqq car f P L pE,F q

“ a ¨ pλ ¨ fqpuq ` b ¨ pλ ¨ fqpvq

donc λ ¨ f P L pE,F q. �

La loi externe de L pE,F q a pour propriétés :

Propriété 4. (de ¨ dans L pE,F q)

@pα, βq P K2, @f P L pE,F q, pα ` βq ¨ f “ α ¨ f ` β ¨ f .

@α P K, @pf, gq P L pE,F q2, α ¨ pf ` gq “ α ¨ f ` α ¨ g.

@pα, βq P K2, @f P L pE,F q, α ¨ pβ ¨ fq “ pα ˆ βq ¨ f .

Démonstration. Elles découlent toutes de la définition et de la structure d’espace
vectoriel de F ; par exemple pour la première ; soit u P E quelconque :

ppα ` βq ¨ fqpuq “ pα ` βq ¨ fpuq “
F K-ev

α ¨ fpuq ` β ¨ fpuq “ pα ¨ fqpuq ` pβ ¨ fqpuq

donc pα ` βq ¨ f “ α ¨ f ` β ¨ f . �

Remarque. Ainsi L pE,F q muni de ` et ¨ a une structure de K-espace vectoriel.

La composée de deux applications linéaires est linéaire :

Propriété 5. (Composition)
Soient E “ Kn, F “ Kp, G “ Kq ;

f P L pE,F q et g P L pF,Gq ùñ g ˝ f P L pE,Gq.

Démonstration. L’application g ˝ f est bien définie :

g ˝ f : E ÝÑ G
u ÞÝÑ gpfpuqq
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montrons qu’elle est linéaire ; soient pu, vq P E2 et pλ, µq P K2 :

g ˝ fpλ ¨ u` µ ¨ vq “ g pfpλ ¨ u` µ ¨ vqq

“ g pλ ¨ fpuq ` µ ¨ fpvqq car f P L pE,F q

“ λ ¨ gpfpuqq ` µ ¨ gpfpvqq car g P L pF,Gq

“ λ ¨ g ˝ fpuq ` µ ¨ g ˝ fpvq

donc g ˝ f P L pE,Gq. �

La composition a les propriétés suivantes :

Propriété 6. (de la composition)
Sous les mêmes hypothèses :
– @f P L pE,F q, @g P L pF,Gq,

@λ P K, g ˝ pλ ¨ fq “ pλ ¨ gq ˝ f “ λ ¨ pg ˝ fq

– @pf1, f2q P L pE,F q2, @g P L pF,Gq,

g ˝ pf1 ` f2q “ g ˝ f1 ` g ˝ f2

– @f P L pE,F q, @pg1, g2q P L pF,Gq,

pg1 ` g2q ˝ f “ g1 ˝ f ` g2 ˝ f

Démonstration. Toutes découlent des définitions et de la linéarité des applications ;
par exemple pour la première, soient u P E et λ P K quelconques :

g ˝ pλ ¨ fqpuq “
def.

gppλfqpuqq “
def.

g
`

λ ¨ fpuq
˘

“
gPL pF,Gq

λ ¨ gpfpuqq “
def.

λ ¨ g ˝ fpuq

donc g ˝ pλ ¨ fq “ λ ¨ pg ˝ fq, et

λ ¨ g ˝ fpuq “
def.

λ ¨ gpfpuqq “
def.

pλ ¨ gqpfpuqq “
def.

pλ ¨ gq ˝ fpuq

donc g ˝ pλ ¨ fq “ λ ¨ pg ˝ fq “ pλ ¨ gq ˝ f . �

La composition est une opération bien définie dans L pEq :

Propriété 7. (de ˝ dans L pEq)
Si f est un endomorphisme de E alors @n P N˚ l’application :

fn “ f ˝ f ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ f
looooooomooooooon

n fois

est bien définie ; c’est un endomorphisme de E.

Démonstration. S’obtient par une récurrence immédiate sur n en appliquant la pro-
priété 15. �

Remarque. L’ensemble L pEq peut être muni des opérations ` et ˝ et de la loi externe.
Muni de ces opérations pL pEq,`, ¨, ˝q est appelé l’algèbre des endomorphismes de E.

Pour finir, l’application réciproque d’un isomorphisme est lui-même un isomorphisme :

Propriété 8. (Application réciproque d’un isomorphisme)

Si f est un isomorphisme de E vers F alors f´1 est un isomorphisme de F vers E.
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BCPST1 Applications linéaires Lycée Fénelon

Démonstration. Soit f P L pE,F q une application bijective ; alors l’application réciproque
f´1 : F ÝÑ E est bien définie ; montrons qu’elle est linéaire.

Soient pu, vq P F 2 et pλ, µq P K2 :

f´1
´

λ ¨ u` µ ¨ v
¯

“ f´1
´

λ ¨ fpf´1puqq ` µ ¨ fpf´1pvq
¯

car f ˝ f´1 “ IdF

“ f´1
´

f
`

λ ¨ f´1puq ` µ ¨ f´1pvq
˘

¯

car f P L pE,F q

“ λ ¨ f´1puq ` µ ¨ f´1pvq car f´1 ˝ f “ IdE

donc f´1 P L pF,Eq. �
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BCPST1 Applications linéaires Lycée Fénelon

2. Noyau et image d’une application linéaire

2.1. Noyau et image de f P L pE,F q.

Définition 4.
Soit f : E ÝÑ F une application linéaire. On définit :
‚ son noyau :

ker f “
!

u P E | fpuq “ OF

)

‚ son image :

Imf “
!

fpuq | u P E
)

“

!

v P F | Du P E, v “ fpuq
)

“ fpEq

Noyau et image d’une application linéaire sont des sous-espaces vectoriels de E et F :

Théorème 9.
Soit f : E ÝÑ F une application linéaire. Alors :
‚ ker f est un s.e.v. de E.
‚ Imf est un s.e.v. de F .

Démonstration.
‚ Pour ker f : montrons que c’est un s.e.v. de E :
OE P ker f car fpOEq “ OF puisque f est linéaire.

Soient pu, vq P pker fq2 et pλ, µq P K2,

fpλ ¨ u` µ ¨ vq “ λ ¨ fpuq ` µ ¨ fpvq car f P L pE,F q

“ λ ¨OF ` µ ¨OF car u, v P ker f

“ OF

donc λ ¨ u` µ ¨ v P ker f . Ainsi ker f est un s.e.v. de E.

‚ Pour Imf : montrons que c’est un s.e.v. de F :
Puisque f est linéaire : fpOEq “ OF ; donc OF P Imf .

Soient pu, vq P pImfq2, u “ fpu0q et v “ fpv0q, et soit pλ, µq P K2,

λ ¨ u` µ ¨ v “ λ ¨ fpu0q ` µ ¨ fpv0q

“ fpλ ¨ u0 ` µ ¨ v0q car f P L pE,F q

donc λ ¨ u` µ ¨ v P Imf . Ainsi Imf est s.e.v. de F . �

Exemples.
‚ Montrer que :

f : R ÝÑ R2

x ÞÝÑ p2x,´3xq

est linéaire et déterminer ker f et Imf .

Montrons que f est linéaire : soient px, yq P R2 et pλ, µq P R2 :

fpλ ¨ x` µ ¨ yq “ p2λ ¨ x` 2µ ¨ y,´3λ ¨ x´ 3µ ¨ yq

“ λ ¨ p2x,´3xq ` µ ¨ p2y,´3yq

“ λ ¨ fpxq ` µ ¨ fpyq

Ainsi f P L pR,R2q.
7
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Déterminons ker f : x P ker f ssi

fpxq “ p2x,´3xq “ p0, 0q ðñ x “ 0.

Ainsi :
ker f “

 

0R
(

“
 

0
(

.

Déterminons Imf : soit u P R2 ; u P Imf ssi Dx P R,

u “ fpxq “ p2x,´3xq “ x ¨ p2,´3q ðñ u P Vectpp2,´3qq.

Ainsi :
Imf “ Vectpp2,´3qq .

‚ Soit l’application linéaire (cf. page 1)

f : R3 ÝÑ R2

px, y, zq ÞÝÑ px` y ` z, 2x´ y ` zq

Déterminer une base de ker f et Imf et leur dimension.

Soit u “ px, y, zq P R3 ; u P ker f ssi

fpx, y, zq “ OR2 ðñ px` y ` z, 2x´ y ` zq “ p0, 0q

ðñ

"

x` y ` z “ 0

2x´ y ` z “ 0

ðñ
L2ÐL2´2L1

"

x` y ` z “ 0

´ 3y ´ z “ 0
ðñ

"

x “ 2y

z “ ´3y

Ainsi u P ker f si et seulement si Dy P R, u “ p2y, y,´3yq “ y ¨ p2, 1,´3q. Ainsi :

ker f “ Vectpp2, 1,´3qq.

La famille constituée du seul vecteur (non nul !) p2, 1,´3q est une base de ker f :

B1 “
 

p2, 1,´3q
(

est une base de ker f ; dimpker fq “ 1 .

Soit u “ px, y, zq P R3,

fpuq “ px` y ` z, 2x´ y ` zq

“ px, 2xq ` py,´yq ` pz, zq

“ x ¨ p1, 2q ` y ¨ p1,´1q ` z ¨ p1, 1q

Ainsi :
Imf “ Vectpp1, 2q, p1,´1q, p1, 1qq

La famille de 3 vecteurs p1, 2q, p1,´1q, p1, 1q est génératrice de Imf , mais elle n’est
pas libre car dimR2 “ 2 ; extrayons-en une base : exprimons un des vecteurs comme
combinaison linéaire des deux autres. Soient pa, b, cq P R3,

a ¨ p1, 2q ` b ¨ p1,´1q ` c ¨ p1, 1q “ OR2

ðñ pa` b` c, 2a´ b` cq “ p0, 0q

ðñ

"

a` b` c “ 0

2a´ b` c “ 0
ðñ

L2ÐL2´2L1

"

a` b` c “ 0

´3b´ c “ 0
ðñ

"

a “ 2b

c “ ´3b

Ainsi par exemple pour a “ 2, b “ 1, c “ ´3, 2 ¨ p1, 2q ` p1,´1q ´ 3 ¨ p1, 1q “ OR2 donc :

p1,´1q “ ´2 ¨ p1, 2q ` 3 ¨ p1, 1q

Ainsi Vectpp1, 2q, p1,´1q, p1, 1qq “ Vectpp1, 2q, p1, 1qq ; et la famille de deux vecteurs
p1, 2q, p1, 1q est libre puisque les deux vecteurs sont non-colinéaires. Ainsi cette famille
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forme une base de Imf .

B2 “
 

p1, 2q, p1, 1q
(

est une base de Imf ; dimpImfq “ 2

Remarque. Si f P L pE,F q, une famille génératrice de Imf peut s’obtenir en prenant
les images par f des vecteurs d’une base de E :

Si f P L pE,F q et B “
 

e1, e2, . . . , en
(

est une base de E, alors :

Imf “ Vectpfpe1q, fpe2q, . . . , fpenqq

Exercice 1. Soit f, g P L pEq ; montrer que g ˝ f “ OL pEq si et seulement si Imf Ă
ker g.

Résolution.
Si Imf Ă ker g alors @u P E :

g ˝ fpuq “ gp fpuq
loomoon

PImf

q “ OE car Imf Ă ker g

Ainsi g ˝ f “ OL pEq.

Réciproquement, si g ˝ f “ OL pEq alors soit v P Imf , v “ fpuq :

gpvq “ gpfpuqq “ g ˝ fpuq “ OE ùñ v P ker g

Ainsi Imf Ă ker g.

2.2. Injectivité et noyau ; surjectivité et image.

Théorème 10.
Soit f : E ÝÑ F une application linéaire ; alors :

‚ f est injective ðñ ker f “
 

OE

(

,

‚ f est surjective ðñ Imf “ F .

Remarque.

Pour une application f : E ÝÑ F non nécessairement linéaire, on savait deja que f
surjectif ðñ fpEq “ F . Ainsi la deuxième propriété n’est qu’une reformulation pour
une application linéaire d’une propriété plus générale.

Par contre la première ne se généralise pas à une application quelconque : par exemple
x ÞÝÑ x2 est une application non injective tandis que 0 est le seul antécédent de 0.

Démonstration.

Le 2ème résultat est trivial puisque Imf “ fpEq et qu’une application f : E ÝÑ F est
surjective ssi fpEq “ F (cf. Chapitre ”Applications”).

Pour le premier résultat montrons deux implications.�� ��ñ Montrons la contraposée : ker f “
 

OE

(

ùñ f non injective.

Si ker f “
 

OE

(

alors dimpker fq ě 1 et donc ker f contient un vecteur u “ OE tel que
fpuq “ fpOEq “ OF ; l’application est donc non injective.�� ��ð Montrons la contraposée : f non injective ùñ ker f “

 

OE

(

.
Supposons f non injective, et soit pu, vq P E2 avec u “ v et fpuq “ fpvq ; alors :

fpuq “ fpvq ùñ fpuq ´ fpvq “ OF ùñ
fPL pE,F q

fpu´ vq “ OF ùñ u´ v P ker f

9
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Or u´ v “ OE ; donc ker f “
 

OE

(

. �

3. Matrice associée à une application linéaire

3.1. Image d’une base par une application linéaire.

Théorème 11.
Soient E et F deux espaces vectoriels, et soit B “

 

e1, e2, . . . , en
(

une base de E.

Étant donnée une famille de n vecteurs de F , F “
 

v1, v2, . . . , vn
(

, il existe une unique
application linéaire f : E ÝÑ F telle que :

@i P rr1, nss, fpeiq “ vi.

C’est l’application définie par :

f : E ÝÑ F
n
ÿ

i“1

xi ¨ ei ÞÝÑ

n
ÿ

i“1

xi ¨ vi

Remarque. En d’autres termes, une application linéaire f : E ÝÑ F est uniquement
déterminée par les images par f des vecteurs d’une base B de E.

Démonstration. Soit B “
 

e1, e2, . . . , en
(

une base de E et v1, v2, . . . , vn une famille
de n vecteurs de F . L’application :

f : E ÝÑ F
n
ÿ

i“1

xi ¨ ei ÞÝÑ

n
ÿ

i“1

xi ¨ vi

est linéaire ; en effet soit λ, µ P R2 et pu, u1q P E2 avec u “
n
ÿ

i“1

xi ¨ ei et u1 “
n
ÿ

i“1

x1i ¨ ei.

fpλ ¨ u` µ ¨ u1q “ f

˜

n
ÿ

i“1

pλxi ` µx
1
iq ¨ ei

¸

“

n
ÿ

i“1

pλxi ` µx
1
iq ¨ vi

“ λ ¨
n
ÿ

i“1

xi ¨ vi ` µ ¨
n
ÿ

i“1

x1i ¨ vi “ λ ¨ fpuq ` µ ¨ fpu1q

Soit g P L pE,F q vérifiant @i P rr1, nss, gpeiq “ vi. Montrons que g “ f ; soit u P E ;
u “ x1 ¨ e1 ` x2 ¨ e2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn ¨ en,

gpuq “ g

˜

n
ÿ

i“1

xi ¨ ei

¸

“
gPL pE,F q

n
ÿ

i“1

xi ¨ gpeiq “
n
ÿ

i“1

xi ¨ vi “ fpuq

Ainsi g “ f �

Exemples.

‚ Déterminer l’application linéaire f : R2 ÝÑ R3 vérifiant :

fp1, 0q “ p1, 1, 1q ; fp0, 1q “ p´1, 2, 1q
10
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La famille e1 “ p1, 0q ; e2 “ p0, 1q est la base canonique de R2 ; soit u “ px, yq P R2 :

fpx, yq “ fpx ¨ e1 ` y ¨ e2q

“ x ¨ fpe1q ` y ¨ fpe2q

“ x ¨ p1, 1, 1q ` y ¨ p´1, 2, 1q

“ px´ y, x` 2y, x` yq

Ainsi :
f : R2 ÝÑ R3

px, yq ÞÝÑ px´ y, x` 2y, x` yq

‚ Déterminer l’endomorphisme f : R2 ÝÑ R2 vérifiant :

fp1, 1q “ p2, 2q ; fp1,´1q “ p0, 2q.

Les deux vecteurs e1 “ p1, 1q et e2 “ p1,´1q sont non colinéaires ; ils forment donc
une famille libre dans R2 ; puisque dimpR2q “ 2, c’est une base de R2.

Déterminons les coordonnées x1, x2 d’un vecteur px, yq P R2 dans la base B “
 

e1, e2
(

:

px, yq “ x1 ¨ e1 ` x2 ¨ e2 “ x1 ¨ p1, 1q ` x2 ¨ p1,´1q “ px1 ` x2, x1 ´ x2q

ðñ

"

x1 ` x2 “ x

x1 ´ x2 “ y
ðñ

L1ÐL1`L2
L2ÐL1´L2

"

2x1 “ x` y

2x2 “ x´ y
ðñ

"

x1 “
x`y
2

x2 “
x´y
2

ùñ px, yq “
x` y

2
¨ e1 `

x´ y

2
¨ e2

Ainsi :

fpx, yq “
x` y

2
¨ fpe1q `

x´ y

2
¨ fpe2q

“
x` y

2
¨ p2, 2q `

x´ y

2
¨ p0, 2q

“

´

2ˆ
x` y

2
, 2ˆ

x` y

2
` 2ˆ

x´ y

2

¯

“ px` y, 2xq

Donc :
f : R2 ÝÑ R2

px, yq ÞÝÑ px` y, 2xq.

L’injectivité, la surjectivité, la bijectivité de f P L pE,F q sont caractérisées à l’aide
de la famille des images par f d’une base B de E :

Théorème 12.
Soit f P L pE,F q et soit B “

 

e1, e2, . . . , en
(

une base de E ; notons :

@i P rr1, nss, vi “ fpeiq

Alors :
‚ f est injective ðñ

 

v1, v2, . . . , vn
(

est une famille libre,

‚ f est surjective ðñ
 

v1, v2, . . . , vn
(

est une famille génératrice de F ,

‚ f est bijective ðñ
 

v1, v2, . . . , vn
(

est une base de F .

11
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Démonstration. Démontrons séparément, les 3 propriétés :

f est injective ðñ ker f “
 

OE

(

(propriété 10)

ðñ @u P E, fpuq “ OF ùñ u “ OE

ðñ f
´

n
ÿ

i“1

λi ¨ ei

¯

“ OF ùñ λ1 “ λ2 “ ¨ ¨ ¨ “ λn “ 0

ðñ

n
ÿ

i“1

λi ¨ vi “ OF ùñ λ1 “ λ2 “ ¨ ¨ ¨ “ λn “ 0

ðñ
 

v1, v2, . . . , vn
(

est libre.

qui établit le premier point. Pour le deuxième :

f est surjective ðñ @v P F, Du P E, fpuq “ v

ðñ @v P F, Dpλ1, . . . , λnq P Kn, f
´

n
ÿ

i“1

λi ¨ ei

¯

“ v

ðñ @v P F, Dpλ1, . . . , λnq P Kn,
n
ÿ

i“1

λi ¨ vi “ v

ðñ
 

v1, v2, . . . , vn
(

est une famille génératice de F .

ce qui montre le deuxième point. Pour le troisième point,

f est bijective ðñ f est injective et surjective

ðñ
 

v1, v2, . . . , vn
(

est une famille libre et génératrice de F

ðñ
 

v1, v2, . . . , vn
(

est une base de F .

�

3.2. Matrice d’une application linéaire dans une base.

Définition 5.
Soit f P L pE,F q et soient B “

 

e1, . . . , en
(

une base de E et C une base de F .

Considérons la famille fpBq “
 

fpe1q, . . . , fpenq
(

de vecteurs de F .

La matrice des coodonnées de la famille fpBq dans la base C est appelée matrice de
l’application f dans les bases B de E et C de F . On la note : MatB,C pfq.

MatB,C pfq “

fpe1q fpejq fpenq
»

—

—

—

—

–

a1,j
...
ai,j

...
ap,j

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

l
o
o
o
o
o
o
o
m
o
o
o
o
o
o
o
n

N
o
m
b
re

d
e
li
g
n
e
s

“
d
im

e
n
si
o
n

d
e
F

looooooooooooomooooooooooooon

Nombre de colonnes
“ dimension de E

C’est une matrice dans Mp,npKq où p “ dimpF q et n “ dimpEq.

12
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Remarque. C’est la matrice dont la j-ème colonne est la matrice colonne des coeffi-
cients de fpejq dans la base C .

Exemples.

‚ Soit E “ Kn et B “
 

e1, . . . , en
(

une base de E. L’application :

IdE : Kn ÝÑ Kn

u ÞÝÑ u

a pour matrice dans la base B de E :

MatB,BpIdEq “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 ¨ ¨ ¨ 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0
0 ¨ ¨ ¨ 0 1

˛

‹

‹

‹

‚

“ In P MnpKq

en effet la matrice des coordonnées de ej “ IdEpejq dans la base B est :

MatBpejq “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0
...
1
...
0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Ð ligne j

‚ Soit :
f : R2 ÝÑ R3

px, yq ÞÝÑ p2x´ y, x` 3y, 4x` 5yq

considérons les bases canoniques B “
 

e1, e2
(

de R2 et C “
 

e11, e
1
2, e

1
3

(

de R3.

e1 “ p1, 0q ; e2 “ p0, 1q ; e11 “ p1, 0, 0q ; e12 “ p0, 1, 0q ; e13 “ p0, 0, 1q

fpe1q “ fp1, 0q “ p2, 1, 4q “ 2 ¨ e11 ` 1 ¨ e12 ` 4 ¨ e13 ùñ MatC pfpe1qq “

˜

2
1
4

¸

fpe2q “ fp0, 1q “ p´1, 3, 5q “ ´1 ¨ e11 ` 3 ¨ e12 ` 5 ¨ e13 ùñ MatC pfpe2qq “

˜

´1
3
5

¸

ùñ MatB,C pfq “

˜

2 ´1
1 3
4 5

¸

Si l’on change la base B de R2 pour la base B1 “
 

p1, 1q, p1,´1q
(

alors :

fp1, 1q “ p1, 4, 9q “ 1 ¨ e11 ` 4 ¨ e12 ` 9 ¨ e13 ùñ MatC pfp1, 1qq “

˜

1
4
9

¸

fp1,´1q “ p3,´2,´1q “ 3 ¨ e11 ´ 2 ¨ e12 ´ ¨e
1
3 ùñ MatC pfp1,´1qq “

˜

3
´2
´1

¸

ùñ MatB1,C pfq “

˜

1 3
4 ´2
9 ´1

¸

13
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‚ Déterminer les entiers n et p et l’application linéaire f : Rn ÝÑ Rp dont la matrice
dans les bases canoniques B et C de Rn et Rp est :

MatB,C pfq “

ˆ

1 2 3
4 5 6

˙

Nécessairement n “ 3 et p “ 2 ;

fp1, 0, 0q “ p1, 4q ; fp0, 1, 0q “ p2, 5q ; fp0, 0, 1q “ p3, 6q

ùñ fpx, y, zq “ x ¨ p1, 4q ` y ¨ p2, 5q ` z ¨ p3, 6q “ px` 2y ` 3z, 4x` 5y ` 6zq

Remarque. D’après le théorème 11, une fois fixées des bases B de Kn et C de Kp,
l’application :

L pKn,Kpq ÝÑ Mp,npKq
f ÞÝÑ MatB,C pfq

est bijective ; c’est même un isomorphisme de K-ev.

14
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3.3. Calcul matriciel de l’image d’un vecteur.

Théorème 13.
Avec les mêmes notations ; soient f P L pE,F q, u P E et B une base de E, C une base
de F .
Soient les matrices :
– MatBpuq : des coordonnées du vecteur u P E dans la base B,

– MatC pfpuqq : des coordonnées du vecteur fpuq P F dans la base C ,

– MatB,C pfq : de l’application f dans les bases B et C .
Alors :

MatC pfpuqq “MatB,C pfq ˆMatBpuq.

Démonstration. Soient B “
 

e1, e2, . . . , en
(

, C “
 

e11, e
1
2, . . . , e

1
p

(

des bases de E et
F ; soient f P L pE,F q et u P E tels que :

MatBpuq “

¨

˝

x1
...
xn

˛

‚ ; MatB,C pfq “ pai,jq 1ďiďp
1ďjďn

“

¨

˝

a1,1 ¨ ¨ ¨ a1,n
...

...
ap,1 ¨ ¨ ¨ ap,n

˛

‚

Alors par définition :

u “
n
ÿ

j“1

xj ¨ ej et @j P rr1, nss, fpejq “ a1,j ¨ e
1
1 ` ¨ ¨ ¨ ` ap,j ¨ e

1
p “

p
ÿ

i“1

ai,j ¨ e
1
i.

Alors :

fpuq “
n
ÿ

j“1

xj ¨ fpejq car f linéaire

“

n
ÿ

j“1

xj

p
ÿ

i“1

ai,j ¨ e
1
i

“

n
ÿ

j“1

p
ÿ

i“1

xjai,j ¨ e
1
i

“

p
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

xjai,j ¨ e
1
i interversion des

ÿ

“

p
ÿ

i“1

˜

n
ÿ

j“1

ai,jxj

¸

¨ e1i

donc :

MatC pfpuqq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

n
ÿ

j“1

a1,jxj

...
n
ÿ

j“1

ap,jxj

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˝

a1,1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` a1,nxn
...

...
...

...
ap,1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` ap,nxn

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˝

a1,1 ¨ ¨ ¨ a1,n
...

...
...

...
ap,1 ¨ ¨ ¨ ap,n

˛

‹

‹

‹

‚

ˆ

¨

˚

˚

˚

˝

x1
...
...
xn

˛

‹

‹

‹

‚

i.e. MatC pfpuqq “MatB,C pfq ˆMatBpuq �
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3.4. Propriétés.

Propriété 14. (Linéarité)

Soient pf, gq P L pE,F q, pλ, µq P K2,

MatB,C pλ ¨ f ` µ ¨ gq “ λ ¨MatB,C pfq ` µ ¨MatB,C pgq.

Démonstration. Découle de @i P rr1, nss, pλ ¨ f ` µ ¨ gqpeiq “ λ ¨ fpeiq ` µ ¨ gpeiq et du
fait que MatC pλ ¨ fpeiq ` µ ¨ gpeiqq “ λ ¨MatC pfpeiqq ` µ ¨MatC pgpeiqq (cf. Chapitre
”Espaces vectoriels” ; propriété des matrices coordonnées). �

Propriété 15. (Matrice d’une composée)

Soient f P L pE,F q, g P L pF,Gq et B,C ,D des bases de E,F,G. Alors :

MatB,Dpg ˝ fq “MatC ,Dpgq ˆMatB,C pfq

Démonstration. Pour tout u P E ; d’après le théorème 13 :

MatDpg ˝ fpuqq “MatB,Dpg ˝ fq ˆMatBpuq

et MatDpg ˝ fpuqq “MatDpgpfpuqqq

“MatC ,Dpgq ˆMatC pfpuqq

“MatC ,Dpgq ˆMatB,C pfq ˆMatBpuq

Ainsi, @u P E :

MatB,Dpg ˝ fq ˆMatBpuq “MatC ,Dpgq ˆMatB,C pfq ˆMatBpuq

Cette égalité est vraie pour tout vecteur u P E, donc en particulier pour tout vecteur
ej de la base B. Mais :

MatBpejq “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0
...
1
...
0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

et

¨

˚

˚

˚

˝

a1,1 ¨ ¨ ¨ a1,n
...

...
...

...
ap,1 ¨ ¨ ¨ ap,n

˛

‹

‹

‹

‚

ˆ

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0
...
1
...
0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˝

a1,j
...
...
ap,j

˛

‹

‹

‹

‚

Ainsi les matrices MatB,Dpg ˝ fq et MatC ,Dpgq ˆMatB,C pfq ont mêmes colonnes ; elles
sont donc égales. �

Corollaire 16.
Soit f P L pEq, B une base de E et k P N˚,

MatB,Bpf
k
q “MatB,Bpfq

k.

Démonstration. Par récurrence sur k P N˚ ; l’initialisation est claire, montrons l’hérédité.
Supposons la propriété vraie au rang k P N˚ : MatB,Bpf

kq “MatB,Bpfq
k.

D’après la propriété 15 :

MatB,Bpf
k`1
q “MatB,Bpf

k
˝ fq “MatB,Bpf

k
q ˆMatB,Bpfq

“
H.R.

MatB,Bpfq
k
ˆMatB,Bpfq “MatB,Bpfq

k`1

�
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Propriété 17. (Matrice d’un isomorphisme)

Soient f P L pE,F q, B une base de E, C une base de F ; f est un isomorphisme si et
seulement si MatB,C pfq est inversible.
Dans ce cas :

MatC ,Bpf
´1
q “MatB,C pfq

´1.

Démonstration.

�� ��ñ Si f P L pE,F q est un isomorphisme alors :

f´1 ˝ f “ IdE ; f ˝ f´1 “ IdF
D’après la propriété 15,

MatC ,Bpf
´1
q ˆMatB,C pfq “MatB,BpIdEq “ In

MatB,C pfq ˆMatC ,Bpf
´1
q “MatC ,C pIdF q “ Ip

Ainsi n “ p, MatB,C pfq est inversible et MatC ,Bpf
´1q “MatB,C pfq

´1.

�� ��ð Supposons MatB,C pfq inversible ; il existe B P MnpKq tel que :

MatB,C pfq ˆB “ B ˆMatB,C pfq “ In.

D’après le théorème 11 il existe g P L pF,Eq qui admet B pour matrice dans les bases
C de F et B de E. Alors d’après la propriété 15 :

MatB,Bpg ˝ fq “MatC ,Bpgq
looooomooooon

“B

ˆMatB,C pfq “ In “MatBpIdEq

MatC ,C pf ˝ gq “MatB,C pfq ˆMatC ,Bpgq
looooomooooon

“B

“ In “MatBpIdF q

Ainsi d’après le théorème 11, g ˝ f “ IdE et f ˝ g “ IdF ; ainsi f est bijective, c’est un
isomorphisme. �

4. Rang

4.1. Rang d’une application linéaire.

Définition 6.
Soit f P L pE,F q ; le rang de l’application linéaire f est défini par :

rang f “ dimpImfq

Remarque. Pour une base B “
 

e1, e2, . . . , en
(

de E,

rang f “ dim Vect pfpe1q, . . . , fpenqq

et rang f ne dépend pas de la base B considérée.
17
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Théorème 18.
Soit f P L pE,F q ; alors :
‚ f est injective ðñ rang f “ dimE,
‚ f est surjective ðñ rang f “ dimF ,
‚ f est bijective ðñ rang f “ dimE “ dimF .

Démonstration. Soit B “
 

e1, e2, . . . , en
(

une base de E ; d’après le théorème 12 :

f est injective ðñ la famille
 

fpe1q, . . . , fpenq
(

est libre

ðñ
 

fpe1q, . . . , fpenq
(

est une base de Imf “ Vectpfpe1q, . . . , fpenqq

ðñ dim Imf “ n “ dimE

ðñ rang f “ dimE,

montre le premier point. Pour le deuxième :

f est surjective ðñ la famille
 

fpe1q, . . . , fpenq
(

est génératrice de F

ðñ Vectpfpe1q, . . . , fpenqq “ F

puisque Vectpfpe1q, . . . , fpenqq Ă F :

ðñ dim Vectpfpe1q, . . . , fpenqq “ dimF

ðñ rang f “ dimF.

Pour le troisième point :

f est bijective ðñ f est injective et surjective ðñ rangf “ dimE “ dimF .

�

On en déduit le corollaire remarquable suivant : pour un endomorphisme les notions
d’injectivité, surjectivité, bijectivité se recoupent :

Corollaire 19.
Soit f P L pEq ;

f est injective ðñ f est surjective ðñ f est bijective.

Remarque. Plus généralement :

Si f P L pE,F q et dimE “ dimF :
f est injective ðñ f est surjective ðñ f est bijective.

Ce résultat est utile pour E et F des s.e.v. ou des K-e.v. autres que Kn (comme on en
étudiera en 2ème année).

Le résultat suivant est particulièrement utile ; nous l’admettrons :

Théorème 20. (Théorème du rang)

Soit f P L pE,F q,
dim ker f ` rang f “ dimE.

Démonstration. Admis.

Remarques.

‚ Attention la dimension est celle de l’espace de départ.

‚ Ainsi connâıtre la dimension de ker f permet d’en déduire la dimension de Imf et
réciproquement.

18
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Composer une application linéaire par un automorphisme ne change pas son rang :

Propriété 21.
Soit f P L pE,F q ;

‚ si g P L pEq est bijective, alors rang f ˝ g “ rang f ,

‚ si g P L pF q est bijective, alors rang g ˝ f “ rang f .

Démonstration. Pour le premier point, montrons que si g P L pEq est bijective alors
Imf ˝ g “ Imf . Soit v P F ,

v P Imf ðñ Du P E, v “ fpuq

ðñ Du P E, v “ f ˝ gpg´1puqq

en posant u1 “ g´1puq P E,

ðñ Du1 P E, v “ f ˝ gpu1q

ðñ v P Imf ˝ g.

Ainsi Imf “ Imf ˝ g ; en particulier rang f “ dim Impfq “ dim Impf ˝ gq “ rang f ˝ g.

Pour le second point, montrons que si g P L pF q est bijective alors ker g ˝ f “ ker f .
Soit u P E,

u P ker f ðñ fpuq “ OF

puisque g est bijective :

ðñ gpfpuqq “ OF

ðñ g ˝ fpuq “ OF

ðñ u P ker g ˝ f.

Ainsi ker f “ ker g ˝ f ; en particulier dim ker f “ dim ker g ˝ f . On applique alors le
théorème du rang :

rang f “ dimE ´ dim ker f “ dimE ´ dim ker g ˝ f “ rang g ˝ f.

�

4.2. Rang d’une matrice.

Proposition-Définition 7.
Soit A P Mp,npKq et soient B et C des bases de Kn et Kp.
Soit f : Kn ÝÑ Kp l’unique application linéaire telle que :

MatB,C pfq “ A.

On note rangpAq “ rang f le rang de la matrice A ; il ne dépend pas des bases B et C
considérées.

Remarques.

‚ Nous avions pris comme définition du rang d’une matrice dans le chapitre ”Les ma-
trices”, le nombre de ses pivots après l’avoir réduite par des opérations élémentaires sur
ses lignes/colonnes ; sans démontrer alors que c’est bien défini (c’est-à-dire que ça ne
dépend pas de la façon de procéder). Nous prouverons plus loin que ces deux définitions
sont équivalentes, établissant par la même les propriétés jusqu’alors admises du rang
d’une matrice.
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‚ Dans le chapitre ”Espaces vectoriels” nous avions admis que le rang d’une famille
de vecteurs (c’est-à-dire la dimension du sous-espace qu’elle engendre) est égal au
rang de sa matrice des coordonnées dans une base. Avec cette définition ce résultat
découle immédiatement : en notant B “

 

e1, . . . , en
(

, le rang de f est la dimension de
Vectpfpe1q, . . . , fpenqq, c’est à dire le rang de la famille fpe1q, . . . , fpenq, et MatB,C pfq
est la matrice des coordonnées des vecteurs fpe1q, . . . , fpenq, dans la base C .

Démonstration. Notons :

B “
 

e1, e2, . . . , en
(

; C “
 

f1, f2, . . . , fp
(

et considérons d’autres bases B1 de Kn et C de Kp :

B1
“
 

e11, e
1
2, . . . , e

1
n

(

; C 1
“
 

f 11, f
1
2, . . . , f

1
p

(

Considérons les endomorphismes :

φ : Kn ÝÑ Kn

n
ÿ

i“1

xi ¨ ei ÞÝÑ

n
ÿ

i“1

xi ¨ e
1
i

ψ : Kp ÝÑ Kp

p
ÿ

i“1

xi ¨ fi ÞÝÑ

p
ÿ

i“1

xi ¨ f
1
i

φ envoie la base B sur la base B1 ; ψ envoie la base C sur la base C 1 (cf. théorème 11).
D’après le théorème 12, ce sont deux endomorphismes bijectifs puisqu’ils envoient une
base sur une base.

Considérons les applications linéaires f, g : Kn ÝÑ Kp telles que :

A “MatB,C pfq “MatB1,C 1pgq.

Alors en notant A “ pai,jq i“1¨¨¨n
j“1¨¨¨p

:

@j P rr1, nss, fpejq “
p
ÿ

i“1

ai,jfi

et @j P rr1, nss, gpe1jq “
p
ÿ

i“1

ai,jf
1
i

Ainsi, @j P rr1, nss :

gp φpejq
loomoon

“e1j

q “

p
ÿ

i“1

ai,j ψpfiq
loomoon

“f 1i

ùñ ψ´1pg ˝ φpejqq “
p
ÿ

i“1

ai,jψ
´1
pψpfiqq car ψ´1 P L pKn

q

ùñ ψ´1 ˝ g ˝ φpejq “
p
ÿ

i“1

ai,jfi

ùñ ψ´1 ˝ g ˝ φpejq “ fpejq

Ainsi les applications linéaires f et ψ´1 ˝ g ˝ φ ont mêmes images pour les vecteurs de
la base B ; d’après le théorème 11 : f “ ψ´1 ˝ g ˝ φ. En particulier :

rang f “ rang ψ´1 ˝ g ˝ φ.

Or puisque φ et ψ´1 sont des endomorphismes bijectifs, d’après la propriété 21 :

rang f “ rang ψ´1 ˝ g ˝ φ “ rang g

Ainsi le rang de la matrice A ne dépend pas des bases considérées. �
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Propriété 22.
Soit A P Mp,npKq ;

‚ Si B P MnpKq est inversible, alors rangpAq “ rangpAˆBq.

‚ Si B P MppKq est inversible, alors rangpAq “ rangpB ˆ Aq.

Remarque. Autrement dit, multiplier une matrice à droite ou à gauche par une matrice
inversible ne change pas son rang.

Démonstration. Fixons une base B de Kn et une base C de Kp. La matrice A est
alors la matrice dans ces bases d’une application f P L pKn,Kpq et la matrice B celle
d’un endomorphime g P L pEq dans B (respectivement L pF q dans C ).

D’après la propriété 17, B étant inversible g est bijectif.

D’après la propriété 15, la matrice Aˆ B (respectivement B ˆ A) est la matrice de la
composée f ˝ g (respectivement g ˝ f), et puisque g est bijectif, d’après la propriété 21 :

rang f ˝ g “ rang f (respectivement rang g ˝ f “ rang f)

Ainsi par définition, rangpAˆBq “ rangpAq (respectivement rangpBˆAq “ rangpAq).�

Théorème 23.
Une opération élémentaire sur les lignes ou les colonnes d’une matrice :

Li Ð λLi ; Li Ø Lj ; Li Ð Li ` Lj
Ci Ð λCi ; Ci Ø Cj ; Ci Ð Ci ` Cj

(avec λ “ 0) ne modifie pas son rang.

Démonstration. Pour tout entier n P N˚, notons :

Mnpi, λq “

i
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

0
. . . . . .

...
...

. . . λ
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

i
P MnpKq

la matrice obtenue à partir de la matrice identité In en lui appliquant l’opération
élémentaire Li Ð λLi ou Ci Ð λCi.

Pour λ “ 0, Mnpi, λq est inversible puisque Mnpi, λq ˆMnpi,
1
λ
q “ In.

Or multiplier une matrice A P Mn,ppKq à gauche par Mnpi, λq revient à appliquer
l’opération élémentaire Li Ð λLi à la matrice A :

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

0
. . . . . .

...
...

. . . λ
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

ˆ

¨

˚

˚

˚

˚

˝

L1
...
Li

...
Ln

˛

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

L1
...
λLi

...
Ln

˛

‹

‹

‹

‹

‚
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et multiplier une matrice A P Mp,npKq à droite par Mnpi, λq revient à appliquer
l’opération élémentaire Ci Ð λCi à la matrice A :

¨

˚

˚

˚

˝

C1 ¨ ¨ ¨ Ci ¨ ¨ ¨ Cn

˛

‹

‹

‹

‚

ˆ

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

0
. . . . . .

...
...

. . . λ
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˝

C1 ¨ ¨ ¨ λCi ¨ ¨ ¨ Cn

˛

‹

‹

‹

‚

Ainsi, d’après la propriété 22, si λ “ 0, une opération élémentaire Li Ð λLi ou Ci Ð λCi
ne change pas le rang de la matrice A.

Pour tout entier n P N˚, notons :

Enpi, jq “

i j
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

0 0 1
...

...
. . .

...
... 1 0 0
0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

i

j

P MnpKq

la matrice obtenue à partir de la matrice identité In en lui appliquant l’opération
élémentaire Li Ø Lj ou Ci Ø Cj.

Cette matrice Enpi, jq est inversible puisque Enpi, jq ˆ Enpi, jq “ In.

Or multiplier une matrice A P Mn,ppKq à gauche par Enpi, jq revient à appliquer
l’opération élémentaire Li Ø Lj à la matrice A :

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

0 0 1
...

...
. . .

...
... 1 0 0
0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

ˆ

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

...
Li
...
Lj
...

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

...
Lj
...
Li
...

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

et multiplier une matriceA P Mp,npKq à droite par Enpi, jq revient à appliquer l’opération
élémentaire Ci Ø Cj à la matrice A :

¨

˚

˚

˚

˝

¨ ¨ ¨ Ci ¨ ¨ ¨ Cj ¨ ¨ ¨

˛

‹

‹

‹

‚

ˆ

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

0 0 1
...

...
. . .

...
... 1 0 0
0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˝

¨ ¨ ¨ Cj ¨ ¨ ¨ Ci ¨ ¨ ¨

˛

‹

‹

‹

‚

Ainsi, d’après la propriété 22, une opération élémentaire Li Ø Lj ou Ci Ø Cj ne change
pas le rang de la matrice A.
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Pour tout entier n P N˚, notons :

Tnpi, jq “

i j
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

0 1 1
...

...
. . .

...
... 1 0
0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

i

j

T 1npi, jq “

i j
¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

0 1
...

...
. . .

...
... 1 1 0
0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

i

j

Tnpi, jq est la matrice obtenue à partir de la matrice identité In en lui appliquant
l’opération élémentaire Li Ð Li ` Lj ; T 1npi, jq est la matrice obtenue à partir de la
matrice identité In en lui appliquant l’opération élémentaire Ci Ð Ci ` Cj.

Ces deux matrices sont inversibles car triangulaires sans aucun 0 sur leur diagonale.

Or multiplier une matrice A P Mn,ppKq à gauche par Tnpi, jq revient à appliquer
l’opération élémentaire Li Ð Li ` Lj à la matrice A :

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

0 1 1
...

...
. . .

...
... 1 0
0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

ˆ

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

...
Li
...
Lj
...

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

...
Li ` Lj

...
Lj
...

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

et multiplier une matriceA P Mp,npKq à droite par T 1npi, jq revient à appliquer l’opération
élémentaire Ci Ð Ci ` Cj à la matrice A :

¨

˚

˚

˚

˝

¨ ¨ ¨ Ci ¨ ¨ ¨ Cj ¨ ¨ ¨

˛

‹

‹

‹

‚

ˆ

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

0 1
...

...
. . .

...
... 1 1 0
0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˝

Ci
¨ ¨ ¨ ` ¨ ¨ ¨ Cj ¨ ¨ ¨

Cj

˛

‹

‹

‹

‚

Ainsi, d’après la propriété 22, une opération élémentaire Li Ð Li`Lj ou Ci Ð Ci`Cj
ne change pas le rang de la matrice A. �

Définition 8.
On rappelle qu’une matrice est échelonnée si le nombre de zéros en début de ligne
augmente strictement ligne après ligne tant qu’il n’a pas atteint le nombre de colonnes
de la matrice.
Pour une matrice échelonnée, ses pivots sont les premiers coefficients non-nuls sur
chaque ligne.
Ainsi le nombre de pivots d’une matrice échelonnée est égal au nombre de lignes non-
nulles.

Remarque. Définition deja vue au chapitre ”Les matrices”.

Théorème 24.
Le rang d’une matrice échelonnée est égal à son nombre de pivots.

Remarque. Avec les théorèmes 23 et 24, le rang d’une matrice est donc égal au nombre
de ses pivots dans une matrice échelonnée obtenue en lui appliquant des opérations
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élémentaires (sur les lignes ou colonnes). On retrouve la définition du chapitre ”Les
matrices”.

Démonstration. Considérons une matrice échelonnée, notons p son nombre de pivots,
et appliquons des opérations élémentaires d’échanges de colonnes Ci Ø Cj pour que le
nombre de zéros augmente de 1 ligne après ligne sur les lignes non nulles :

¨

˚

˚

˚

˝

0
0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‚

ÝÑ
C3ØC4
C4ØC5
C5ØC6

v1 v2 vp
¨

˚

˚

˚

˝

0 a1
0 0 a2
0 0 0
0 0 0 0 ap
0 0 0 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‚

e1
e2

ep

D’après le théorème 23 on n’a pas changé le rang de la matrice après ces opérations
élémentaires.

Soit q le nombre de lignes de la matrice. Fixons une base B “
 

e1, . . . , eq
(

de Kq.
Notons v1, v2, . . . , vp les vecteurs de Kq dont les matrices des coordonnées dans B sont
les p premières colonnes non-nulles de la matrice (de droite). Notons aussi w1, . . . , wr
les vecteurs de Kq fournis par les colonnes restantes.

Par construction tous les vecteurs v1, v2, . . . , vp et w1, . . . , wr sont dans le sous espace
vectoriel Vectpe1, e2, . . . , epq de Kq ; de plus pour tout j P rr1, pss,

vj P Vectpe1, . . . , ejqr Vectpe1, . . . , ej´1q.

Montrons que v1, v2, . . . , vp est une famille libre. Soit λ1, λ2, . . . , λp des scalaires tels
que :

λ1 ¨ v1 ` λ2 ¨ v2 ` ¨ ¨ ¨ ` λp ¨ vp “ OKq

Puisque λ1 ¨ v1 ` λ2 ¨ v2 ` ¨ ¨ ¨ ` λp´1 ¨ vp´1 P Vectpe1, . . . , ep´1q et vp R Vectpe1, . . . , ep´1q
nécessairement λp “ 0. Ainsi :

λ1 ¨ v1 ` λ2 ¨ v2 ` ¨ ¨ ¨ ` λp´1 ¨ vp´1 “ OKq et λp “ 0

Mais en appliquant le même raisonnement à la famille v1, v2, . . . , vp´1 et ainsi de suite,
on en déduit que :

λp “ λp´1 “ ¨ ¨ ¨ “ λ1 “ 0

ainsi la famille v1, v2, . . . , vp est une famille libre de p vecteurs dans Vectpe1, e2, . . . , epq ;
c’est donc une base de Vectpe1, e2, . . . , epq.

Finalement, puisque w1, . . . , wr sont des vecteurs de Vectpe1, e2, . . . , epq :

Vectpv1, . . . , vp, w1, . . . , wrq “ Vectpe1, e2, . . . , epq

qui est de dimension p. Donc le rang de la matrice est égal à p. �

Propriété 25. Soit A P Mp,npKq ;

rangpAq “ rangptAq

Démonstration. Notons p le rang de A. En appliquant l’algorithme du pivot de Gauss,
on transforme la matrice à l’aide d’opérations élémentaires pour obtenir une matrice
échelonnée, puis comme dans la preuve du théorème précédent on applique des échanges
sur les colonnes pour que le nombre de zéros augmente de 1 lignes après lignes sur les
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lignes non nulles.

A ÝÑ

¨

˚

˚

˚

˝

0
0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‚

ÝÑ

¨

˚

˚

˚

˝

0 a1
0 0 a2
0 0 0
0 0 0 0 ap
0 0 0 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‚

La même suite d’opérations appliquée en partant de tA mais sur les colonnes/lignes
plutôt que sur les lignes/colonnes permet d’aboutir à la matrice transposée de la
précédente.

tA ÝÑ

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0
0 0

0
0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

ÝÑ

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 0 0 0
a1 0 0 0 0

a2 0 0 0
0 0
ap 0

0
0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

En appliquant des échanges sur ses lignes et ses colonnes on obtient une matrice dont
les p premières lignes sont échelonnées, de même rang que tA :

ÝÑ

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 ap
0 0
0 0 0 a2
0 0 0 0 a1
0 0 0 0 0
0
0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

ÝÑ

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 ap
0 0
0 0 0 a2
0 0 0 0 a1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

que l’on transforme en une matrice échelonnée en appliquant des opérations élémentaires
sur ses dernières lignes non échelonnées en utilisant les p premières lignes échelonnées.
D’après le théorème 23 la matrice obtenue a même rang que tA qui d’après le théorème
24 est égal à son nombre de pivots, soit p “ rangpAq. �

Pour conclure, on retrouve la notion de rang d’une système linéaire :

Définition 9. Le rang d’un système linéaire est le rang de sa matrice associée.
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