Chapitre 23
Applications linéaires

http://www.i2m.univ-amu.fr/perso/jean-philippe.preaux/

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C, n et p des entiers naturels non nuls.
On pose E =K", FF =KP, Og = Ogn et Op = Ogo».

1. APPLICATIONS LINEAIRES

1.1. Définitions.

Définition 1.
Une application f : E — F est dite linéaire si :
V(u,v) e E2,V(\, p) € K2,
fvutp-v) =X f(u) +p- fv).
On note Z(E, F) 'ensemble des applications linéaires de E dans F.

Remarques.
e Pour une application linéaire f : E — F', nécessairement :

f(Or) = Or

en effet :

f(Og) = f(0-Og) =0 f(Op) = Op.
e Si fe Z(E,F) alors VAe K, V(u,v) € E? :

flutv)=fl)+flv) 5 fu) =X f(u)

en effet :
flu+tv)=f(l-u+1-v)=1:f(u)+1:f(v) = f(u) + f(v)
fh-u)=fN-u+0-O) =X f(u)+0- f(Og) =X- f(u) + Op = X+ f(u).

e Par une récurrence immédiate, si f € Z(E,F), Ai,..., A\, sont m scalaires et
U1, ..., U, sont m vecteurs de F, alors :

Exemples.
e Z(K,K) = {z+— az | a e K}.
En effet, si f : K — K est linéaire, soit a = f(1), alors f(z) = f(z-1) =z f(1) = ax.
Réciproquement, si f(x) = ax alors V(z,y) € K2, V(\, u) € K2,
JA -z +p-y) =ax Az + py) =1A-ax+u~ay=k-f(x)+u~f(y)-
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Par exemple f(x) = 3x est une application linéaire de R vers R, tandis que g(x) = 3x+1
et h(x) = % ne sont pas linéaires.

e Soit :
f: R? — RR?
(r,y,2) — (r4+y+2z2cx—y+2)

Montrons que f est linéaire :
Soient (A, u) € R? et u = (x,y,2), v = (2/,9,2') deux vecteurs de R3.
fOGutp-v) = fQr + pal, \y + py', Az + p2)

——— e — ——

X Y 7z
= (\x + px’ + Ny + py’ + Xz + p2’ 20 + 2u’ — Ny — py’ + Az + pz')

X4+Y+2 29X Y+
= (A\x + Ay + A2, 2 v — Ay + \2) + (pa’ + py' + p2, 2ux’ — py' + p2’)
=X (z+y+z2e—y+2)+p- (@'+y+2,2" -y +72)
= A flu)+p- fv)
Ainsi f € Z(R?R2).

Remarque. Plus généralement :

Soit K un s.e.v. de K" et F' un s.e.v. de K?;
une application f : £ — F vérifiant V(u,v) € E2,V(\, p) € K2,
f v utpv) =X f(u) +p- fv).

est dite linéaire, et on note Z(E, F') 'ensemble des applications linéaires de E dans F'.

Exemple. Soient £ = {(2,0) | z € R} et F = {(0,y) | y € R}; ce sont deux sous-
espaces vectoriels de R2. L’application :

f: FE — F
(x,0) — (0,2x)
est linéaire :
PO (@,0)+ - (&1,0)) = fO\x + ua', 0)
= (0,2X\x + 2uz’)
— A (0,22) + - (0,27)
= A f(z,0) + p- f(2,0)

Les applications linéaires admettent le vocabulaire suivant :

Définition 2.

o Une application f: E — F linéaire et bijective est un isomorphisme de E vers F.
e Une application f : E — E linéaire est un endomorphisme de E.

e Une application f : E — E linéaire et bijective est un automorphisme de E.

Définition 3. L’ensemble des endomorphismes de E est noté £ (F).

Exemples.
e L’application identité de E :
ldg: F — FE

u = u

2



BCPST1 Applications linéaires Lycée Fénelon

est un automorphisme de E.

e [’application identiquement nulle de E :

u = OE

est un endomorphisme de E.

1.2. Propriétés.
On voit dans cette partie de quelles opérations sont munis Z(E, F') et Z(F).

Propriété 1. (Addition)

frge X(EF) = f+ge Z(E,F)

Démonstration. Soient f,ge Z(E, F);
f+g9: F — F
u — f(u) +g(u)
Montrons que f + g est linéaire; soient (u,v) € E? et (A, u) € K? :
(fHg)Autp-v)=fAutp-v)+gA-utp-v)
= A flu) +p- fl)+A-g(u) + p-g(v)
car f € Z(E, F) car g € Z(E, F)

=X (f(u) +g(w) + p- (f(v) + g(v))

=A-(f+ )W) +p-(f+9)v)
Donc (f +g) € Z(E, F). |

L’addition de Z(F, F) a les propriétés suivantes :

Propriété 2. (Propriétés de +)
L’addition de L (E, F) est :
— associative :
¥(f,9,h) e Z(E,F), (f+g)+h=Ff+(g+h)
- commutative : )
V(f,9)e L(E.F)°, f+g=g+f
— a pour élément neutre l’application identiquement nulle de E dans F' :
Og(E’F) FE — F
u = OF

Vfe Z(E,F), f+Ogm =f

Démonstration. Les deux premieres découlent de I'associativité et la commutativité
de I'addition dans F':

((f+9) +h)(u) = (f+g)(u) + h(u) = (f(u) + g(w)) + h(u)
= f(u) + (g(u) + h(w) = (f + (g + 1)) (u)
(f +9)(uw) = f(u) + g(u)
= g(u) + f(u) = (g + f)(w)
3
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La derniere découle de I’élément neutre Of de 'addition dans F' :

(f + Ozmr)(u) = f(u) + OzEr)(u) = f(u) + Op = f(u)

|
Propriété 3. (Loi externe)
fe Z(E,F) — VYAeK, \-fe Z(E,F).
Démonstration. Soit f € Z(E, F);
ANf: E — F
u — A f(u)
Montrons que A - f est linéaire ; soient (u,v) € E? et (a,b) € K? :
A-fla-u+b-v)=X-fla-u+b-v)
=X-(a- f(u)+b-f(v)) car fe Z(E,F)
=a-(A-f)u) +b-(A- f)v)
donc \- fe Z(E,F). [

La loi externe de .Z(FE, F) a pour propriétés :

Propriété 4. (de - dans Z(F, F))
Via,3) e K2 Vfe L(EF), (a+8)-f=a-f+8-f.
Vae K,V(f,g)e L(E,F)?, a-(f+g) =a-f+a-g.
V(a,B) e K% Vfe L(E,F), a-(B-f)=(axp)-f.

Démonstration. Elles découlent toutes de la définition et de la structure d’espace
vectoriel de F'; par exemple pour la premiere ; soit © € E quelconque :

((@+B8)-flw) =(a+B)- flu) = a flu)+F-f(u)=(a f)w)+(5-f)u)

F K-e

donc (a+p)-f=a-f+05-f. |

Remarque. Ainsi Z(F, F') muni de + et - a une structure de K-espace vectoriel.

La composée de deux applications linéaires est linéaire :

Propriété 5. (Composition)
Soient E =K", F =KP, G =K?;
feZ(EF)etge L(F,G) = go fe ZL(E,Q).

Démonstration. L’application g o f est bien définie :
gof:E — G
v 9(f(w))
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montrons qu’elle est linéaire ; soient (u,v) € E? et (A, u) € K? :

of(ANu+p-v)=g(f(A-utp-v))

=g (A flu) +p- fv)) car f e Z(E, F)
= A-g(f(w) + p-g(f(v)) car g € Z(F,G)
=A-gofu)+p-gofl(v)

donc go f e Z(FE,QG). [

La composition a les propriétés suivantes :

Propriété 6. (de la composition)

Sous les mémes hypotheses :

-Vfe Z(E,F),Vge Z(F,G),

VAeK, go(A-fl=A-glof=A-(gof)
V(fi, fo) € L(E,F)? Vge Z(F,QG),

go(fit+fo)=gofitgofs

- Vf € $<E7F)>v(glag2) € $<F>G>7
(r+g)of=gof+gof

Démonstration. Toutes découlent des définitions et de la linéarité des applications ;
par exemple pour la premiere, soient u € E et X\ € K quelconques :

go (A Hlw) = g(AM)w) = g(A- f(u)) et 9(f(u) = A-go f(u)
done go (A f) =A-(gof), et
Argoflu) = A-g(f(w) = (A-9)(f(u)) = (A-g)of(u)
donc go (A-f)=A-(gof)=(A-g)of. ]

La composition est une opération bien définie dans Z(E) :

Propriété 7. (de o dans Z(F))
Si f est un endomorphisme de E alors ¥Yn € N* ["application :
ff=fofo---of
| S
n fois

est bien définie; c’est un endomorphisme de E.

Démonstration. S’obtient par une récurrence immédiate sur n en appliquant la pro-
priété 15. ]

Remarque. L’ensemble .Z(E) peut étre muni des opérations + et o et de la loi externe.
Muni de ces opérations ((Z(E), +, -, o) est appelé I'algebre des endomorphismes de F.

Pour finir, ’application réciproque d’un isomorphisme est lui-méme un isomorphisme :

Propriété 8. (Application réciproque d’un isomorphisme)
Si f est un isomorphisme de E vers F alors f=! est un isomorphisme de F wvers E.

b}
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Démonstration. Soit f € Z(F, F') une application bijective ; alors ’application réciproque
f~!': F — E est bien définie; montrons qu’elle est linéaire.

Soient (u,v) € F% et (A, u) e K2 :
f‘1</\-u+u-v> - f—l(A CFF N w) +M-f(f—1(v)) car fo f'=1Idp
_ f*l(f (A F () +u-f*1(v))) car f e Z(B, F)

=X [N u) + - () car f~' o f =Tdp
donc f~le Z(F F). |
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2. NOYAU ET IMAGE D’UNE APPLICATION LINEAIRE

2.1. Noyau et image de f e Z(E,F).

Définition 4.
Soit f : E — F une application linéaire. On définit :
e som noyau :

kerf={ueE|f(u)=OF}

e som 1mage :

Imf:{f(u)meE}:{veF | EIueE,vzf(u)}zf(E)

Noyau et image d’une application linéaire sont des sous-espaces vectoriels de F et F':

Théoreme 9.

Soit f : E — F une application linéaire. Alors :
e ker f est un s.e.v. de F.

o Imf est un s.e.v. de F.

Démonstration.

e Pour ker f : montrons que c¢’est un s.e.v. de E :
Og € ker f car f(Og) = Op puisque [ est linéaire.
Soient (u,v) € (ker f)? et (\, u) € K2,

fOAV-u+p-v)=Xf(u)+p- fv) car fe L(E,F)
=X Op+pu-Op car u, v € ker f
=Op

donc A -u + p-v € ker f. Ainsi ker f est un s.e.v. de E.

e Pour Imf : montrons que c’est un s.e.v. de F':
Puisque f est linéaire : f(Op) = Op; donc Op € Imf.
Soient (u,v) € (Imf)? u = f(up) et v = f(vp), et soit (A, u) € K2,

Arutp-v=A fu) +p- f(vo)

= f(A-up+ p- o) car fe L(E,F)
donc A\ -u + p-v e Imf. Ainsi Imf est s.e.v. de F. |
Exemples.
e Montrer que :
f: R — R?

r —> (2z,—-3x)
est linéaire et déterminer ker f et Imf.
Montrons que f est linéaire : soient (x,y) € R? et (\, u) € R? :
fA-z+p-y)=0CN-z+2u-y, -3\ —3u-y)
A2z, —3x) + - (2y, —3y)
A f(@) - fly)

Ainsi f € Z(R,R?).
7
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Déterminons ker f : x € ker f ssi
f(z) = (2z,—3z) = (0,0) < x =0.
Ainsi :

‘kerf = {OR} = {0} ‘
Déterminons Imf : soit u € R?; u € Imf ssi 3z € R,
u= f(zr)=(2z,-3x) =x-(2,-3) < ue Vect((2,-3)).

Ainsi :

Imf = Vect((2,-3)) |

e Soit I'application linéaire (cf. page 1)
: R} — R?
(r,y,2) — (x4+y+2z2x—y+2)

Déterminer une base de ker f et Imf et leur dimension.

Soit u = (z,y,2) € R®; u € ker f ssi
flz,y,2) =0Op2 <— (z+y+2,2xr—y+2)=(0,0)
{x +y+2=0
20 —y+2=0
- {x+y+z=0 (:){x=2y
Lo«—Ly—2L, —3y—2=0 z= =3y
Ainsi u € ker f si et seulement si Jy € R, u = (2y,y, —3y) =y - (2,1, —3). Ainsi :
ker f = Vect((2, 1, —3)).
La famille constituée du seul vecteur (non nul!) (2,1, —3) est une base de ker f :
P ={(2,1,-3)} est une base deker f ; dim(ker ) =1|
Soit u = (z,y, z) € R?,
flu)=(x+y+2z2x—y+2)
= (,22) + (y,—y) + (2,2)
=z (1,2)+y-(1,-1)+2-(1,1)

Alinsi :

Imf = veCt((L 2)7 (17 _1)7 (17 1))
La famille de 3 vecteurs (1,2),(1,—1),(1,1) est génératrice de Imf, mais elle n’est
pas libre car dimR? = 2: extrayons-en une base : exprimons un des vecteurs comme
combinaison linéaire des deux autres. Soient (a, b, c) € R3,

a-(1,2)+b-(1,=1)+c-(1,1) = Oge
< (a+b+c,2a—b+c)=(0,0)
a+b+c=0 a+b+c=0 a=2b
< S

20 —b+c=0 Lo—Ly—20, |=3b—c=0 c=—3b

Ainsi par exemple pour a = 2,b=1,¢=—-3,2-(1,2)+(1,—1) —3-(1,1) = Og2 donc :
(1,-1) = —2-(1,2) + 3-(1,1)

Ainsi Vect((1,2),(1,-1),(1,1)) = Vect((1,2),(1,1)); et la famille de deux vecteurs

(1,2),(1,1) est libre puisque les deux vecteurs sont non-colinéaires. Ainsi cette famille

8
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forme une base de Imf.

B> ={(1,2),(1,1)} est une base de Imf ; dim(Imf) =2

Remarque. Si f € Z(E, F), une famille génératrice de Imf peut s’obtenir en prenant
les images par f des vecteurs d’une base de E :

Sife L(E,F)et B = {61,62, e ,en} est une base de F, alors :
Il’]flf = veCt(f(el)a f(e2)7 500 f(en))

Exercice 1. Soit f,g € Z(FE); montrer que g o f = Og(p) si et seulement si Imf <
ker g.

Résolution.

2.2. Injectivité et noyau ; surjectivité et image.

Théoréme 10.

Soit f: E — F une application linéaire ; alors :
o f est injective <= ker f = {OE},

o f est surjective <= Imf = F.

Remarque.

Pour une application f : E — F non nécessairement linéaire, on savait deja que f
surjectif <= f(E) = F. Ainsi la deuxieme propriété n’est qu'une reformulation pour
une application linéaire d’une propriété plus générale.

Par contre la premiere ne se généralise pas a une application quelconque : par exemple
x — x% est une application non injective tandis que 0 est le seul antécédent de 0.
Démonstration.

Le 2eme résultat est trivial puisque Imf = f(FE) et qu’une application f : E — F est
surjective ssi f(E) = F (cf. Chapitre ” Applications”).

Pour le premier résultat montrons deux implications.

Montrons la contraposée : ker f + {OE} = f non injective.

Si ker f + {Op} alors dim(ker f) > 1 et donc ker f contient un vecteur u + Op tel que
f(u) = f(Og) = Op; lapplication est donc non injective.

Montrons la contraposée : f non injective = ker f + {OE}

Supposons f non injective, et soit (u,v) € E* avec u & v et f(u) = f(v); alors :

flu)=f(v) = f(u)—f(U)ZOFfGXZ(E’F)f(U—v)=OF = u—vekerf
9
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Oru—v:I:OE;donckerlec{OE}. |

3. MATRICE ASSOCIEE A UNE APPLICATION LINEAIRE

3.1. Image d’une base par une application linéaire.

Théoreme 11.
Soient E et F' deux espaces vectoriels, et soit BB = {61, €, ... ,en} une base de E.

Etant donnée une famille de n vecteurs de F, F = {vl, Vg, ... ,vn}, il existe une unique
application linéaire f : E — F telle que :

Vie [[Ln]]a f(ez) = U;.
C’est l'application définie par :
f EFE — F

n n
in'ei — szvz
i=1

i=1

Remarque. En d’autres termes, une application linéaire f : E — F est uniquement
déterminée par les images par f des vecteurs d’une base & de E.

Démonstration. Soit & = {61, €2, ... ,en} une base de E et vy, vs,...,v, une famille
de n vecteurs de F'. L’application :

f: FE — F

n n
Z Ti-€ = Z Li -y
i=1 i=1

n n
est lindaire ; en effet soit A\, u € R? et (u,u') € E? avec u = Z x;-e; et u = Zx; - e
i=1 i=1

OV u+p-u) (Z Az + pat) ) :Z(A:Ui+/mc;)-vl
L= i=1

A Yt Zw @)+ S )

Soit g € Z(E, F) vérifiant Vi € [[1,n]], g(e;) = v;. Montrons que g = f; soit u € F;
U=x1-€ +Ty e+ -+ Ty, ey,

=g (Z Zi - 67,) gef Z ; T U = f(u)
Ainsi g = f |
Exemples.

e Déterminer I'application linéaire f : R? — R? vérifiant :

f(170) = (1v L, 1) ; f(ov 1) = (_1’271)
10
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La famille e; = (1,0); e; = (0,1) est la base canonique de R?; soit u = (z,y) € R? :
flay) = flz-e1+y-e)
= f(e1) +y- flea)
—z-(L1,1) 4y (~1,2,1)
=(zr—y,x+2y,z+y)
Ainsi : Rz L R
(l‘,y) — (x—y,x + 2yax+y)
e Déterminer I’endomorphisme f : R? — R? vérifiant :

fLY) =22 5 f(1,-1)=(0,2)

Les deux vecteurs e; = (1,1) et es = (1,—1) sont non colinéaires; ils forment donc
une famille libre dans R?; puisque dim(R?) = 2, c’est une base de R2.

Déterminons les coordonnées x1, 5 d'un vecteur (x,y) € R? dans la base Z = {el, 62} :

(x,y) =x1-e1+x2-ea=x1-(1,1) + 29 (1,—1) = (21 + 29,21 — T2)

T+ To =2 2I1:I+y xlzw_gy
— — 2
Ty — T2 =Y  Liclitl 209 =x —y m2:Ty
2 L1—L2
Tty r—Yy
= (z,y) = 5 e+ 5 €9
Ainsi :
r+y r—Yy
fay) =52 fle) + 52 fle)
T +y r—y
= .272 +_.O,2
Lo+ 0
:<2xx+y,2xx+y+2xx_y>
2 2 2
= (x + y,2x)
Donc :

f: R — R?
(x,y) — (z+vy,2x).

L’injectivité, la surjectivité, la bijectivité de f € Z(E, F) sont caractérisées a 'aide
de la famille des images par f d’une base £ de E :

Théoreme 12.
Soit f e L(E,F) et soit B = {61,62, . .,en} une base de E ; notons :

Vie [1,n], vi = f(e)

Alors :

o [ est injective < {’Ul,Ug, e ,vn} est une famille libre,

o [ est surjective < {vl, Vo, ... ,vn} est une famille génératrice de F,
o [ est bijective < {’Ul,’Ug, e ,vn} est une base de F.

11
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Démonstration. Démontrons séparément, les 3 propriétés :
[ est injective <= ker f = {Op} (propriété 10)
«— YueFE, f(u) =0p = u=_0g

= f(z/\zez>:OF > )\1:)\2:"':/\71:0
i=1
= YN v =0p = M =Xd=-=X=0
i=1
— {vl,vg,...,vn} est libre.

qui établit le premier point. Pour le deuxieme :
f est surjective <= Yve F,3ue E, f(u) =v

— \V’UEF,El()q,...,)\n)EK”,f(Z/\i'ei) =0
i=1

— YweF A, A) €KLY Ao =0
i=1

— {vl, Vo, ... ,vn} est une famille génératice de F'.

ce qui montre le deuxieme point. Pour le troisieme point,
f est bijective <= f est injective et surjective
— {vl, Vg, ... ,vn} est une famille libre et génératrice de F'

— {’01,’02, - ,vn} est une base de F.

3.2. Matrice d’une application linéaire dans une base.

Définition 5.
Soit f € L(E,F) et soient B = {61,...,€n} une base de E et € une base de F.

Considérons la famille f(2) = {f(e1),..., f(en)} de vecteurs de F.

La matrice des coodonnées de la famille f(#) dans la base € est appelée matrice de
Uapplication f dans les bases B de E et € de F. On la note : Matg4(f).

fle)  fle)  flew)

Gl

alz ’j

Nombre de lignes
dimension de F

Mat@’cg(f) =

Ap,j

g
Nombre de colonnes
= dimension de E

C’est une matrice dans M, ,(K) ot p = dim(F') et n = dim(E).

12



BCPST1 Applications linéaires Lycée Fénelon

Remarque. C’est la matrice dont la j-eme colonne est la matrice colonne des coeffi-
cients de f(e;) dans la base €.

Exemples.

e Soit £ =K" et # = {61, e ,en} une base de F. L’application :
dg : K* — K"

u —>> u

a pour matrice dans la base 4 de F :

1 0 - 0
Mat 5 5(1dg) = | — I, e My(K)
S 00
0 -~ 0 1
en effet la matrice des coordonnées de e; = Idg(e;) dans la base Z est :
0
Matg(e;) = 1 | ligne j
0

e Soit :
f: R? — R3
(z,y) — (2 —y,x+3y,4z + by)
considérons les bases canoniques 2 = {e1,eo} de R? et ¢ = {e], €}, ¢4} de R®.

er =(1,0); ea=(0,1) ; €} =(1,0,0); €5, =1(0,1,0); e5 =(0,0,1)

2
fler) = f(1,0) = (2,1,4) =2 €| +1-e, +4-¢e; = Maty(f(er)) = (1)
4

-1
flea) = f(0,1) = (=1,3,5) = —1~e/1—i-3-e/2—i-5~e:'3 = Mats(f(e2)) = <g>

2 -1
— Matggfg(f) =11 3
4 5
Si 'on change la base Z de R? pour la base %' = {(1,1), (1,—1)} alors :

1
f(1,1)=(1,4,9)=1-€,+4-ey+9-e5; = Maty(f(1,1)) = (4)
9

3
F1,=1) = (3,-2,-1)=3-¢, —2- ¢, — ¢4, — Maty(f(1,—1)) = (—2)
~1

1 3
— Mat@/fg(f) = 4 -2
9 —1

13
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e Déterminer les entiers n et p et 'application linéaire f : R® — RP dont la matrice
dans les bases canoniques £ et € de R" et R? est :

1 2 3
Mat,%,%(f) = (4 5 6)
Nécessairement n = 3 et p = 2;
f(1,0,0) = (L,4) ;5 f(0,1,0)=(2,5) ; f(0,0,1)=(3,6)
= f(z,y,2)=x-(1L,4)+y-(2,5)+2-(3,6) = (x + 2y + 3z,4x + by + 62)

Remarque. D’apres le théoreme 11, une fois fixées des bases & de K" et ¥ de KP,
I’application :

Z(K"KP) — A,,(K)

[ — Malgs(f)

est bijective; ¢’est méme un isomorphisme de K-ev.

14
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3.3. Calcul matriciel de I’image d’un vecteur.

Théoreme 13.

Awvec les mémes notations ; soient f € L(E,F), ue E et BB une base de E, € une base
de F'.

Soient les matrices :

— Matg(u) : des coordonnées du vecteur u € E dans la base B,

—~ Matg(f(w)) : des coordonnées du vecteur f(u) € F' dans la base €,
~ Matg¢(f) : de Uapplication f dans les bases % et €.

Alors :
Mateg(f(u)) = Matge(f) x Matg(u).
Démonstration. Soient #Z = {61,62, . .,en}, € = {6’1,6’2, o ,e;} des bases de E et
F'; soient fe Z(E,F) et ue E tels que :
T a1 - Qin
Matg(u)=| i | Matge(f) = (ai) 1= =
xn = a/p71 o« e e ap7n

Alors par définition :
n p
u = ij‘ej et Vie[L,n], f(e) =a;-el+ - +ay; €, = Zai,j‘e;.
Alors :

flu) =

zj- f(e;) car f linéaire
p

j Z @i
i=1

i

=1

IE

1

<
Il

Il
E?:

<.
Il
_

I
M:

.
I
—

n
Z T;Q45 € interversion des Z

15=1
n
2,054
1 \y=1

Z ai,jT; a1,1%1 + -+ A1pTy a1 o Qg T

Mate(fe)=| = |=| =] aE

I
-
] M"@
S

Il
M7=

<.
Il

donc :

Z Qp,j T Ap1T1 +  + Ap Ty ap1 *° Qpnp Tn,

i.e. Maty(f(u)) = Mc;t%g,;(f) x Matz(u)

15
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3.4. Propriétés.

Propriété 14. (Linéarité)
Soient (f,9) € L(E,F), (\, n) € K?,
Matze(N-f+p-g) =X Matge(f) + p- Matze(g).

Démonstration. Découle de Vi€ [1,n]], (A- f+u-g)(e;)) = X- f(e;) + - g(e;) et du
fait que Matgy (A - fe;) + - g(e)) = A Matg(f(e;)) + p- Matg(g(e;)) (cf. Chapitre
”Espaces vectoriels” ; propriété des matrices coordonnées). |

Propriété 15. (Matrice d’une composée)
Soient fe L(E,F), ge Z(F,GQ) et B,€,2 des bases de E, F,G. Alors :

Matg a(go f) = Maty 2(g) x Matgg(f)

Démonstration. Pour tout u € E; d’apres le théoreme 13 :
Matg(go f(u)) = Matgg(go f) x Matg(u)
et Matgy(go f(u)) = Matg(g(f(u)))
= Maty.5(g9) x Matg(f(u))
= Maty 9(9) x Matge(f) x Matz(u)

/\A/-\/—\

Ainsi, Vu e F :
Matg.o(go f) x Matg(u) = Mate.o(g) x Matge(f) x Matg(u)

Cette égalité est vraie pour tout vecteur u € E, donc en particulier pour tout vecteur
e; de la base 4. Mais :

0 0
) ari1 - Ain ] ai,j
Matg(e;) = | 1| et x|1]=
0 p,1 Apn 0 ap,;
Ainsi les matrices Matg o(go f) et Maty 4(g) x Matgz4(f) ont mémes colonnes ; elles
sont donc égales. |

Corollaire 16.
Soit f € L(FE), # une base de E et k € N*,

Matg 5(f*) = Matg z(f)".

Démonstration. Par récurrence sur £ € N*; I'initialisation est claire, montrons I’hérédité.
Supposons la propriété vraie au rang k € N* : Maty 5(f*) = Matg 4(f)".
D’apres la propriété 15 :

Matg z(f**") = Matg (f* o f) = Matg z(f*) x Matg z(f)
H:R Mat@”ag(f)k X Matgg’,@(f) = Matg7g<f)k+1
[ ]

16
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Propriété 17. (Matrice d’un isomorphisme)

Soient f € L(E,F), 2 une base de E, € une base de F ; [ est un isomorphisme si et
seulement st Matg«(f) est inversible.

Dans ce cas :

Matcg’g(f_l) = Matg’cg(f)_l.

Démonstration.

Si fe Z(E,F) est un isomorphisme alors :
flof=Mdg 5 fofl=ldp
D’apres la propriété 15,
M&tgyg(f_l) X Matggycg(f) = Mat@7g(IdE) =1,
Matgfg(f) X Matcg?”@(f_l) = Matgg’cg(ldp) = Ip

Ainsi n = p, Matg4(f) est inversible et Maty »(f~') = Matg 4 (f)™".

Supposons Maty«(f) inversible; il existe B € .#,,(K) tel que :
Matgo(f) x B = B x Matge(f) = I,

D’apres le théoreme 11 il existe g € Z(F, E) qui admet B pour matrice dans les bases
¢ de F et # de E. Alors d’apres la propriété 15 :

Matg »(go f) = Maty 5(g) x Matg4(f) = I, = Maty(1dg)
—_—

-B
Mat%’cg(f @) g) = Mat,@fg(f) X Matcg”g'g(g) = In = Matgg(]:dp>
—_——
-B
Ainsi d’apres le théoreme 11, go f = Idg et f o g = Idp; ainsi f est bijective, c’est un
isomorphisme. [ ]
4. RANG

4.1. Rang d’une application linéaire.

Définition 6.
Soit f € L(E,F); le rang de Uapplication linéaire f est défini par :

rang f = dim(Imf)

Remarque. Pour une base 4 = {61, €9y .. ,en} de F,
rang f = dim Vect (f(e1),..., f(en))

et rang f ne dépend pas de la base A considérée.

17
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Théoréme 18.

Soit f e L(E,F) ; alors :

o [ est injective < rang f =dimFE,

o [ est surjective <= rang f = dim F,

e f est bijective < rang f =dim E = dim F.

Démonstration. Soit & = {el, €9yt en} une base de E; d’apres le théoreme 12 :
[ est injective <= la famille {f(e1),..., f(en)} est libre
— {f(e1),..., f(en)} est une base de Imf = Vect(f(ey), ..., f(en))
<~ dimImf =n=dmkFE
< rang f = dim F,
montre le premier point. Pour le deuxieme :
f est surjective <= la famille {f(el), e f(en)} est génératrice de I

<= Vect(f(e1),..., f(en)) = F

puisque Vect(f(e1),..., f(en)) < F :
<= dim Vect(f(e1),..., f(e,)) = dim F
< rang f = dim F.

Pour le troisieme point :

f est bijective —<= [ est injective et surjective «—= rangf = dim £ = dim F'.

On en déduit le corollaire remarquable suivant : pour un endomorphisme les notions
d’injectivité, surjectivité, bijectivité se recoupent :

Corollaire 19.
Soit f € £(F);

f est injective <= [ est surjective <= f est bijective.

Remarque. Plus généralement :

Si fe Z(E,F)etdimFE =dimF :
f est injective <= f est surjective <= f est bijective.

Ce résultat est utile pour £ et F' des s.e.v. ou des K-e.v. autres que K" (comme on en
étudiera en 2eme année).

Le résultat suivant est particulierement utile ; nous 'admettrons :

Théoréme 20. (Théoréme du rang)

Soit fe L(E,F),

dimker f + rang f = dim E.

Démonstration. Admis.
Remarques.
e Attention la dimension est celle de I'espace de départ.

e Ainsi connaitre la dimension de ker f permet d’en déduire la dimension de Imf et
réciproquement.
18
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Composer une application linéaire par un automorphisme ne change pas son rang :

Propriété 21.

Soit fe L(E,F);

o si ge ZL(E) est bijective, alors rang f o g = rang f,
o si ge ZL(F) est bijective, alors rang go f = rang f.

Démonstration. Pour le premier point, montrons que si g € Z(F) est bijective alors
Imfog=Imf. Soit veF,

velmf < Jue E,v= f(u)
«— JueE,v=fog(g ' (u))
en posant u' = g ! (u) € E,
— ' eE v=fog()
<= velmfog.

Ainsi Imf = Imf o g; en particulier rang f = dim Im(f) = dimIm(f o g) = rang f o g.

Pour le second point, montrons que si g € Z(F) est bijective alors ker g o f = ker f.
Soit u € F,

ueker f < f(u)=O0p
puisque g est bijective :
> g(f(w) = Or
= go f(u) = Or
< ueckergo f.

Ainsi ker f = kerg o f; en particulier dimker f = dimker g o f. On applique alors le
théoreme du rang :

rang f = dim £ — dimker f = dim £ — dimkerg o f = rang g o f.

4.2. Rang d’une matrice.

Proposition-Définition 7.

Soit Ae M,,(K) et soient B et € des bases de K" et KP.

Soit f: K" — KP ["unique application linéaire telle que :
Mat%cg(f) = A.

On note rang(A) = rang f le rang de la matrice A ; il ne dépend pas des bases B et €
considérées.

Remarques.

e Nous avions pris comme définition du rang d’'une matrice dans le chapitre ”Les ma-
trices”, le nombre de ses pivots apres 'avoir réduite par des opérations élémentaires sur
ses lignes/colonnes ; sans démontrer alors que c’est bien défini (c’est-a-dire que ga ne
dépend pas de la fagon de procéder). Nous prouverons plus loin que ces deux définitions
sont équivalentes, établissant par la méme les propriétés jusqu’alors admises du rang

d’une matrice.
19
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e Dans le chapitre ”Espaces vectoriels” nous avions admis que le rang d’'une famille
de vecteurs (c’est-a-dire la dimension du sous-espace qu’elle engendre) est égal au
rang de sa matrice des coordonnées dans une base. Avec cette définition ce résultat

découle immédiatement : en notant 4 = {61, e ,en}, le rang de f est la dimension de
Vect(f(er),..., f(en)), c’est a dire le rang de la famille f(e1), ..., f(en), et Matz 4 (f)
est la matrice des coordonnées des vecteurs f(e1), ..., f(e,), dans la base %.
Démonstration. Notons :
%’2{61,62,...,6”} ; %:{fl,f%...,fp}
et considérons d’autres bases %’ de K" et € de K? :
B = e, ey, ... e} : ¢ ={fi.fs,- . [}}
Considérons les endomorphismes :
¢ K — K" Wb K? — K?
n n p p
2%“61‘ — 2%“62 Zme’ — Exzf{
i=1 i=1 i=1 =1

¢ envoie la base & sur la base #'; 1) envoie la base € sur la base €” (cf. théoreme 11).
D’apres le théoreme 12, ce sont deux endomorphismes bijectifs puisqu’ils envoient une
base sur une base.

Considérons les applications linéaires f, g : K" — KP? telles que :
A= MCLtgg;g(f) = Matgg/,(g/ (g)
Alors en notant A = (a; ;)

1--n .
1-p

Viel[l,n], fle;) = Zai,jfi

p
Zai7jfz‘,
i=1

7
J

et Vj e [1,n], g(e))

Ainsi, Vj € [1,n] :

—¢ =f
— N (godley) = Y ai v (W (f) car ' € Z(K")
=1
— 1y ogodle) = > ai,f;
=1

= ¢ ogodley) = fle)
Ainsi les applications linéaires f et 1)=! o g o ¢ ont mémes images pour les vecteurs de
la base % ; d’apres le théoréme 11 : f = )= o g o ¢. En particulier :
rang f = rang ¥ "' o g o ¢.
Or puisque ¢ et 1~! sont des endomorphismes bijectifs, d’apres la propriété 21 :
rang f = rang ¢ ' ogo ¢ = rang ¢
Ainsi le rang de la matrice A ne dépend pas des bases considérées. |

20



BCPST1 Applications linéaires Lycée Fénelon

Propriété 22.

Soit Ae Mpn(K);

o Si B e #,(K) est inversible, alors rang(A) = rang(A x B).
e Si B e M,(K) est inversible, alors rang(A) = rang(B x A).

Remarque. Autrement dit, multiplier une matrice a droite ou a gauche par une matrice
inversible ne change pas son rang.

Démonstration. Fixons une base 4 de K" et une base ¢ de KP. La matrice A est
alors la matrice dans ces bases d’une application f € Z (K" KP) et la matrice B celle
d’un endomorphime g € Z(F) dans & (respectivement Z(F') dans €).

D’apres la propriété 17, B étant inversible g est bijectif.

D’apres la propriété 15, la matrice A x B (respectivement B x A) est la matrice de la
composée f o g (respectivement go f), et puisque g est bijectif, d’apres la propriété 21 :

rang fog =rang f (respectivement rang go f = rang f)
Ainsi par définition, rang(A x B) = rang(A) (respectivement rang(B x A) = rang(A)).l

Théoreme 23.
Une opération élémentaire sur les lignes ou les colonnes d’'une matrice :

Cz‘_)\cz 5 CZHC] 5 CZ<—CZ+C]

(avec \ £ 0) ne modifie pas son rang.

Démonstration. Pour tout entier n € N*, notons :
1

10 - - 0
0 )

M, (i,\) = ) \ ; e M,(K)
: .0
0 -+« .. 0 1

la matrice obtenue a partir de la matrice identité I, en lui appliquant 1’opération
élémentaire L; < AL; ou C; «— \C;.

Pour A\ £ 0, M, (i, \) est inversible puisque M, (i, \) x M,/(i, %) =1I,.

Or multiplier une matrice A € ., ,(K) a gauche par M,(i, \) revient a appliquer
lopération élémentaire L; < AL; a la matrice A :

1 0 - --- 0 | I | | I |
0 .o : : :
: A ] Li =] AL; |
: 0 : :
0 «« -~ 0 1 | Ly | | Ly |
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et multiplier une matrice A € #,,(K) a droite par M,(i,\) revient a appliquer
Iopération élémentaire C; «<— AC; a la matrice A :

1 0 - o 0
0o . . :

Cy |- |Ci| - |Chl] x oo e =G ACH | O
: 0
0 - .. 0 1

Ainsi, d’apres la propriété 22, si A + 0, une opération élémentaire L; <— AL; ou C; <— AC;
ne change pas le rang de la matrice A.

Pour tout entier n € N*, notons :

i J
0 0 1 1
o1 0 O ]
0 -+ -~ 0 1

la matrice obtenue a partir de la matrice identité [, en lui appliquant 1’opération
élémentaire L; < L; ou C; < Cj.

Cette matrice E, (1, ) est inversible puisque F,(i,7) x E,(i,7) = I,.

Or multiplier une matrice A € .4, ,(K) a gauche par E,(i,j) revient a appliquer
I'opération élémentaire L; <> L; a la matrice A :

1 0 - -0 : :
0 0 1 | L | | L; |
o1 0 0 | L | ’ L; |
0 -« -~ 0 1

et multiplier une matrice A € ., ,,(K) a droite par E, (i, j) revient a appliquer I'opération
élémentaire C; < C; a la matrice A :

1 0 0
0 0 1
| 0 0
0 -« .. 0 1

Ainsi, d’apres la propriété 22, une opération élémentaire L; <> L; ou C; < C}; ne change
pas le rang de la matrice A.
22
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Pour tout entier n € N*, notons :

7 J 7 J
1 0 - --- 0 1 0 e 0
o 0 1 1 1 L 0 1 : l
T = | . . | T g) = |
: 1 0 J co1 1 0 J
0 -« --- 0 1 0 -« -« 0 1

T,(i,7) est la matrice obtenue a partir de la matrice identité I,, en lui appliquant
I'opération élémentaire L; «— L; + L;; T'(i,7) est la matrice obtenue a partir de la
matrice identité I,, en lui appliquant I'opération élémentaire C; — C; + C;.

Ces deux matrices sont inversibles car triangulaires sans aucun 0 sur leur diagonale.

Or multiplier une matrice A € ., ,(K) a gauche par T,(i,j) revient a appliquer
I'opération élémentaire L; < L; + L; a la matrice A :

0 1 1 | L; \ \ Li+L; |
: 1 0 ’ LJ ‘ ‘ LJ \
0 -« -~ 0 1

et multiplier une matrice A € ., ,,(K) a droite par 7T} (i, j) revient a appliquer 'opération
élémentaire C; «— C; + C; a la matrice A :

1 0 - -+ 0
0 1 : C,
. C;
o1 1 0
0 -+ -« 0 1
Ainsi, d’apres la propriété 22, une opération élémentaire L; < L; 4+ L; ou C; «— C; + C;
ne change pas le rang de la matrice A. |

Définition 8.

On rappelle qu’une matrice est échelonnée si le nombre de zéros en début de ligne
augmente strictement ligne apres ligne tant qu’il n’a pas atteint le nombre de colonnes
de la matrice.

Pour une matrice échelonnée, ses pivots sont les premiers coefficients non-nuls sur
chaque ligne.

Ainsi le nombre de pivots d’une matrice échelonnée est égal au nombre de lignes non-
nulles.

Remarque. Définition deja vue au chapitre ” Les matrices”.

Théoreme 24.

Le rang d’une matrice échelonnée est égal a son nombre de pivots.

Remarque. Avec les théoremes 23 et 24, le rang d’une matrice est donc égal au nombre

de ses pivots dans une matrice échelonnée obtenue en lui appliquant des opérations
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élémentaires (sur les lignes ou colonnes). On retrouve la définition du chapitre ”Les
matrices”.

Démonstration. Considérons une matrice échelonnée, notons p son nombre de pivots,
et appliquons des opérations élémentaires d’échanges de colonnes C; <> C; pour que le
nombre de zéros augmente de 1 ligne apres ligne sur les lignes non nulles :

V1 U2 Up

0 00,1 €1
00 0 0 0] as es
0000 Caertiy 000

00000 cises 000 0]a, ey
0000O0T0O 0000000

D’apres le théoreme 23 on n’a pas changé le rang de la matrice apres ces opérations
élémentaires.

Soit ¢ le nombre de lignes de la matrice. Fixons une base % = {61, e ,eq} de K.
Notons vy, va, ..., v, les vecteurs de K¢ dont les matrices des coordonnées dans % sont
les p premiéres colonnes non-nulles de la matrice (de droite). Notons aussi wy, .. ., w,
les vecteurs de KY fournis par les colonnes restantes.

Par construction tous les vecteurs vy, vs, ..., v, et wy, ..., w, sont dans le sous espace
vectoriel Vect(ey, e, ..., e,) de K?; de plus pour tout j € [[1, p],

vj € Vect(eq, ..., e;) \ Vect(er,...,ej_1).
Montrons que vq,vs,...,v, est une famille libre. Soit Aj, Ag,..., A, des scalaires tels

que :
Ao+ A v 4+ A, U, = Ok
Puisque Ay -v1 + Ay - v+ -+ A\p1 - vp_1 € Vect(eq, ..., e,-1) et v, ¢ Vect(eq, ..., ep_1)
nécessairement \, = 0. Ainsi :
)\1'Ul+)\2'U2+"'+)\p,1‘Up,1:O]Kq et)\p:O
Mais en appliquant le méme raisonnement a la famille vy, vy, ..., v, et ainsi de suite,
on en déduit que :
Ap:Ap_l:--.:Al:O
ainsi la famille vy, vs, . .., v, est une famille libre de p vecteurs dans Vect(ey, e, ..., €,);
c’est donc une base de Vect(ey, ez, ..., €p).

Finalement, puisque wy, ..., w, sont des vecteurs de Vect(ey, es,...,€p) :
Vect (v, ..., vp, w1, ..., w,) = Vect(er, ea,...,€)

qui est de dimension p. Donc le rang de la matrice est égal a p. |

Propriété 25. Soit Ae #,,(K);
rang(A) = rang(*A)

Démonstration. Notons p le rang de A. En appliquant 1'algorithme du pivot de Gauss,
on transforme la matrice a 'aide d’opérations élémentaires pour obtenir une matrice
échelonnée, puis comme dans la preuve du théoreme précédent on applique des échanges

sur les colonnes pour que le nombre de zéros augmente de 1 lignes apres lignes sur les
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lignes non nulles.

0 Oa1
0 00 0 0]as
A — 0000 — 000
00 0O0O0 0 0 0 0fa,
000O0O0O0O 000O0O0O0O

La méme suite d’opérations appliquée en partant de *A mais sur les colonnes/lignes
plutot que sur les lignes/colonnes permet d’aboutir a la matrice transposée de la
précédente.

0 0 O
CL10

0
0
0 Q9
0
0
0

oo O

(>N evNevian]
oo O
SO ODDODDODIOO

0

En appliquant des échanges sur ses lignes et ses colonnes on obtient une matrice dont
les p premieres lignes sont échelonnées, de méme rang que *A :

ap

0 0a,

00 00

0 0 0]as 0 0 0]as
— 0 00 0]a — 0 00 0]a

0000 O 0000 O

0 000O0 O

0 000O0 O

que I’on transforme en une matrice échelonnée en appliquant des opérations élémentaires
sur ses dernieres lignes non échelonnées en utilisant les p premieres lignes échelonnées.

D’apres le théoréme 23 la matrice obtenue a méme rang que ‘A qui d’apres le théoréme
24 est égal a son nombre de pivots, soit p = rang(A). |

Pour conclure, on retrouve la notion de rang d’une systeme linéaire :

Définition 9. Le rang d’un systeme linéaire est le rang de sa matrice associée.
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