
'

&

$

%

Chapitre 24

Intégration
http://www.i2m.univ-amu.fr/perso/jean-philippe.preaux/

Dans ce chapitre toutes les applications sont réelles. On désignera par I un intervalle
non vide et non réduit à un point.

‚ Rappel :

Une application continue sur un intervalle I admet des primitives. Deux primitives
d’une même application diffèrent d’une constante additive, i.e. :

F 1 “ G1 ðñ Dc P R, F “ G` c

Une primitive de f pourra être noté

ż

fptqdt ou

ż

f ; l’égalité de deux primitives doit

être comprise à une constance additive près :

ż

f “

ż

g ðñ Dc P R,
ż

f “ c`

ż

g.

1. Intégrale d’une application continue sur un segment

1.1. Définition.

Proposition-Définition 1.

Soit f : I ÝÑ R une application continue et soient pa, bq P I2. Si F et G sont deux
primitives de f alors :

F pbq ´ F paq “ Gpbq ´Gpaq
Le réel F pbq ´ F paq est appelé intégrale de f de a à b et noté :

ż b

a

fptqdt.

Démonstration. Sous ces hypothèses, Dc P R tel que F “ G` c et donc :

F pbq ´ F paq “ Gpbq ` c´ pGpaq ` cq “ Gpbq ` c´Gpaq ´ c “ Gpbq ´Gpaq

�

On note : rF sba “ F pbq ´ F paq.

Comme conséquence immédiate :

Propriété 1.
ż b

a

fptqdt “ ´

ż a

b

fptqdt ;

ż a

a

fptqdt “ 0.

On a aussi la propriété fondamentale :
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BCPST1 Intégration Lycée Fénelon

Propriété 2. Sous ces mêmes hypothèses, l’unique primitive de f s’annulant en a est :

F pxq “

ż x

a

fptqdt.

Démonstration. Par définition, F pxq “ Gpxq ´ Gpaq où G est une primitive de f .
Alors d’une part F 1pxq “ G1pxq “ fpxq donc F est une primitive de f et d’autre part
F paq “ Gpaq ´Gpaq “ 0. �

Exercice 1. Soit f une application continue sur R ; pour tout x P R on définit :

φpxq “

ż 2x

x

fptqdt

Justifier que φ est dérivable sur R et exprimer sa dérivée φ1 à l’aide de f .

Résolution. Soit F une primitive de f , alors :

φpxq “

ż 2x

x

fptqdt

“ F p2xq ´ F pxq

Puisque F est dérivable sur R par composition et différence, φ est dérivable sur R. De
plus :

φ1pxq “ F p2xq1 ´ F pxq1 “ 2F 1p2xq ´ F 1pxq “ 2fp2xq ´ fpxq

1.2. Interprétation géométrique.

Dans cette partie nous interprétons géométriquement l’intégrale de f entre a et b comme
l’aire algébrique délimitée par la courbe Cf , l’axe des abscisses et les droites verticales
x “ a et x “ b. Par là-même nous démontrons la propriété qu’une application continue
admet des primitives. Nous n’établissons cependant pas ces résultats en toute généralité,
mais seulement pour une application continue qui change un nombre fini de fois de signe
entre a et b ; cela recouvre l’immense majorité des cas ; le cas restant nécessiterait des
notions non abordées en première année.

Dans tout ce qui suit a ă b sont deux réels et f : ra, bs ÝÑ R est une application
continue.

‚ Cas où f est croissante, positive et continue sur ra, bs.

a x0 x0+h

f(x0)

f(x0 + h)

A(x0)
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BCPST1 Intégration Lycée Fénelon

Considérons l’application :

A : ra, bs ÝÑ R`
x0 ÞÝÑ l’aire délimitée par Cf , pOxq, x “ a et x “ x0

Montrons que A est une primitive de f sur ra, bs.
Soit x0 P ra, br. Montrons que A est dérivable à droite en x0.
Puisque f est croissante :

@h ą 0, x0 ` h P ra, bs ùñ fpx0q ď fpx0 ` hq

Ainsi en considérant les aires des deux rectangles de base rx0, x0 ` hs et de hauteur
respective fpx0q et fpx0 ` hq :

fpx0q ˆ h ďApx0 ` hq ´ Apx0q ď fpx0 ` hq ˆ h

ùñ
hą0

fpx0q ď
Apx0 ` hq ´ Apx0q

h
ď fpx0 ` hq

Par continuité de f : limhÑ0 fpx0 ` hq “ fpx0q, et donc d’après le théorème des gen-
darmes :

lim
hÑ0`

Apx0 ` hq ´ Apx0q

h
“ A1dpx0q “ fpx0q

Le même argument avec h ă 0 montre que pour tout x0 P sa, bs, A est dérivable à gauche
en x0 et A1gpx0q “ fpx0q.
Ainsi A est dérivable sur ra, bs de dérivée f ; c’est une primitive de f . Puisque A s’annule
en a :

Apxq “

ż x

a

fptqdt

Ainsi
şb

a
fptqdt est égale à Apbq c’est-à-dire à l’aire délimitée par la courbe, l’axe des

abscisses et les deux droites verticales x “ a et x “ b.

‚ Cas où f est positive et continue sur ra, bs.

L’argument procède comme précédemment (et plus généralement).

Soit x0 P ra, br ; dérivabilité à droite de A en x0 :

Soit h ą 0 tel que x0 ` h P ra, bs.
Puisque f est continue sur rx0, x0`hs, elle y est
bornée et atteint ses bornes :

min
rx0,x0`hs

f et max
rx0,x0`hs

f.

Ainsi :

hˆ min
rx0,x0`hs

f ď Apx0`hq´Apx0q ď hˆ max
rx0,x0`hs

f

min
[x0,x0+h]

f

max
[x0,x0+h]

f

x0 x0+h

Or puisque f est continue (à droite) en x0 :
$

&

%

min
rx0,x0`hs

f ÝÑ
hÑ0

fpx0q

max
rx0,x0`hs

f ÝÑ
hÑ0

fpx0q
car

@ε ą 0, Dh ą 0, @x P rx0, x0 ` hs, |fpxq ´ fpx0q| ď ε

ùñ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

min
rx0,x0`hs

f ´ fpx0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε et

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

max
rx0,x0`hs

f ´ fpx0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε

Ainsi, après avoir divisé par h ą 0, d’après le théorème des gendarmes :

lim
hÑ0`

Apx0 ` hq ´ Apx0q

h
“ A1dpx0q “ fpx0q

Le même argument s’applique pour x0 P sa, bs et h ă 0, ce qui montre que A est dérivable
en x0 et A1px0q “ fpx0q.
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Ainsi A est une primitive de f ,

Apxq “

ż x

a

fptqdt

et
şb

a
fptqdt est égale à l’aire délimitée par la courbe, l’axe des abscisses et les deux

droites verticales x “ a et x “ b.

‚ Cas où f est négative et continue sur ra, bs.
Le même argument que précédemment montre
que pour h ą 0 :

´h max
rx0,x0`hs

f ď Apx0 ` hq ´ Apx0q ď ´h min
rx0,x0`hs

f

´ max
rx0,x0`hs

f ď
Apx0 ` hq ´ Apx0q

h
ď ´ min

rx0,x0`hs
f

On obtient finalement :

´Apxq “

ż x

a

fptqdt

max
[x0,x0+h]

f

min
[x0,x0+h]

f

x0 x0+h

et
şb

a
fptqdt est égale à l’opposé de l’aire délimitée par la courbe, l’axe des abscisses et

les deux droites verticales x “ a et x “ b.

‚ Cas d’une fonction continue sur ra, bs.

On suppose en outre que f change de signe un nombre fini de fois sur ra, bs :

Il existe des réels a0 “ a ă a1 ă a2 ă ¨ ¨ ¨ ă an “ b tel que :

@k P rr1, nss, f est de signe constant sur rrak´1, akss

Pour tout k P rr0, n´ 1ss notons :

Ak : rak, ak`1s ÝÑ R`
x0 ÞÝÑ l’aire délimitée par Cf , pOxq, x “ ak et x “ x0

Ak “ Akpak`1q l’aire délimitée par Cf , pOxq, x “ ak et x “ ak`1

et sk “ ˘1 ayant même signe que f sur rak, ak`1s

Avec ce qui précède l’application définie sur ra, bs par @k P rr0, n´ 1ss, @x P rak, ak`1s :

F pxq “

˜

k´1
ÿ

j“0

sj ˆAj

¸

` sk ˆ Akpxq

est dérivable sur rak, ak`1s pour tout k P rr0, n´ 1ss et F 1pxq “ fpxq. De plus pour tout
k P rr1, n ´ 1ss, F est dérivable à droite et à gauche en ak et F 1gpakq “ F 1dpakq “ fpakq.
Ainsi F est dérivable sur ra, bs de dérivée f ; c’est une primitive de f sur ra, bs :

F pxq “

ż x

a

fptqdt

et
şb

a
fptqdt s’obtient en faisant la différence de la somme des aires délimitées par Cf ,

pOxq, x “ a, x “ b au dessus de la courbe et de la somme de celles au-dessous de la
courbe.
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a
−

b+
+

−

Géométriquement,

ż b

a

fptqdt est l’aire algébrique délimitée par Cf , pOxq, et les droites

verticales x “ a et x “ b.

Où ”aire algébrique” signifie que les aires des domaines au-dessus de l’axe des abscisses
sont comptées positivement, et celles en dessous le sont négativement.

1.3. Propriétés.

Soient f et g deux applications continues sur un intervalle I et a, b, c trois réels dans I.

Propriété 3. (Relation de Chasles)
ż c

a

fptqdt “

ż b

a

fptqdt`

ż c

b

fptqdt.

Démonstration. Soit F une primitive de f :
ż b

a

fptqdt`

ż c

b

fptqdt “ F pbq ´ F paq ` F pcq ´ F pbq “ F pcq ´ F paq “

ż c

a

fptqdt.

�

Propriété 4. (Linéarité de l’intégrale)

@pλ, µq P R2,

ż b

a

pλfptq ` µgptqqdt “ λ

ż b

a

fptqdt` µ

ż b

a

gptqdt.

Démonstration. Soient F et G des primitives de f et g. Alors λF ` µG est une
primitive de λf ` µg et donc :

ż b

a

pλfptq ` µgptqqdt “ pλF ` µGqpbq ´ pλF ` µGqpaq

“ λF pbq ` µGpbq ´ pλF paq ` µGpaqq

“ λpF pbq ´ F paqq ` µpGpbq ´Gpaqq

“ λ

ż b

a

fptqdt` µ

ż b

a

gptqdt.

�

Propriété 5. (Positivité)

Si a ď b et si @x P ra, bs, fpxq ě 0, alors :
ż b

a

fptqdt ě 0.
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Démonstration. Une primitive F de f est croissante sur ra, bs et donc
şb

a
fptqdt “

F pbq ´ F paq ě 0. �

Propriété 6. (Croissance)

Si a ď b et si @x P ra, bs, fpxq ď gpxq, alors :
ż b

a

fptqdt ď

ż b

a

gptqdt.

Démonstration. Appliquons la positivité à g´f qui est continue sur ra, bs et positive ;
par linéarité :

ż b

a

pg ´ fqptqdt “

ż b

a

gptqdt´

ż b

a

fptqdt ě 0 ùñ

ż b

a

gptqdt ě

ż b

a

fptqdt.

�

Propriété 7. (Inégalité de la moyenne)

Si a ă b et si il existe pm,Mq P R2 tel que @x P ra, bs,m ď fpxq ďM , alors :

m ď
1

b´ a

ż b

a

fptqdt ďM.

Démonstration. On applique la croissance aux applications x ÞÝÑ m, f et x ÞÝÑM :
ż b

a

mdt ď

ż b

a

fptqdt ď

ż b

a

Mdt ùñ mˆ pb´ aq ď

ż b

a

fptqdt ďM ˆ pb´ aq

ùñ
b´aą0

m ď
1

b´ a

ż b

a

fptqdt ďM

�

Propriété 8. (valeur absolue)
Si a ď b alors :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fptqdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż b

a

|fptq| dt.

Démonstration. Pour tout x P ra, bs : ´|fpxq| ď fpxq ď |fpxq|, donc par croissance
et linéarité :

´

ż b

a

|fptq| dt ď

ż b

a

fptqdt ď

ż b

a

|fptq| dt ùñ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fptqdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż b

a

|fptq| dt.

�

1.4. Théorème de la valeur moyenne.
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Définition 2.
Soit f continue sur ra, bs ; on appelle valeur moyenne de f sur ra, bs, le réel :

1

b´ a
ˆ

ż b

a

fptqdt.

Remarques.

‚ C’est la valeur que devrait prendre une fonction constante pour délimiter entre a et

b un rectangle d’aire
şb

a
fptqdt.

‚ Si f est bornée sur ra, bs, i.e. Dpm,Mq P R2, @x P ra, bs, m ď fpxq ďM alors d’après
l’inégalité de la moyenne :

m ď
1

b´ a
ˆ

ż b

a

fptqdt ďM

La valeur moyenne est comprise entre tout minorant et tout majorant de f .

‚ Puisque f est continue sur ra, bs, elle est bornée et atteint ses bornes :

@t P ra, bs, min fpra, bsq ď fptq ď max fpra, bsq

ùñ min fpra, bsq ď
1

b´ a

ż b

a

fptqdt ď max fpra, bsq

ùñ
1

b´ a

ż b

a

fptqdt P rmin fpra, bsq; max fpra, bsqs “ fpra, bsq

Ainsi la valeur moyenne de f sur ra, bs est atteinte par f sur ra, bs.

‚ Interprétation physique. Un mobile se déplace entre les temps t “ 0 s et t “ T s
avec une vitesse uniformément accélérée : vptq “ g ˆ t m{s. Quelle distance aura-t-il
parcouru ?

Sa vitesse moyenne est :

1

T

ż T

0

g ˆ t ¨ dt “
1

T

„

gt2

2

T

0

“
gT

2

Il aura donc parcouru (en m) :
ż T

0

g ˆ t ¨ dt “
gT 2

2
.

On lâche un mobile d’une hauteur 100m ; au bout de combien de temps touchera-t-il
le sol ?

Le mobile est soumis à une accélération (qu’on peut supposer) uniforme due à la gravité,
et sa vitesse est vptq “ g ˆ t avec g « 9, 8 m{s2. Au moment T du contact avec le sol il
aura parcouru :

gT 2

2
“ 100 ùñ T 2

“
200

g
ùñ
Tě0

T “

c

200

g
« 4.52s

Il lui faudra environ 4 secondes et demi pour atteindre le sol.
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Théorème 9. (Théorème de la valeur moyenne)

Soit f continue sur ra, bs ;

lim
nÑ`8

1

n
ˆ

n´1
ÿ

k“0

f

ˆ

a` k ˆ
b´ a

n

˙

“ lim
nÑ`8

1

n
ˆ

n
ÿ

k“1

f

ˆ

a` k ˆ
b´ a

n

˙

“
1

b´ a
ˆ

ż b

a

fptqdt.

Définition 3.
b´ a

n
ˆ

n´1
ÿ

k“0

f

ˆ

a` k ˆ
b´ a

n

˙

est une somme de riemann de f sur ra, bs avec n points

Remarque. Interprétation géométrique.

La valeur moyenne de f sur ra, bs est la limite de la moyenne des valeurs prises par f
sur une subdivision régulière de ra, bs.

La suite arithmétique finie pakqkPrr0,nss :

@k P rr0, nss, ak “ a` k ˆ
b´ a

n
est une subdivision régulière de ra, bs en n` 1 point (ou en n segments) ; a0 “ a, an “ b
et tous les segments rak, ak`1s ont même longueur b´a

n
.

a bsubdivision régulière

Démonstration. Dans le cas où f est continue et croissante sur ra, bs ; le cas général
sera admis.

a bsubdivision régulière
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On considère la subdivision régulière de ra, bs à n` 1 points :

@i P rr0, nss, xi “ a` k ˆ
b´ a

n
.

Alors pour tout i P
 

0, 1, 2, . . . , n´ 1
(

, xi`1 ´ xi “
b´ a

n
.

Puisque f est croissante, @i P
 

0, 1, 2, . . . , n´ 1
(

:

@t P rxi, xi`1s, fpxiq ď fptq ď fpxi`1q

ùñ

ż xi`1

xi

fpxiqdt ď

ż xi`1

xi

fptqdt ď

ż xi`1

xi

fpxi`1qdt par croissance de

ż

ùñ pxi`1 ´ xiqfpxiq ď

ż xi`1

xi

fptqdt ď pxi`1 ´ xiqfpxi`1q

ùñ
b´ a

n
ˆ fpxiq ď

ż xi`1

xi

fptqdt ď
b´ a

n
ˆ fpxi`1q

En sommant ces inégalités pout tout i P
 

0, 1, 2, . . . , n´ 1
(

:

ùñ
b´ a

n
ˆ

n´1
ÿ

i“0

fpxiq ď
n´1
ÿ

i“0

ż xi`1

xi

fptqdt ď
b´ a

n
ˆ

n´1
ÿ

i“0

fpxi`1q

ùñ
b´ a

n
ˆ

n´1
ÿ

i“0

fpxiq ď

ż xn

x0

fptqdt ď
b´ a

n
ˆ

n´1
ÿ

i“0

fpxi`1q relation de Chasles

ùñ
b´ a

n
ˆ

n´1
ÿ

i“0

fpxiq

looooooooomooooooooon

Sgpnq

ď

ż b

a

fptqdt ď
b´ a

n
ˆ

n´1
ÿ

i“0

fpxi`1q

looooooooooomooooooooooon

Sdpnq

Or :

Sdpnq “
b´ a

n
ˆ

n´1
ÿ

i“0

fpxi`1q

“
b´ a

n
ˆ

n
ÿ

i“1

fpxiq

Sdpnq “
b´ a

n
ˆ

˜

n´1
ÿ

i“0

fpxiq ´ fpaq ` fpbq

¸

Sdpnq “ Sgpnq ` pfpbq ´ fpaqq ˆ
b´ a

n
loooooooooooomoooooooooooon

ÝÑ
nÑ`8

0

Ainsi :

Sgpnq ď

ż b

a

fptqdt ď Sdpnq

ùñ 0 ď

ż b

a

fptqdt´ Sgpnq ď pfpbq ´ fpaqq ˆ
b´ a

n
loooooooooooomoooooooooooon

ÝÑ
nÑ`8

0
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D’après le théorème des gendarmes :

lim
nÑ`8

b´ a

n
ˆ

n´1
ÿ

i“0

fpxiq “ lim
nÑ`8

b´ a

n
ˆ

n´1
ÿ

i“0

fpxi`1q “

ż b

a

fptqdt.

ùñ lim
nÑ`8

b´ a

n
ˆ

n´1
ÿ

i“0

fpxiq “ lim
nÑ`8

b´ a

n
ˆ

n
ÿ

i“1

fpxiq “

ż b

a

fptqdt

ùñ lim
nÑ`8

1

n
ˆ

n´1
ÿ

i“0

fpxiq “ lim
nÑ`8

1

n
ˆ

n
ÿ

i“1

fpxiq “
1

b´ a

ż b

a

fptqdt �

Corollaire 10. Sous les mêmes hypothèses :
ż b

a

fptqdt “ lim
nÑ`8

b´ a

n
ˆ

n´1
ÿ

k“0

f

ˆ

a` k ˆ
b´ a

n

˙

“ lim
nÑ`8

b´ a

n
ˆ

n
ÿ

k“1

f

ˆ

a` k ˆ
b´ a

n

˙

Démonstration. Il suffit de multiplier par pb´ aq. �

Une somme de la forme :

b´ a

n
ˆ

n´1
ÿ

k“0

f

ˆ

a` k ˆ
b´ a

n

˙

ou
b´ a

n
ˆ

n
ÿ

k“1

f

ˆ

a` k ˆ
b´ a

n

˙

s’appelle une somme de Riemann (respectivement à gauche, à droite) pour

ż b

a

fptqdt.

Remarque. Interprétation géométrique.

On découpe le domaine ra, bs sur une subdivision régulière pakqkPrr0,nss en n segments.

Chaque segment rak, ak`1s a pour longueur b´a
n

. Si on somme les aires de tous les
rectangles de base rak, ak`1s et de hauteur :

– fpakq : on obtient la première somme de Riemann :

b´ a

n
ˆ

n´1
ÿ

k“0

f

ˆ

a` k ˆ
b´ a

n

˙

“
b´ a

n
ˆ

n´1
ÿ

k“0

f pakq

– fpak`1q : on obtient la deuxième somme de Riemann :

b´ a

n
ˆ

n
ÿ

k“1

f

ˆ

a` k ˆ
b´ a

n

˙

“
b´ a

n
ˆ

n´1
ÿ

k“0

f pak`1q “
b´ a

n
ˆ

n
ÿ

k“1

f pakq

a bsubdivision régulière a bsubdivision régulière

Remarque. Application : calcul approchée d’une intégrale par la méthode des rectangles.
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def methodeRectangle(f, a, b, n):
”””Calcul approche de l ’ integrale de f entre a et b
renvoie la somme de Riemann (à gauche par ex)
pour n segments . Plus n est grand , meilleure est
l ’approximation .”””
x = a

delta = (b−a)/n
S = 0

for k in range(n):
S = S + f(x)

x = x + delta

return delta ∗ S

On peut montrer que l’erreur commise est un O
`

1
n

˘

.

Remarque. Cas particulier important : lorsque a “ 0 et b “ 1 :

ż 1

0

fptqdt “ lim
nÑ`8

1

n

n´1
ÿ

k“0

f

ˆ

k

n

˙

“ lim
nÑ`8

1

n

n
ÿ

k“1

f

ˆ

k

n

˙

Exercice 2. Calculer lim
nÑ`8

1

n

n´1
ÿ

k“0

k

n
de deux manières.

Résolution. Première méthode :

1

n

n´1
ÿ

k“0

k

n
“

1

n2

n´1
ÿ

k“0

k “
1

n2
ˆ
npn´ 1q

2
“
n´ 1

2n
ÝÑ
nÑ`8

1

2

Deuxième méthode :

lim
nÑ`8

1

n

n´1
ÿ

k“0

k

n
“

ż 1

0

tdt “

„

t2

2

1

0

“
1

2

1.5. Généralisation aux fonctions continues par morceaux.

Définition 4.
Une fonction est continue par morceaux sur ra, bs si elle est continue sauf en un nombre
fini de points en lesquels elle admet des limites à droite et à gauche finies.

Exemples.

a b

‚ La fonction partie entière x ÞÝÑ txu est continue par morceaux sur tout intervalle
ra, bs.

11
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‚ La fonction x ÞÝÑ
1

x
n’est pas continue par morceaux sur ra, bs lorsque a ă 0 ă b car

ses limites à droite et à gauche en 0 sont infinies.

Définition 5.
Soit f une fonction continue par morceaux sur ra, bs et soient x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn ses
points de discontinuité.
Pour tout i P rr0, n´ 1ss on définit l’application φi : rxi, xi`1s ÝÑ R par :

φipxq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

fpxq si xi ă x ă xi`1

lim
xÑx`i

fpxq si x “ xi

lim
xÑx´i`1

fpxq si x “ xi`1

Alors φi est continue sur rxi, xi`1s, et on définit :

ż b

a

fptqdt “
n´1
ÿ

i“0

ż xi`1

xi

φiptqdt .

Un cas particulier important est celui des fonctions en escaliers :

Définition 6.
Une fonction f : ra, bs ÝÑ R est dite en escalier si, avec les mêmes notations, pour tout
i P rr0, n´ 1ss, f est constante sur sxi, xi`1r, égale à Ci.
Dans ce cas :

ż b

a

fptqdt “
n´1
ÿ

i“0

Ci ˆ pxi`1 ´ xiq .

Exemple. La fonction partie entière x ÞÝÑ txu est une fonction en escalier.

ż 4

0

ttudt “ 0ˆ 1` 1ˆ 1` 2ˆ 1` 3ˆ 1

“ 6
ż n

0

ttudt “
n´1
ÿ

k“0

k ˆ 1

“
npn´ 1q

2

y = bxc

0 1 2 3 4
0

1

2

3

12
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2. Calcul intégral

2.1. À l’aide des primitives usuelles.

Table des primitives usuelles à connâıtre :

fpxq Domaine de définition

ż

fptqdt Avec

a R ax a P R

xα D “

$

’

&

’

%

R si α P N
R˚ si α P Z r N
R˚` si α P Rr Z

1

α ` 1
xα`1

α P R

α “ ´1

?
x R`

2

3
x

3
2 “

2

3
x
?
x

1

x
R˚ ln |x|

1

ax` b
Rr

 

´
b

a

( 1

a
ln |ax` b| pa, bq P R˚ ˆ R

lnpxq R˚` x lnpxq ´ x

eax R
1

a
eax a P R˚

ax R
1

lnpaq
ax a P R˚` r t1u

cospax` bq R
1

a
sinpax` bq pa, bq P R˚ ˆ R

sinpax` bq R ´
1

a
cospax` bq pa, bq P R˚ ˆ R

1

cos2pxq
Rr

!π

2
` kπ | k P Z

)

tanpxq

tanpxq Rr
!π

2
` kπ | k P Z

)

´ ln | cospxq|

1

1` x2
R arctanpxq

À utiliser avec les opérations sur les primitives :
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Fonction f ` g λf f 1 ˆ g pf 1 ˝ uq ˆ u1

Primitive

ż

fptqdt`

ż

gptqdt λ

ż

fptqdt f ˆ g ´

ż

f ˆ g1ptqdt f ˝ u

Notamment la dernière, primitive f ˝ u de pf 1 ˝ uq ˆ u1, donne la table, très utile, des
primitives de composées :

Fonction une primitive avec Remarque

u1

u
ln |u|

u1uα
1

α ` 1
uα`1 α P Rr t´1u p˚q

u1

uα
1

p1´ αquα´1
α P Rr t1u Cas particulier de p˚q

u1

u2
´

1

u
Cas particulier de p˚q

u1
?
u

2
?
u Cas particulier de p˚q

u1

u
?
u

´2ˆ
1
?
u

Cas particulier de p˚q

u1eu eu

pcosuq ˆ u1 sinpuq

psinuq ˆ u1 ´ cospuq

u1

1` u2
arctanu

Exemple. Calcul de

ż

1

px´ aqn
dx (avec n P N˚).

La fonction x ÞÝÑ
1

px´ aqn
est définie et continue sur Rr

 

a
(

et a pour primitive :

‚ si n “ 1 : ln |x´ a|

ˆ

appliquer

ż

u1

u
“ ln |u|

˙

‚ si n ě 2 :
1

p1´ nqpx´ aqn´1

ˆ

appliquer

ż

u1

uα
“

1

p1´ αquα´1

˙

Exemple. Méthode : Calcul de

ż

ax` b

x2 ` px` q
dx.

Il y a 3 cas à considérer selon que le trinôme au dénominateur admet 2 racines réelles
distinctes, 1 racine réelle double, ou aucune racine réelle.

14
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‚ Premier cas : si x2 ` px` q admet deux racines réelles distinctes c et d.

x2
` px` q “ px´ cqpx´ dq

On cherche alors 2 réels α et β tel que :

ax` b

x2 ` px` q
“

α

x´ c
`

β

x´ d

par linéarité :
ż

ax` b

x2 ` px` q
dx “

ż

α

x´ c
dx`

ż

β

x´ d
dx “ α ˆ ln |x´ c| ` β ˆ ln |x´ d|.

Exemple : Calculer

ż 4

3

x` 1

x2 ´ 3x` 2
dx :

Le trinôme x2 ´ 3x` 2 a pour racines 1 et 2 ; on cherche α, β tels que :

x` 1

x2 ´ 3x` 2
“

α

x´ 1
`

β

x´ 2
ðñ

x` 1

x2 ´ 3x` 2
“
αpx´ 2q ` βpx´ 1q

px´ 1qpx´ 2q

ðñ
x` 1

x2 ´ 3x` 2
“
pα ` βqx´ 2α ´ β

px´ 1qpx´ 2q
ðñ

"

α ` β “ 1

2α ` β “ ´1
ðñ

"

α “ ´2

β “ 3

ùñ
x` 1

x2 ´ 3x` 2
“

3

x´ 2
´

2

x´ 1
Ainsi :
ż 4

3

x` 1

x2 ´ 3x` 2
dx “ 3ˆ

ż 4

3

dx

x´ 2
´ 2ˆ

ż 4

3

dx

x´ 1
“ 3ˆ

”

ln |x´ 2|
ı4

3
´ 2ˆ

”

ln |x´ 1|
ı4

3

“ 3ˆ pln 2´ ln 1q ´ 2ˆ pln 3´ ln 2q “ 5 ln 2´ 2 ln 3

‚ Deuxième cas : x2 ` px` q admet une racine réelle double c :

x2
` px` q “ px´ cq2

On cherche deux reéls α et β tels que :

ax` b

x2 ` px` q
“

α

x´ c
`

β

px´ cq2

Exemple : Calculer

ż 1

0

x´ 1

x2 ` 2x` 1
dx.

Le trinôme x2 ` 2x` 1 a pour racine double ´1 ; on cherche α et β tel que :

x´ 1

x2 ` 2x` 1
“

α

x` 1
`

β

px` 1q2
ðñ

x´ 1

x2 ` 2x` 1
“
αpx` 1q ` β

px` 1q2

ðñ

"

α “ 1

α ` β “ ´1
ðñ

"

α “ 1

β “ ´2

ùñ
x´ 1

x2 ` 2x` 1
“

1

x` 1
´

2

px` 1q2

15
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Ainsi :
ż 1

0

x´ 1

x2 ` 2x` 1
dx “

ż 1

0

dx

x` 1
´ 2

ż 1

0

dx

px` 1q2

“

”

ln |x` 1|
ı1

0
´ 2ˆ

”

´1

x` 1

ı1

0

“ ln 2´ ln 1´ 2ˆ
´1

2
` 2ˆ

´1

1
“ ln 2´ 1

‚ Troisième cas : x2 ` px` q n’a aucune racine réelle.

Si a “ 0, on commence par faire apparâıtre au numérateur la dérivée 2x ` p du
dénominateur :

ax` b “
a

2
ˆ p2x` pq ` b´

ap

2
puis on applique la linéarité :

ż

ax` b

x2 ` px` q
dx “

a

2
ˆ

ż

2x` p

x2 ` px` q
dx`

´

b´
ap

2

¯

ˆ

ż

1

x2 ` px` q
dx

“
a

2
ˆ ln

`

x2
` px` q

˘

`

´

b´
ap

2

¯

ˆ

ż

1

x2 ` px` q
dx

Pour calculer

ż

1

x2 ` px` q
dx on utilise la forme canonique du trinôme pour se ramener

à
1

1`X2
dont une primitive est arctanX :

1

x2 ` px` q
“

1

px` p
2
q2 ` q ´ p2

4

“
1

px` p
2
q2 ´ ∆

4

“
4

´∆
ˆ

1
´

2?
´∆
ˆ px` p

2
q

¯2

` 1

ùñ

ż

dx

x2 ` px` q
“

4

´∆
ˆ

?
´∆

2
ˆ

ż 2?
´∆

´

2?
´∆
ˆ px` p

2
q

¯2

` 1
dx

looooooooooooooooomooooooooooooooooon

ż

u1

1` u2
“ arctanu

ùñ

ż

dx

x2 ` px` q
“

2
?
´∆

ˆ arctan

ˆ

2
?
´∆

ˆ

´

x`
p

2

¯

˙

Exemple : Calculer

ż 1

0

´3x` 2

x2 ´ x` 1
dx.

Le trinôme au dénominateur a pour discriminant ∆ “ ´3 ă 0.

´3x` 2

x2 ´ x` 1
“
αp2x´ 1q ` β

x2 ´ x` 1
ðñ

"

2α “ ´3

β ´ α “ 2
ðñ

"

α “ ´3
2

β “ 2` α “ 1
2

Ainsi :
ż 1

0

´3x` 2

x2 ´ x` 1
dx “ ´

3

2
ˆ

ż 1

0

2x´ 1

x2 ´ x` 1
dx

looooooooomooooooooon

“

”

lnpx2´x`1q

ı1

0

“0

`
1

2
ˆ

ż 1

0

dx

x2 ´ x` 1
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Or :

1

x2 ´ x` 1
“

1
`

x´ 1
2

˘2
` 3

4

“
4

3
ˆ

1
´

2?
3
ˆ
`

x´ 1
2

˘

¯2

` 1
“

2
?

3
ˆ

2?
3

´

2?
3
ˆ
`

x´ 1
2

˘

¯2

` 1

Ainsi :
ż 1

0

´3x` 2

x2 ´ x` 1
dx “

1

2
ˆ

2
?

3
ˆ

ż 1

0

2?
3

´

2?
3
ˆ
`

x´ 1
2

˘

¯2

` 1
dx

ż 1

0

´3x` 2

x2 ´ x` 1
dx “

1
?

3
ˆ

„

arctan

ˆ

2
?

3
ˆ

ˆ

x´
1

2

˙˙1

0

“
1
?

3
ˆ

ˆ

arctan

ˆ

1
?

3

˙

´ arctan

ˆ

´1
?

3

˙˙

“
2
?

3
ˆ arctan

ˆ

1
?

3

˙

imparité de arctan

“
2
?

3
ˆ
π

6

“
π
?

3

9

2.2. Intégration par partie.

Théorème 11. Si u et v sont deux fonctions de classe C 1 sur un intervalle I, alors
@pa, bq P I2,

ż b

a

u1ptqvptqdt “
”

uˆ v
ıb

a
´

ż b

a

uptqv1ptqdt

Démonstration. Puisque u et v sont de classe C 1, u, v, u1, v1 sont continues et donc
u1v et uv1 admettent des primitives sur I.
Puisque puˆ vq1 “ u1 ˆ v ` uˆ v1, par linéarité

ż

u1 ˆ v “

ż

ppuˆ vq1 ´ uˆ v1q “

ż

puˆ vq1 ´

ż

uˆ v1 “ uˆ v ´

ż

uˆ v1

à une constante additive près. Ainsi :
ż b

a

u1ptqvptqdt “
”

uˆ v
ıb

a
´

ż b

a

uptqv1ptqdt

�

Exemple. Calculer

ż 1

0

arctanptqdt.

On pose :

uptq “ arctanptq u1ptq “
1

1` t2
vptq “ t v1ptq “ 1
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u et v sont de classe C 1 sur R ;
ż 1

0

arctanptqdt “

ż 1

0

uˆ v1ptqdt

“

”

uptq ˆ vptq
ı1

0
´

ż 1

0

u1 ˆ vptqdt

“

”

tˆ arctanptq
ı1

0
´

ż 1

0

t

1` t2
dt

“ arctanp1q ´
1

2
ˆ

”

lnp1` t2q
ı1

0
“

π

4
´

ln 2

2

Exemples. Méthode pour le calcul de :
ż b

a

P ptq cospαtqdt ;

ż b

a

P ptq sinpαtqdt ;

ż b

a

P ptqeαtdt.

où P P RrXs est un pôlynome de degré ě 1.

Principe : Faire des IPPs successives en dérivant à chaque fois le polynôme jusqu’à
ce qu’il ne reste que le terme en cos, sin ou exp à intégrer ; en tout degpP q IPPs sont
nécessaires.

Pour le calcul de
şb

a
P ptqeαtdt on peut aussi directement chercher une primitive sous la

formeQptqeαt oùQ est un polynôme de même degré que P ;Q s’obtient par identification.

Exemples :

‚ Calculer

ż π

0

pt2 ` 1q cosp2tqdt.

On pose :
uptq “ t2 ` 1 u1ptq “ 2t

vptq “
1

2
ˆ sinp2tq v1ptq “ cosp2tq

u et v sont de classe C 1 sur R ;
ż π

0

pt2 ` 1q cosp2tqdt “

„

pt2 ` 1q ˆ sinp2tq

2

π

0
loooooooooooomoooooooooooon

“0

´

ż π

0

tˆ sinp2tqdt
loooooooomoooooooon

IPP

IPP

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

u “ t u1 “ 1
v “ ´1

2
cosp2tq v1 “ sinp2tq

“ ´

ˆ„

´
t

2
ˆ cosp2tq

π

0

`
1

2

ż π

0

cosp2tqdt

˙

“
π

2
´

1

2

„

1

2
ˆ sinp2tq

π

0

“
π

2

‚ Calculer par deux méthodes

ż 1

0

pt2 ` 1q ˆ e´tdt.

Première méthode : 2 IPPs en dérivant le polynôme :
18
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On pose :
uptq “ t2 ` 1 u1ptq “ 2t
vptq “ ´e´t v1ptq “ e´t

u et v sont de classe C 1 sur R ;
ż 1

0

pt2 ` 1q ˆ e´tdt “
”

´ pt2 ` 1q ˆ e´t
ı1

0
` 2

ż 1

0

tˆ e´tdt
looooomooooon

IPP

IPP

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

u “ t u1 “ 1
v “ ´e´t v1 “ e´t

ż 1

0

pt2 ` 1q ˆ e´tdt “ 1´
2

e
` 2

ˆ

”

´ tˆ e´t
ı1

0
`

ż 1

0

e´tdt

˙

“ 1´
2

e
´

2

e
` 2

”

´ e´t
ı1

0

“ 1´
2

e
´

2

e
` 2

ˆ

1´
1

e

˙

“ 3´
6

e

Deuxième méthode : on cherche une primitive sous la forme pax2 ` bx` cq ˆ e´x.

`

pax2
` bx` cq ˆ e´x

˘1
“ p2ax` bq ˆ e´x ´ pax2

` bx` cq ˆ e´x

“ p´ax2
` p2a´ bqx` b´ cq ˆ e´x

“ px2
` 1q ˆ e´x

ðñ
e´x “0

$

&

%

´a “ 1

2a´ b “ 0

b´ c “ 1

ðñ

$

&

%

a “ ´1

b “ ´2

c “ ´3

Ainsi :
ż 1

0

pt2 ` 1q ˆ e´tdt “
”

p´t2 ´ 2t´ 3q ˆ e´t
ı1

0

“ 3´ 6e´1

Exemple. Méthode pour le calcul de :
ż b

a

cospαtqeβtdt ;

ż b

a

sinpαtqeβtdt

Principe : faire 2 IPPs successives et dans le même sens (on dérive chaque fois la
fonction circulaire, ou chaque fois l’exponentielle), pour obtenir une équation dont la
résolution donne l’intégrale.

Exemple ; calculer

ż π

0

et sin tdt.
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I “

ż π

0

et sin tdt “
”

et ˆ sin t
ıπ

0
loooooomoooooon

“0

´

ż π

0

et cos tdt IPP

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

u “ sin t u1 “ cos t
v “ et v1 “ et

“ ´

ˆ

”

et ˆ cos t
ıπ

0
`

ż π

0

et sin tdt

˙

IPP

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

u “ cos t u1 “ ´ sin t
v “ et v1 “ et

“ eπ ` 1´ I

ùñ I “
eπ ` 1

2

2.3. Changement de variable.

2.3.1. Définition.

Théorème 12.
Soit φ une application de classe C 1 sur ra, bs et f continue un intervalle I contenant
φpra, bsq. Alors :

ż b

a

fpφpxqq ˆ φ1pxqdx “

ż φpbq

φpaq

fptqdt

On dit qu’on a effectué le changement de variable t “ φpxq.

Démonstration. Soit F une primitive de f sur I.
ż b

a

fpφpxqq ˆ φ1pxqdx “

ż b

a

F pφpxqq1dx

“

”

F pφpxqq
ıb

a

“ F pφpbqq ´ F pφpaqq

“

ż φpbq

φpaq

fptqdt

�

Remarque. Le théorème peut s’utiliser de deux manières pour calculer

ż b

a

gptqdt :

– De droite à gauche ; mais il faut alors déterminer α, β P I tels que a “ φpαq et
b “ φpβq.

Exemple. Calculer

ż 1

0

?
1´ t2dt à l’aide du changement de variable t “ sinpxq “ φpxq.

L’application φ et de classe C 1 :

dt

dx
“ φ1pxq “ cospxq ùñ dt “ cospxqdx

De plus φp0q “ 0 et φpπ
2
q “ 1. Ainsi :

ż 1

0

?
1´ t2dt “

ż π
2

0

b

1´ sin2pxq ˆ cospxqdx
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“

ż π
2

0

a

cos2pxq ˆ cospxqdx

“

ż π
2

0

| cospxq| ˆ cospxqdx

“

ż π
2

0

cos2
pxqdx

“

ż π
2

0

1` cosp2xq

2
dx car cosp2xq “ 2 cos2

pxq ´ 1

“

„

x

2
`

sinp2xq

4


π
2

0

“
π

4

– De gauche à droite : mais il faut transformer l’expression pour faire apparâıtre un
produit de φ1pxq et d’une composée de φpxq.

Exemple. Calculer

ż π
2

0

sin3pxq

1` cos2pxq
dx.

I “

ż π
2

0

sin3pxq

1` cos2pxq
dx “

ż π
2

0

sinpxq ˆ p1´ cos2pxqq

1` cos2pxq
dx

En posant t “ φpxq “ cospxq, on a φ1pxq “ ´ sinpxq ; avec fpuq “
u2 ´ 1

u2 ` 1
, on a :

I “

ż π
2

0

sinpxq ˆ p1´ cos2pxqq

1` cos2pxq
dx “

ż π
2

0

fpφpxqq ˆ φ1pxqdx

“

ż φpπ
2
q

φp0q

fptqdt

“

ż 0

1

t2 ´ 1

t2 ` 1
dt

“ ´

ż 1

0

ˆ

1´
2

t2 ` 1

˙

dt

“

”

2 arctanptq ´ t
ı1

0
“

π

2
´ 1

Remarque. Lorsque φ est injective, elle réalise une bijection de ra, bs sur φpra, bsq ; le
théorème devient :

ż β

α

fptqdt “

ż φ´1pβq

φ´1pαq

fpφpxqq ˆ φ1pxqdx

et le changement de variable t “ φpxq est équivalent au changement x “ φ´1ptq.
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2.3.2. Application aux intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques.

Corollaire 13. Si f est continue sur I et T -périodique, alors @pa, bq P I2, @n P Z :
ż b`nT

a`nT

fptqdt “

ż b

a

fptqdt

si I “ R :

ż a`T

a

fptqdt “

ż T

0

fptqdt

Démonstration. Pour la première, on effectue le changement de variable t “ x` nT ;
dt “ dx :

ż b`nT

a`nT

fptqdt “

ż b

a

fpx` nT q
loooomoooon

“fpxq

dx “

ż b

a

fpxqdx

Pour la seconde à l’aide du changement de variable t “ x` T ; dt “ dx :
ż a`T

T

fptqdt “

ż a

0

fpx` T qdx “

ż a

0

fpxqdx

et donc :
ż a`T

a

fptqdt “

ż T

a

fptqdt`

ż a`T

T

fptqdt “

ż T

a

fptqdt`

ż a

0

fptqdt “

ż T

0

fptqdt �

Corollaire 14. Soit a ą 0 ;

– si f est paire et continue sur r´a, as alors :

ż a

´a

fptqdt “ 2ˆ

ż a

0

fptqdt ;

– si f est impaire et continue sur r´a, as alors :

ż a

´a

fptqdt “ 0 ;

Démonstration. Soit f paire ou impaire ; Dε “ ˘1, @x P r´a, as, fp´xq “ εˆ fpxq.
ż a

´a

fptqdt “

ż 0

´a

fptqdt
loooomoooon

t“´x
dt“´dx

`

ż a

0

fptqdt

“ ´

ż 0

a

fp´xqdx`

ż a

0

fptqdt

“

ż a

0

εˆ fpxqdx`

ż a

0

fptqdt

“

"

2ˆ
şa

0
fptqdt si ε “ 1

0 si ε “ ´1

�

2.3.3. Application : calcul de

ż b

a

cosnpxq sinppxqdx pour pn, pq P N2.

Méthode :

Premier cas. Lorsque l’une au moins des 2 puissances est impaire : on effectue l’un des
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changements de variables :

t “ cospxq si l’exposant de sin est impair
t “ sinpxq si l’exposant de cos est impair

Deuxième cas : Les deux puissances sont paires : il faut linéariser le produit.

Exemples.

‚ Calcul de

ż π
2

0

sin3
pxqdx.

Changement de variable t “ φpxq “ cosx ; dt “ ´ sinxdx :
ż π

2

0

sin3
pxqdx “

ż π
2

0

sin2
pxq sinpxqdx

“

ż π
2

0

pcos2
pxq ´ 1q ˆ p´ sinpxqqdx

“

ż 0

1

pt2 ´ 1qdt

“

ż 1

0

p1´ t2qdt

“

„

t´
t3

3

1

0

“
2

3

‚ Calcul de

ż π

0

cos4 xdx.

On linéarise cos4pxq :

cos4
pxq “

ˆ

eix ` e´ix

2

˙4

“
1

16

`

ei4x ` 4ei2x ` 6ei0 ` 4e´i2x ` e´i4x
˘

“
1

16

`

ei4x ` e´i4x ` 4pei2x ` e´i2xq ` 6
˘

“
1

8
pcosp4xq ` 4 cosp2xq ` 12q

“
cos 4x

8
`

cos 2x

2
`

3

2
Ainsi :

ż π

0

cos4 dx “
1

8

„

sin 4x

4

π

0

`
1

2

„

sin 2x

2

π

0

`
3

2

”

x
ıπ

0
“

3π

2

‚ Calcul de

ż π

0

sin3 x cos2 xdx.

On effectue le changement de variable t “ cosx ; dt “ ´ sinxdx :
ż π

0

sin3 x cos2 xdx “

ż π

0

´ sin2 x cos2 xˆ p´ sinxqdx
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“

ż π

0

pcos2 x´ 1q cos2 xˆ p´ sinxqdx

“

ż ´1

1

pt2 ´ 1qt2dt

“

ż 1

´1

p1´ t2qt2dt

“

ż 1

´1

pt2 ´ t4qdt

“

„

t3

3
´
t5

5

1

´1

“ 2ˆ
1

3
´ 2ˆ

1

5
“

4

15
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