Chapitre 4
Fonctions réelles usuelles

http://www.i2m.univ-amu.fr/perso/jean-philippe.preaux/

Nous revoyons dans ce chapitre les fonctions réelles usuelles : la plupart ont deja été
étudiées au Lycée, mais nous étudions aussi quelques nouvelles fonctions.

La plupart des résultats seront admis pour I'instant. Leur démonstration est repoussée
a des chapitres ultérieurs au second semestre, une fois définis rigoureusement les limites
de fonctions, la continuité et la dérivabilité.

1. ETUDE DE FONCTION

ridiard

Le plan est muni d’un repere orthonormé (O, i, j ).

1.1. Ensemble de définition.

Définition 1.
e Une fonction réelle a valeur réelle, ou plus simplement fonction consiste en la donnée
pour chaque réel x d’au plus un réel noté f(x) et appelé image de x par f.

o L’ensemble des réels x ayant une image f(x) par [ est le domaine de définition de f
ou ensemble de définition de f ; il est noté :

Dy = {m eR | f(x) em’ste}

Exemple.

Une fonction est souvent donnée par une expression réelle de x obtenue a 'aide des
opérations algébriques, et éventuellement d’autres fonctions.
— Par exemple :
r+1
r)=—-—

/(@) 22 —3r+2
définit la fonction f aussi notée x — f(x). Le réel f(x) est défini pour tout réel x
pour lequel cette expression est licite, c’est a dire exactement lorsque 2% — 3z + 2 + 0,
c’est a dire lorsque x £ 1 et 2 :

P =R~ {1, 2}.
— La fonction tan est définie par tan(x) = (S:g;(é)) ; elle est définie exactement lorsque

cos(z) £ 0, c’est a dire x # § [7].

T T T
wemn (§oog) =] Foon o]
7 ~ 2—|—7r I{UZ 2+7T2+7T

Méthode. Lors d’une étude de fonction, la premiere chose a faire est de déterminer
son ensemble de définition !

Exercice 1. Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes :

f:x cotan(z) = cos(z) : 3 tan (1> : h:zx 1
' sin(z) g z) Va? + 3z + 2
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1.2. Courbe représentative ; image directe.

Remarque. Courbe représentative de f; %y se lit sur 'axe des abscisses, et f(Zy) sur
I’axe des ordonnées.
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1.3. Parité, imparité.
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Exemples.

x— 2*, x>z, 1 — —, cos, sont quatres fonctions paires.
T

1 1
T 20, T — —, x> —, sin, sont quatres fonctions impaires.
x T

Remarque. Lors de I’étude d’une fonction paire ou impaire, on peut restreindre le
domaine d’étude a 2y n R,. La courbe représentative de la fonction sur %y se déduit
de celle sur Z; n R, par symétrie, a I'aide du résultat suivant :

Propriété 1.
o Si f est paire, €5 est symétrique par rapport a l'axe des ordonnées.
o Si f est impaire, €y est symétrique par rapport a l'origine.

Démonstration. La symétrie d’axe la droite x = 0 envoie le point de coordonnées
(x,y) sur celui de coordonnées (—z,y). Ainsi si M € €y, M(z, f(x)) est envoyé sur le
point de coordonnées (—z, f(z)) = (—z, f(—z)) puisque f est paire, c’est a dire sur un
point de ¢7.
La symétrie de centre O envoie le point de coordonnées (x,y) sur celui de coordonnées
(—z,—y). Ainsi si M e €;, M(z, f(x)) est envoyé sur le point de coordonnées
(—z,—f(z)) = (==, f(—x)) puisque f est impaire, c’est a dire sur un point de €.

|

Remarque.
e Courbe représentative d'une fonction paire :

e Courbe représentative d’une fonction impaire :

(&)

(r)

1.4. Périodicité.

Définition 5.

Une fonction f est périodique de période T (ou T-périodique) si pour tout x € R :
€Yy — v+TeYy, et

~fl@+T) = flo).
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Exemples.

e cos et sin sont des fonction 27-périodiques puisque définies sur R et cos(x + 27) =
cos(z), sin(z + 2m) = sin(z)..

e tan est m-périodique. En effet :

T € Diay — x;ég[ﬂ] — x—l—wgég[w] — 4+ 7€ Dian.

et :
_sin(z+7)  —sin(z)  —sin(z) an(x
tan(z + ) = cos(v +m) —cos(z) —cos(w) tan(z)

Remarque.

e Dans I'étude d’une fonction T-périodique, on peut réduire ’étude sur un ensemble de
la forme Z; N [0,T] ou Zf N [a,a + T pour a € R quelconque.

e Dans ’étude d'une fonction T-périodique et paire/impaire, on peut réduire I’étude
sur un ensemble de la forme Z; N [0,7/2].

La courbe représentative de f s’obtient alors grace au résultat :

Propriété 2.
Si f est T-périodique, la courbe de x est invariante par translation de vecteur T - 7.

Autrement dit : -
M () =1 = 2 (7 ) =

Remarque.
e Courbe représentative d’une fonction périodique :

AW w WAL
VAR VARV,

T

Méthode. Dans I’étude d’une fonction, la deuxieme chose a faire, est la réduction du
domaine d’étude (parité, imparité, périodicité) si possible.

1.5. Opérations algébriques sur les fonctions.

Définition 6.
Soient f et g deux fonctions; on définit :

frgiz— fl@)+g(@) ;5 fxgio— fl@)xgle) ; ~:iz— ==

pour tout réel \ :

A rx— A x f(x).

ffre— [f=@)]"

pour tout n € Z :

Remarque.
— Af a pour ensemble de définition Z;.
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— f+get fxgont pour ensemble de définition Iy N .

- § a pour ensemble de définition :

D =P n{xe P, | g(x)+0}.
— f™ a pour ensemble de définition :

iz sineN
{zeP| flx)+£0} sineZ*

Exemple. tan = P st définie sur R ~ {reR | cos(z) =0} =R~ (5 +7Z).
cos

Une opération tres utile est la composition de fonctions :

Définition 7. Soient f et g deux fonctions; la composée de f suivie de g, notée g o f

est la fonction :
gofiz— g(f(z))

Propriété 3.

e La somme f+ g de deuz fonctions paires (resp. impaires, resp. T-périodique) est paire
(resp. impaire, resp. T-périodique).

e Le produit f X g ou quotient 5 de deux fonctions paires (resp. impaires, resp. T-
périodiques) est paire (resp paire, resp. T-périodique).

e Le produit f x g ou quotient % de deux fonctions, l'une paire, l’autre impaire, est
impaire.

e La composée go f de deux fonctions impaires est impaire.

o Si f est paire (resp. T-périodique) alors g o f est paire (resp. T périodique).

Démonstration. Elles s'obtiennent directement par le calcul. En guise d’exemple mon-
trons la cas d’'une composition g o f.

e Si f et g sont impaires. Soit © € Py ; alors f(x) et go f(x
par imparité de f et g : f(—z) = —f(z) et go f(— ):9(
go f(=x) = g(f(=x)) = g(=f(z)) = —g(f(x))

Donc g o f est impaire.

) = g(f(x)) sont définis;
f(z)) sont définis et :

—go f(x)

e Si f est paire. Soit © € Py ; alors f(x) et go f(x) = g(f(x)) sont définis; par parité
de f: f(—z) = f(x) et go f(—z) = g(f(x)) sont définis et :

go f(=z) = g(f(==x)) = g(f(z)) = go f(z)
Donc g o f est paire.

e Si f est T-périodique. Soit x € Pyor; alors f(x) et go f(z) = g(f(x)) sont définis;

par T-périodicité de f : f(x +T) = f(x) et go f(x +T) = g(f(x)) sont définis et :
goflx+T)=g(flx+T)) =g(f(x)) =go flz)

Donc g o f est T-périodique. |

Exemples.
e La fonction 2 — sin(z) x tan(x) est définie sur R \ T + 7Z; elle est paire et 27-
périodique.
e La fonction z — —sin(z) est la composée de x — sin(z) suivie de x —> —x; elle

6
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est définie sur R ; elle est paire et 2m-périodique.

e La fonction x — /cos(x) est la composée de x — cos(x) suivie de  —> 4/ ; elles
est définie sur (J,.,, [—% + 2km; 5 + 2k7r] ; elle est paire et 27-périodique.

1.6. Continuité.

Remarque. Interprétation géométrique.

Informellement, f est continue sur I s’interprete graphiquement par : ”la courbe repré-
sentative de f au-dessus de I peut étre tracé continument, c’est-a-dire sans lever le
stylo.”

P A~/
WV VAL

Continue Discontinue en x

Les résultat suivants seront démontrés dans des chapitres ultérieurs :
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Démonstration. Voir Chapitre ”Continuité”.

Des résultats tres importants pour les fonctions continues sont les suivants :

Théoreme 5. Théoréme des valeurs intermédiaires

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b]; pour y € R compris entre f(a) et
f(b), il existe x € [a,b] tel que f(x) =y.

Démonstration. Voir Chapitre ”Continuité”.

Le théoreme suivant sera démontré partiellement dans le Chapitre ”Intégration”.

Théoréme 6.

Si f est une fonction continue sur un intervalle I, alors f admet une primitive sur I,
c’est a dire qu’il existe une fonction F' définie sur I telle que F' = f.

Elle en admet méme une infinité qui different d’une constante additive, i.e. si Fy et Fy
sont deux primitives de f, F| = Fy = f , alorsdce R, F} = F;, + c.

1.7. Dérivabilité.

Définition 9.

Soit f une fonction définie sur un intervalle I (i.e. I < D).
e On dit que f est dérivable en xog€ I si :

f(@) — f(zo)
T — X
e On dit que f est dérivable sur I si f est dérivable en tout xqy € I.

e On dit que f est dérivable si Dy est un intervalle ou une réunion d’intervalle et si f
est dérivable en tout xg € Ys.

a une limite finie lorsque x — xy.

Les résultat suivants seront démontrés dans le Chapitre ”Dérivabilité” :

Propriété 7. Sur tout intervalle I ou elles sont définies, somme, produit, quotient,
puissance et composées de fonctions dérivables sont dérivables.

Propriété 8. Si f est dérivable sur I alors f est continue sur I.

Remarque. Interprétation géométrique de la dérivabilité.

La fonction f est dérivable en xy € %y si et seulement si sa courbe représentative admet
au point My de coordonnées (xg, f(x¢) une droite tangente non verticale.
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Le nombre dérivé f'(xzo) est la pente de la droite tangente a € en My(xo, f(x0)).
L’équation de cette tangente est :

y = f(xo) + f'(wo)(z — o) |

1.8. Monotonie.

On considere une fonction f définie sur un intervalle I.

Définition 10.

— [ est croissante sur I si :V(z,y) e I*, x <y = f(x) < f(y).

— [ est strictement croissante sur I si :¥(z,y) e I?, x <y = f(z) < f(y).

~ f est décroissante sur I si :V(z,y) e I*, x <y = f(y) < f(z).

— f est strictement décroissante sur I si :V(z,y) e I*, x <y = f(y) < f(2).

— f est (respectivement strictement) monotone sur I si f est (respectivement stricte-
ment) croissante ou décroissante.

Remarques.

— Trivialement toute fonction strictement croissante (respectivement décroissante) est
croissante (respectivement décroissante).

— Une fonction est constante si et seulement si elle est a la fois croissante et décroissante.

Exemple. La fonction partie entiere 2z — |x| est croissante et non strictement crois-
sante sur R.

La propriété suivante a été établie sur la fiche de TD 1 :

Propriété 9.

Les trois assertions suivantes sont équivalentes :
— f est strictement croissante sur I.

—V(it,y) € 127 rT<Yy <= f(a:) < f(y)
Vy e’ <y <= f@)<fly):

Evidemment on a aussi le résultat analogue pour les fonctions strictement décroissantes :

Propriété 10.

Les trois assertions suivantes sont équivalentes :
— f est strictement décroissante sur I.

~V(z,y) e’ z <y <= f(zx)> f(y).
V(@ el z<y = f(z) = f(y).

C’est ce qui permet de composer les deux membres d'une inégalité par une fonction
strictement monotone pour obtenir une inégalité équivalente; on conserve le sens de
I'inégalité en cas de stricte croissance, on l'inverse en cas de stricte décroissance.

Exercice 4. Résoudre dans R I'inéquation suivante :
sin(cos(x)) < sin(sin(z))
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1.9. Monotonie et signe de la dérivée.

Démonstration. Voir Chapitre "Dérivabilité”.

Remarque. Attention lorsque I n’est pas un intervalle, ces propriétés sont fausses.
Exemple. Soit :

1T — = .

fra— || -1 six<0
est dérivable sur R* et Vo € R*) f'(z) = 0, pourtant f n’est pas constante sur R* (elle
I'est sur R% et sur R*.)

x {1 six >0

Concernant la stricte monotonie on n’a pas une telle caractérisation, seulement un
résultat plus faible :

Démonstration. Voir Chapitre "Dérivabilité”.

On peut en déduire :
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. : 1 . .
Exercice 5. Montrer que la fonction x —— — est strictement décroissante sur R* , sur
T

R* mais pas sur R*.

En présence de plusieurs points isolés ou soit la fonction n’est pas dérivable, soit le
nombre dérivé n’est pas strictement positif, on applique le Lemme de recollement :

Propriété 14. Lemme de recollement
Soient a < b < ¢ 3 réels;
si f est strictement croissante sur [a,b] ainsi que sur [b, c]

alors [ est strictement croissante sur [a,c].

Démonstration. Soient x € [a, c] et y € [a, c] tels que x < y. On consideére 3 cas :
— Siz,y € [a,b]; puisque f est strictement croissante sur [a,b], f(z) < f(y).
—Siz,y € [b,c|; puisque f est strictement croissante sur [b, ¢, f(z) < f(y).

— Si x € [a,b] et y €]b,c], alors puisque f est strictement croissante sur [a,b] et sur

[b,c] :
x b
M) = s <sw

Ainsi x <y = f(x) < f(y) : f est strictement croissante sur [a, c]. |

Remarque. Le résultat reste vrai, par le méme argument si 'on change |a, b] en ]a, b]
ou en | — 0,b] ou si 'on change [b, c] en [b,c[ ou [b, +oo[. On pourra l'appliquer dans
ces cas aussi.

Par contre il devient faux si I'on change le sens du crochet en b : [a, b] en [a,b[ ou [b, ]

en |b, c|.
Exemple : x — 9—16 avec b = 0.

1.10. Bijections.

Définition 11.
Soit I un intervalle avec I < Py ; on dit que f réalise une bijection de I sur f(I) si :

Vye f(I),Nzel f(z) =y

c’est a dire si tout élément de f(I) est l'image d’une unique élément de I, ou encore si
tout élément de f(I) admet un unique antécédent dans I.

Dans ce cas on peut définir une bijection réciproque sur f(I) :

11



BCPST1 Fonctions réelles usuelles Lycée Fénelon

Proposition-Définition 12.
Si f réalise une bijection de I sur f(I), alors il existe une fonction notée f~' définie
sur f(I) par : Yy e f(I),

fTlly) =2 = flx) =y

De plus f~ réalise une bijection de f(I) sur I et :
Veel, f7(f() ==
vye f(I), f(f7' () =y

et sa bijection réciproque est f :

()" =1

Démonstration. Soit y € f(I). Par définition 3z € I, f(x) = y et puisque f réalise une
bijection de I sur f(I), ce réel x est unique. Ainsi en posant f~!(y) égal & cet unique
antécédent x, on définit une fonction f~1 sur f(I) qui vérifie :

Vye f(I). [ (y) =v = flz) =y
Alors par construction son image directe est f~'(Z;-1) = f~1(f(I)) = I et soient
ye f(I), avec y = f(x) :
fTlly) =2 = fH(f@) =2
fl@)=y = f(f7' W)=y
En particulier pour tout x € I,
Tl =2 = [ ) = fla) = y=f(z)

ainsi il existe un unique y € f(I) tel que f~'(y) = z, autrement dit f~! réalise une

bijection de f(I) sur I. Ainsi elle admet une bijection réciproque (f~1)~" définie sur I,
et puisque :

Vye f(I), [ y) =2 = f(z) =y
et Vye f(1), /() =z = (f7) (&) =y
sa bijection réciproque est : (f_l)f1 = f. |

Propriété 15.
Les courbes représentatives de f et f=1 sont symétriques l'une de l’autre par la symétrie
d’aze la droite y = x.

Démonstration. Le couple (z,y) est dans le graphe de f si et seulement siy = f(x) ssi
x = [~(y) ssi (y, x) est dans le graphe de f~!. Or la transformation qui envoie le point
de coordonnées (x,y) sur (y, x) est la symétrie d’axe y = x. Les courbes représentatives
de f et f~! sont donc symétriques par la symétrie d ’axe y = =. ]

Le résultat suivant est tres utile pour établir qu’une fonction est bijective et que sa
bijection réciproque est continue et strictement monotone. On ’admettra pour I'instant.

Théoreme 16. Théoréme de la bijection

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I ; alors f
réalise une bijection de I sur f(I), et sa bijection réciproque [~ est continue sur f(I).
De plus elle f~' a méme monotonie que f.

12
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1.11. Fonction majorée, minorée, bornée.

Définition 13.

Soient I un intervalle avec I < Py et soit :
fI)={f(z) |zel} R

e On dit que [ est minorée sur I, si le sous-ensemble f(I) est minoré, c’est a dire si :
dmeR, Vxel, f(z)=m

Dans ce cas, le réel m est appelé minorant de f sur I.

e On dit que [ est majorée sur I, si le sous-ensemble f(I) est majoré, c’est a dire si :
IMeR, Vzel, f(z) <M
Dans ce cas, le réel M est appelé majorant de f sur I.

Exemple. La fonction x — z? est minorée (0 est un minorant) ; la fonction x — —z?

est majorée.

Remarque. De fagon analogue, on définit, lorsqu’il existent, les borne supérieure, borne
inférieure, maximum minimum, d’une fonction f sur [ par :

sup f = sup f(I) 5 inf(f) = inf f(1)
rnlaxf:rnaxf(f) ; Hl]ln(f) = min f(I)

Définition 14.

Sous les mémes hypothéses, une fonction f est bornée sur I si elle est a la fois majorée
et minorée, c’est a dire si :

Im,M)eR? Vxel m< flzr) <M

On a la caractérisation suivante :

Propriété 17. Une fonction f est bornée sur I si et seulement si il existe A € R tel
que :
Voel, |f(z)] < A

Démonstration. On applique la caractérisation analogue des parties bornées de R : f
est bornée sur I ssi f(I) est une partie bornée de R,

< JAeR, Vye f(I),lyl <
<

A
«— JAeR Vzel |f(x)|<A

13
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2. FONCTIONS USUELLES

2.1. Fonctions linéaires. C’est toute fonction de la forme :

T—>a X avec a € R

Elle est définie et dérivable sur R, de nombre dérivée a en tout point.

Sa courbe représentative est la droite de pente a passant par l'origine.

y=
. 0
1
De plus a = tan 6. Ses limites aux bornes sont :
+oo sia>0
lim ax =< Foo sia<0
xr—+00 .

0 sia=0

2.2. Fonctions affines. C’est toute fonction de la forme :

r—axzx+b avec (a,b) € R?

Elle est définie et dérivable sur R, de nombre dérivée a en tout point.

Sa courbe représentative est la droite de pente a et d’ordonnée a 'origine b.

De plus a = tan 6. Ses limites aux bornes sont :

+oo sia>0
lim ax +b=< Foo sia<0
r——+00 .

b sia=0

2.3. Fonction carrée. La fonction carrée :

CE'-’CE'Q

est définie sur R et paire. Elle est dérivable, de dérivée x — 2x. Sa courbe représentative

est une parabole dirigée selon 'axe (O, 7)
14
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Ses limites aux bornes sont :

lim =z
r—+00

= +00

2.4. Fonction racine carrée. La fonction carrée réalise une bijection de R, sur R,
dont la bijection réciproque est la fonction racine carrée :

V=0

(Vz)’ =2

x— +Jx  définie sur R, par {

Elle est dérivable sur RY ; sa courbe représentative est un arc de parabole dirigé selon
Paxe (O, 7 ) qui admet en Porigine une tangente verticale; en effet :
Ve—+/0 1

——>+OO

z—0 NG

Sa limite en +o0 est :

lim /2 = 4+

Tr—+00

2.5. Fonctions puissances entieres. Ce sont toutes les fonctions de la forme :

rz— " avecn€Z

Une fonction puissance entiere est définie sur :
R sin=0
R* sin<0
15
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elle est dérivable sur son domaine de définition, de dérivée :
rr——na" ! sin£0
{x — 0 sin=20
et elle a pour parité :
paire si n est pair
{impaire si n est impair

n

x si n est pair

" sin est impair’

—T

En effet (—z)" = (—1)" x 2" — {

e Courbes représentatives et limites en +oo :

— Lorsque n = 0 et n est pair :

— y=af
— y=g2
—_— Yy 994
— y=2b

N

-1 1

: n +o0 sin>0
lim z" = )
z—+00 1 sin=20

— Lorsque n = 0 et n est impair :

_ e =

lim 2" =4+
r—+00

— Lorsque n < 0 et n est impair :
16
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SIS
I
Hm‘,_.bzw‘,_.& [=

— Lorsque n < 0 et n est pair :

e e
I
a@"“i"“%"“

I
—
N R

lim 2" = 0%
r—+00

2.6. Fonctions polyndomes. Ce sont les fonctions de la forme :

n
fiz—ag+az+ax®+aszd+ - +a,z" = Zakazk avec (ag,ay, ..., a,) € R™™!
k=0

C’est la somme des monomes a;z* de degrés allant de 0 & n. Lorsque a,, &+ 0 on dit

que le polynome a pour degré n.

Toute fonction polynome de degré n > 0 est définie et dérivable sur R et sa dérivée

est un polynome de degré n — 1.

n
f'(x) = ay + 2a7 + -+ + na,a" = Z kayaz"!
k=1

Ses limites en +00 sont égales a celles de son mondme de plus haut degré.

17
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2.7. Fonction valeur absolue.

Définition 15.

T =
|x|:\/;:{x stx =0

—x  stnon

La fonction valeur absolue est définie et continue sur R, elle est dérivable sur R*, et
paire.

y = ||

Ses limites aux bornes sont :

2.8. Fonction partie entiere.

x— |x| c’est le plus grand entier < x

La fonction partie entiere est définie sur R et continue sur R \ Z. En ses points de
discontinuité :

VneZ, lim|z]=n—1 ; lim || =n
z—n~" z—nt
Sa courbe représentative est en escalier :
1 —
1 oy=lz| e——
1 —
f } } } } 1 } } }
R
— 1
— 1
et ses limites aux bornes sont :
lim |z] = +o0 ; lim |z| = —o0
T—+00 r——00

18
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2.9. Fonctions circulaires.

2.9.1. Fonctions cos et sin.
Les fonctions cos et sin sont définies et dérivables sur R, et 27-périodique.
cos’ = —sin : sin’ = cos
Elles ont pour image directe l'intervalle cos(R) = sin(R) = [—1,1]; cos est paire, sin
est impaire.
Leurs courbes représentative sont des sinusoides s’obtenant I'une de 'autre par la
—

translation de vecteur % -

/-\y: cos(x)
AN
2

EaN

]
<
[\

’_\ y = sin(z)

37

- —TT —

N
3

Les fonctions sin et cos n’ont pas de limite en +00. On a par contre les limites usuelles
suivantes

i 1- 1
lim sin(z) _q ; lim cos(x) 1
x—0 €T x—0 $2 2
(la lere est établie dans le TD2, la 2éme s’obtient en multipliant par ﬂzgzgg)

2.9.2. Fonction tan.
La fonction tan est définie et dérivable sur :

70 7 T
an:R <_ Z): ]_— ]{77— k [
D; ~ 2+7r g 2+ 7r2+ T

sa dérivée est :

tan’ = 1 + tan? = —
cos
La fonction tan est impaire et m-périodique; l'intervalle ]—7—;, g[ a pour image directe

tan(]—Z,2[) = R.

202
Sa courbe représentative admet pour asymptotes verticales toutes les droites z = 7 +km
lorsque k décrit Z.

y = tan(x)

|
\
\
\
\
\
\
\
\
\
|
:

\
\
\
\
\
\
\
\
\
|
3

i
2 ?
!

!

!

!

!

!

!
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tan n’a pas de limite en +00 mais :

lim tan(z) = +o0 ; lim tan(z) = —o0
T—>5 z—>—3*

2.10. Fonction arctan.

D’apres le théoreme de la bijection, la fonction tan réalise une bijection de ]—g, g[
vers R. Sa bijection réciproque est noté arctan.

La fonction arctan est la bijection réciproque de tan restreinte a l'intervalle ]—%, E[.
Elle est définie et dérivable sur R, d’image directe arctan(R) = ]—g, %[ Sa dérivée
est :
1
arctan’(x) =
(z) 14 2?2

Démonstration. Le seul point a démontrer est la dérivabilté et dérivée. Ellle sera
établie au chapitre ”Dérivation”. |

Propriété 18. La fonction arctan est impaire.

Démonstration. Soit y € R; puisque tan réalise une bijection de ]—g, g[ sur R, il

2, Z| tel que tan(z) = y. La fonction tan étant impaire :

existe un unique réel z € | -2, 2
tan(—x) = — tan(z)
et donc :
arctan(y) = ; arctan(—y) = —x

Ainsi arctan est impaire. |

e La courbe représentative de arctan s’obtient de celle de tan restreinte a ]—%, g[ par
la symétrie d’axe y = x :

En particulier elle admet deux asymptotes horizontales d’équations x = £7 et :
I tan(z) = = ;i tan(z) = — =
Jim _arctan(z) = o ; Jim_arctan(z) = —o
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2.11. Fonction logarithme néperien In.

1
Définition 16. In est ['unique primitive sur R% de x —— — wvalant 0 en 1 :
x

1
* / _ _ ‘
Vr e R+7 In (37) o ce qui équivaut a Vx € Ri, hl(x) = J
In(1) =0

1
—dt.
1t

En particulier elle est définie sur R* et dérivable de dérivée la fonction inverse  — %

Propriété 19.
Pour tout a >0 etb >0 :

Démonstration. Démontrons d’abord la premiere : soit a > 0 et f(z) = In(ax). Cette
fonction f est dérivable comme composée d’'une fonction linéaire par In et en appliquant

’

In(u) =%
Fla)—ax — -2

ar x
Ainsi f et In sont deux primitives de la fonction inverse : x — i Elles different donc
d’une constante additive, i.e. :

dce R, Yz e R}, In(ax) = In(z) + ¢
Or en prenant x = 1 :
In(a) =ln(a x1) =In(l) + c=c = ¢ =1n(a)
Ainsi, pour tout a et z dans R*, In(ax) = In(a) + In(x). Cela montre la premiere
propriété.

Montrons la troisieme; on a :

In <é> +1In(a) = In (g) —In(1)=0 — In G) — —In(a).

On en déduit alors la seconde :
1 1
In (g) =Inlax—-) =In(a)+In| - ) =In(a) — In(b).
b b b
Pour la derniere on procede en deux cas selon que n = 0 ou n < 0.
— Si n e N. On procede par récurrence.
(I) Pour n =0 : In(a™) = In(1) = 0 = n x In(a). L’assertion est donc vraie au rang 0.

(H) Supposons 'assertion vraie au rang n = 0.
In(a"*") = In(a x a™) = In(a) + In(a™) i In(a) + nln(a) = (n + 1) In(a).

Elle reste donc vraie au rang n + 1; on conclut a ’aide du principe de récurrence.
21
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—SineZ*. Alors (—n) € N* et :

In(a") — In (%) _ (@™ — —(—n)In(a) = nn(a).

(—n)eN

ce qui établit la propriété pour tout entier n € Z. [ |

Puisque Vz € R* In'(z) = - > 0, la fonction In est strictement croissante. Or
In(1) = 0 et donc :
Vo €]0,1[,In(z) <0 ; Vo > 1, In(z) > 0.
Concernant ses limites :

Démonstration. On repousse au Chapitre ”Limites” la preuve des limites de In en 0
et +00. Obtenons les trois limites restantes.

Pour la derniere, en posant x =1+ h :
In(1+h) In(z) In(x)—In(1)

= = —In'(1) =1
h r—1 z—1 z—1 w(1)
Or, limln(l——i_h) = lim n(z) = 1.
h—0 h, z—»l;L'—l

1 1
Posons f(z) = In(z) —24/(x); f est définie et dérivable sur R* et f'(z) = b =
. Ainsi f'(z) > 0 sur ]0,1[ et f'(z) < 0 sur |1, +oo[. La fonction f admet donc
un maximum en x = 1, et donc :
Vre Ry, In(z) =2y < f(1) = -2<0 = VreR} In(z) <2z
Pour tout > 1, on a donc :

1 \E

1 2
0<In(z) <2yr = 0< n(x)gﬁ_q)
T T +00
22
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Ainsi d’apres le théoreme des gendarmes :

lim In{z) =0"
T—+00 xXr

1
Finalement lim zIn(z) = 0~ se déduit en posant X = — — 400 :

z—0+t T 0f
1 1 In X _
xln(z) = Ylnf =% 30
Or : X
. . n —
i o) = i, =0

e Courbe représentative de In :

La fonction In réalise une bijection de R* sur R.

2.12. Fonction exponentielle.

Puisque In est continue et strictement croissante, d’apres le théoreme de la bijection,
elle réalise une bijection de R¥ vers In(R*%) = R; sa bijection réciproque est notée exp.

23
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De plus elle est continue, strictement croissante et exp(R) = R% . Ainsi
Vo € R exp(z) > 0.
Propriété 21. Pour tout (a,b) € R? :
exp(0) =1
exp(a + b) = exp(a) x exp(b)
1
exp(—a) = oxp(a)
exp(a)
) =
exp(a — b) oxp(0)
Vn € Z, (exp(a))" = exp(na)

Démonstration. Puisque exp et In sont bijections réciproques I'une de ’autre, on a

In(exp(a)) = a et (y = exp(z) < In(y) = x). Ainsi :
exp(a + b) = exp(a) x exp(b) < a+ b = In(exp(a)

x exp(b))

<= a+b=In(exp(a)) + In(exp(d))

«— a+b=a-+b

1 1
<= —a = —In(exp(a))

En particulier :

exp(a — b) = exp(a + (=b)) = exp(a) x exp(—b) =

Soit neZ:

exp(a)
exp(b)

exp(a)" = exp(na) < In(exp(a)”) = In(exp(na))

<= nln(exp(a)) = na
<= na=na

Finalement In(1) =0 = exp(0) = 1.

Exercice 8. Simplifier :
exp(2 — V@) X exp(2+ VE) _
(exp(2))

[ Jexp(k)* =

Concernant la dérivabilité de exp :

Propriété 22. La fonction exp est dérivable sur R et exp’ = exp.

Démonstration. Soit g € R ; on s’intéresse a la limite de

exp(x)—exp(zo)
T—x0

lorsque x — xg.

Posons y = exp(z) et yo = exp(zy), alors x = In(y) et o = In(yg) et y — yo ssi x — xy.

exp(z) — exp(wo) . Y — Yo

T — T ~ In(y) — In(yo)
24
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Or 1 1 1
Y—% y=yo Yo
donc en passant a l'inverse :
Yo = lim _Y7%
y—vo In(y) — In(yo)
Ainsi (2) (z0)
. exp(x) — exp(zo ) — Yo
1 - l _— = =
2o T — I e In(y) — In(yo) Yo = exp(zo)
Ainsi exp’(zg) = exp(xo). [

On retrouve la caractérisation donnée comme définition de exp au lycée :

La fonction exp est l'unique fonction satisfaisant [’équation différentielle y' —y =0 et
valant 1 en 0.

En admettant pour l'instant qu’il existe bien une et une seule fonction vérifiant ces
deux conditions.

La courbe représentative de exp s’obtient de celle de In par la symétrie d’axe y = x :

y =fexp(x)
e I —
|
\
} y = In(z)
\
//1 AT T T o~ \
\ \
\ \
1 e
On note : e = exp(1) ; alors In(e) = 1.
Les limites a connaitre sont :
Propriété 23.
h)—1
lim exp(z) = +o0 ; lim exp(z) = 0" ; lim exp(h) - 1 =1
x—+00 r——00 h—0

Démonstration. On repousse la démonstration des deux premieres au Chapitre " Li-
mites”. Pour la troisieme :

exp(h) — 1 _ exp(h) — exp(0)
h h—20

/ J— J—
2 XD (0) = exp(0) =1
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2.13. Fonctions puissances réelles.

Pour tout ne€ Z et z € R}, on a :
2" = exp(In(z")) = exp(nln(x))
Ceci nous permet de généraliser la notation puissance a des exposants réels :

Exemples.

OSoit:veRj:x%=\/5;eneffet:

N

X

_ exp <% ln(x))

est un nombre positif dont le carré vaut :

exp G ln(m))z _ exp <2 . %ln(m)) _ exp(In(z)) = z.

1
T

oo (<fe) - S OhE) ~ v

R 1 .. ., PR
e De méme pour tout x € R* et tout n € N*, x» est le nombre positif qui élevé a la
puissance n vaut x :

(%) = exp (% ln(w))n — exp (n ‘ %111(:5)) _ exp(In(z)) = .

1
On note x» = /x.

=

B

e Soit z € R% : 2~ : en effet :
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e Plus généralement, pour tout = € R* et tout (n,p) e N* x N :

R — <§ln(:c)) — exp (% ln(x))p - (V)

1
= exp (—ln(a:p)) = {aP
n

Pour tout x > 0 et (n,p) e N* x N :

Les puissances a exposants réels ont mémes propriétés que les puissances a exposants
entiers :

Propriété 24.
Pour tout (z,y) € (R";)Q et tout (o, 3) € R? :

e}
2’ =1 x* x g = g*+P

I

: :U_g _ xa—ﬁ : (ia)ﬁ _ xaxﬁ ; (xy)a T ya
X

Démonstration. On les démontre dans I'ordre en appliquant les propriétés de 1’expo-
nentielle et de In.

72%=17
2% = exp(0In(z)) = exp(0) = 1

? 2% x P = goth?

9% 2% = exp(aln(z)) xexp(f1n(z)) = exp(aln(z)+41n(z)) = exp((a+3) In(z)) = 22+°
? x—; =27 F7

x®  exp(aln(z))

=—— 7 _ exp(aln(z) — Bln(z)) = exp((a — B) In(z)) = 2*7#
= ) = eplan(z) — Aln(@)) = exp((a — ) (a)
? (xa)ﬁ _ xaxﬁ?

(2)” = (exp(aIn(x)))” = exp(BIn(exp(an(z)))) = exp(8 x aln(z)) = >
? (zy)* =™ x y*?
(zy)® = exp(aln(zy)) = exp(aln(z) + aln(y)) = exp(aln(x)) x exp(aln(y)) = z* x y*
|

On généralise aussi les propriétés de exp et In aux exposants réels :

Propriété 25. Soit a e R :
Vr e R, exp(z)® = exp(ax)
Ve e RY, In(2®) = aln(x)

Démonstration. Dans 'ordre :
exp(x)® = exp(aln(exp(z))) = exp(ax)
In (z%) = In (exp(aln(x))) = aln(x) |
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Soit v € R\ Z; la fonction o —— 2 est définie sur R* et dérivable comme composée
des fonctions dérivables x — «aIn(x) suivie de exp. Sa dérivée est obtenue en appliquant
exp(u) = v x exp(u) :

(z*) = % x exp(aln(z))

— —exp(ﬁl(x)) x exp(aIn(z))
= aexp(aln(z) — In(z))
= aexp ((a — 1) In(x))

= Qax

ce qui généralise la formule de la dérivée de z™.

Sa courbe représentative a pour allure, selon les valeurs de « :

— a<0
— O<axl1
— a=
— a>1

_—t — —

2.14. Fonctions logarithmes et exponentielles en base a.
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e La fonction logarithme en base a est :

In(x)
elle est définie sur R .
Exemple.
In(10)
In(100)  In(10%)  2In(10)
°210(100) = 1,70y = Ta(10) ~ Tn(10)
In(1 In(10? In(1
log,, (1000) — n(1000) _ In(10°) _ 3In(10) _

In(10)  In(10)  In(10)
0t=10 10 =100 10% = 1000
Dans le cas particulier ou @ = e = exp(1), puisque In(e) =1 :
e’ = exp(zln(e)) = exp(x x 1) = exp(x)
In(z) In(z)
In

log, () = ()~ 1 In(z)

e’ —exp(z) ;  log,(z) = In(x)

Les fonctions exponentielle et logarithme de base a sont des bijections réciproques
I'une de l'autre :

Propriété 26. Pour tous (v,y) e R x R¥ :

y=a" < x=1log,(y)

Démonstration. On a :

y=a" < y=-exp(zrln(a)) < In(y) =zln(a) < z = In(y) =log,(y) N

a1 In(a)

Les fonctions exponentielles et logarithmes en base a vérifient les mémes propriétés
algébriques que exp et In :

Propriété 27.

log,(1) =0
Pour tout x >0 ety >0 :

log,(z x y) = log,(z) + log,(y)

log, (g) = log,(z) —log,(y)

g, (1) = ~log, (0

Va e R, log, (z%) = a x log, ()
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Démonstration. Elles sont faciles a déduire des propriétés de In. Par exemple pour la
seconde :
In(z xy) In(zx) In(y)

log, (v x y) = n(@) () + () log, () + log,(y) u

Propriété 28. Pour tout (z,y) € R? :

a’ =1
a®™Y = a® x a¥
1
at=—

ail?
xr
-y _ T
a¥y

Va e R, (a®)* = a**

Démonstration. Elles se déduisent immédiatement des propriétés algébriques des puis-
sances réelles. ]

Elles sont dérivables comme composées et :
In(z)\’ 1
l / == ==
084(7) (ln(a) ) x1In(a)

(a®) = (exp(xIn(a)) = In(a) x a”

Un cas particulier important en chimie, est le logarithme décimal.

La fonction logarithme décimal est :

In(x)
In(10)

log,y: z —

C’est la bijection réciproque de : x —> 10% :
y = logyy(r) = = = 10"
Elle est définie et dérivable sur RY est sa dérivée est donnée par :
1
z1n(10)

10%10@), =
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3. CROISSANCE COMPAREE DE exp, PUISSANCES ET In

Démonstration.

x x

S = = el —al() = exp (v x (1 - a

1
|$|a€w _ ealn|m| x €% = exp (.CL' + OAlIl|.7J|) = exp (CL‘(l + o 11|IL‘| )) — +0+
—00

Démonstration. En posant X = In(z) — +0 :

+00
In(r) In(z) X 0
o e In(z) eX 1o
En posant X = In(z) — T
2%In(z) = @ x In(z) =¥ x X — 0
X——w0




