Chapitre 6
Sommes, produits, identités remarquables

http://www.i2m.univ-amu.fr/perso/jean-philippe.preaux/

1. NOTATION SOMME : Z

> est la lettre grecque ”Sigma majuscule” et se lit "Somme” dans le contexte de ce
cours.

1.1. Définition.

Définition 1.
e Soient n € N et ag, a1, as,..., a, des nombres réels ou complexes. On note :

n
Zai=ao+a1+---+an
i=0

la somme des a; pour i variant de 0 jusqu’a n.

o Plus généralement, si p € [[0,n]], on note :

n
Zaizap-l—apﬂ-l-----l-an
i=p

la somme des a; pour i variant de p jusqu’a n.

e La variable i s’appelle l'indice de la somme.

Exemples.
5
dl=1+1+41+1+1=5
=1
Dli=1+2+3+4+5=15
=1
5
i2 =12 +22 + 32 + 4> + 5 = 55
i=1
Remarques.

e La variable 7, indice de la somme, est une variable muette : elle ne sert qu’a la définition
de la somme, et le résultat ne peut pas en dépendre. Elle peut étre remplacée par
n’importe quelle autre variable non deja utilisée (on a coutume d’employer i, j, k,...) :

n n n
RIS
i=p Jj=p k=p

e Par convention, lorsque p > n :
n
a; = 0.
i=p

1



BCPST1 Sommes, produits, identités remarquables Lycée Fénelon

1.2. Propriétés.

On vérifie les deux propriétés suivantes; elles sont fondamentales pour le calcul de
sommes.

1.2.1. Linéarité de la somme.

Démonstration. La premiere découle de D'associativité et de la commutativité de
I’addition :

n

D ak + ) = (ap +by) + (@pe1 + bper) + -+ + (@ + by)
k=p

= (ap + app1 + -+ an) + (b + bpy + -+ + by)
n n

=Zak+Zbk
k=p k=p

La seconde découle de la distributivité de x sur + :

Z(Axak)=)\xap+)\xap+1+~~+)\><an
k=p

=AX(ap+ app1+---+ay)

n
=)\x2ak
k=p
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1.2.2. Décrochage.

Démonstration. Cela découle de l'associativité de I'addition :

Zakzap '+ag+?q+1+--~+a7}
g Y
q n
= )
k=p k=q+1

1.3. Formules de sommes usuelles.

Les formules sulvantes sont & connaltre :

Démonstration. Soit p € N; on procede par récurrence sur 'entier n > p.

P
(I)Pourn=p:21=1=p—p+1.
k=p

n
(H) Supposons que pour n = p fixé : Z l=n—-—p+1. Alors:

k=p
n+1 n+1
1=> 1+ 1= m—p+1)+1=Mn+1)—p+1
DIESREILS

L’assertion reste vraie au rang n + 1. On conclut d’apres le principe de récurrence. W
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n

Démonstration. Appelons S = Z k cette somme ; alors :

k=p
25 = p +  (p+1)  + -+ n
+ n + (-1 + - + p
= (ptn) + (+n) + - + (p+n)

(n—p+ I; termes
(p+n) x (n—p+1)

p+n

= S=Mn-p+1)x 5

Démonstration. Procédons par récurrence sur n € N.

n(n+1)(2n + 1)

0
(I) Pour n = 0. Zk2=0=
k=1

. L’assertion est donc vraie au rang 0.
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(H) Supposons l'assertion vraie au rang n = 0.

n+1 n n+1

D=+ D K

k=1 k=1 k=n+1

1)(2n+1
_ n(n+1)(2n+1) (4 1)
(HR) 6
2n+1
=(n+1)x (%+(n+l))
2n+1 1
(1) x <n( n+1)+6(n+ )>
6
2 2
(1) x < n +7n+6>
6
Or :
(n+1D)+D2R+1)+1)=n+2)2n+3)=2n>+Tn +6

Donc :

'ile D)+ D+ DR+ +1)

k=1 6
L’assertion reste vraie au rang (n + 1). On conclut a I'aide du principe de récurrence.
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Démonstration. Par récurrence sur n € N.

0 2

1

(I) Pour n = 0. Z K =0= (@) . L’assertion est vraie au rang 0.
k=1

(H) Supposons 'assertion vraie au rang n = 0. Alors :

n+1 n+1
DIk = Z SR
k=1 k=n+1

%ki” ( 1>>2+(n+1)3
=(n+1)*x (%2+n+1>

n®+4n +4
X—

= (n+1)?
(n+1) -
(n + 2)?
= (n + 1)2 X T
(e D +2)\’
2
L’assertion reste donc vraie au rang (n+1). On conclut a I’aide du principe de récurrence.
|
Somme des puissances successives.
Soit g € C et p < n deux entiers naturels ; alors :
" 1 _ ,n—p+1
2,0 1—g
k=p n—p+1 siqg=1
En particulier :
" 1 _ qn+1
Z — siqg#1
k=0 n —|- 1 siqg=1

Démonstration. On considere deux cas, selon que ¢ =1 ou ¢ + 1.
e Sig=1.Alors Vk € [[p,n], ¢* = 1, ainsi :

n

Zn:qk:len—erl.
k=p k=p

e Dans la suite ¢ € C \ {1}.
Montrons par récurrence sur n que pour tout n = p :
n—p+1

Y= x ———.
k=p

1—gq

< 1— g rtt 1-—
IP = N k: p t px—: px
(I) Pour n p,kz:;gq ¢" et g v e

vraie au rang p.

7 _ ¢”. Donc l'assertion est
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(H) Supposons I’assertion vraie au rang n = p.
n+1 n n+1

M =>d+ > ¢
k=p k=p k=n+1
1— qn—p+1
_ P n+1
ard T T q T
p_ ,n+l n+l _  n+2
¢ —4q " q q
1—gq 1—gq
qp _ qn+2
1— n+2—p
= qp X q
l—q
1 — gntD)—p+1
g L
l—q
Ainsi I'assertion reste vraie au rang n+ 1. On conclut a I’aide du principe de récurrence.

Remarques.
e La formule peut s’écrire sous la forme :

e En particulier pour la somme des termes consécutifs d’'une suite géométrique (ug)ren
de raison q¢ £ 1 :
VkeN, u, = uy x ¢~

1— qn—p+1 1— qn—p+1

n n n

o k _ k _ P —
ZUk—ZUOXq —UOXZ(] = Up X @~ X 1_q —’U,pX 1—q
k=p k=p k=p
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1.4. Changement d’indices.

Pour calculer une somme il est souvent intéressant de procéder a un changement
d’indice :

Remarque. Attention, aucune autre forme de changement d’indice n’est licite : pas de
j=2i—|—10uj=i+%,etc.

Démonstration. Pour le changement d’indice j = m + ¢ :

n
Zai =0ap +Apr1 + -+ ay
i=p
n+m
Z Aj—m = Qptm—m T Qpim+ti-m + T Qpym-m
j=p+m
=apt+apy1 + -+ ay

8
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d’ou I'égalité.
Pour le changement d’indice j = m — i :

n
Zai:ap+ap+1+~~+an

i=p
m—p
Z Am—j = Qm—(m—n) + Am—(m—n+1) +oo+ Am—(m—p)
j=m-—n
=0ap+Apr1 + -+ ay
d’ou I'égalité. |

Exemples.

n

e Calculer Z(k +1)®. On procede au changement d’indice j = k + 1; alors :

: é(k+1)3=§j3= <("+1)2(n+2)>2

j=1

n

e Calculer Z (n — k)*. On proceéde au changement d’indice j = n — k; alors :

Z(”_k)3=ij3=0+ij3= (@)2

k=0
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1.5. Sommes télescopiques.

Il s’agit de sommes dont le calcul se simplifie, tout ou partie des termes au rang k
s’annulant avec tout ou partie des termes au rang suivant k£ + 1 et ainsi de suite.

n
D (= wn) = (W) ~tp
k=p

'+up+1 —Up+2

HUpi2
—Up—1
+Up—1 —Unp
Ainsi :
Propriété 3.
n n
Z U — Uk+1 = Up — Up41 ) Z(Ulcﬂ - Uk) = Un+1 — Up

Démonstration. La seconde découle de la premiere puisque par linéarité :
n

Z(uk+1 —up) = — Z(Uk — Up41)

k=p

Etablissons la premiere.Une justification graphique figure ci-dessus, mais on va 1’établir
plus rigoureusement par linéarité, changement d’indice et décrochage.

n n n
Z(uk — Upy1) = Z Uy — Z Upg1 par linéarité
k=p =

j=k+1dansla 28Me somme

I
I M
i
g

k=p Jj=p+1
n n
= (up + Z uk> — < 2 Uj +un+1) par décrochage
k=p+1 j=p+1
n n

par commutativité de +

I
£
=
3
t
_l_
]
£
|
g
&

Exemple. Calcul de Z(Qk +1).
k=1
Il est grandement simplifié si 'on remarque que 2k + 1 = (k + 1)? — k?; la somme
10
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télescope :

Dk+1) =Y [(k+1)> = k] = (n+1)> - 1> =|n’ + 2n
k=1 k=1

11
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2. SOMMES DOUBLES

2.1. Somme double d’une famille de nombres doublement indexée.

Définition 3.

i <<
1<j<n

1<i<p
1sg<sn

a1,1,012, - -

jelLn]

ou complexes) doublement indexée, c’est-a-dire les nombres :

Q1 y, G271, G292 ,..., A2 - -

On note Z a;j la somme de tous ces nombres, c’est-a-dire :

<5 Ap1,0p2, - -

-y Ap -

Z ai,j=al,l+a1,2+---+a1,n+a271~|—a2,2+---+a2,n+---+ap,1+ap,2+

Sotent n, p deux entiers non nuls et soit (ai,j)ie[[lvp]] une famille de p x n nombres (réels

..._i_ap,n

Exemples.

Z]1:1+1+1

1<i<2
1<5<3

+14+14+1=6

1<i<2
1<j<4

DM (i+j)=2+3+4+5

+3+44+5+6=32

1<j<n

Propriété 4. Décomposition par lignes/colonnes
Soit (a;j)1<i<p une famille de p x n nombres. Alors :

p n n p
% a3 (S ) = 3 S
1<i<p i=1 \j=1 i=1 \i=1
]_gjgn (. [

" e
Décomposition
par lignes

Décomposition
par colonnes

Démonstration. Les a; ; peuvent étre écrits dans un tableau a p lignes et n colonnes :

' : s ti
S Jo | S
n
1 ai 12 Qa1 4o Q1.n Z Qay,j
Jj=1
n
Lo @ig,1 @ig,2 @i, jo Qig,n Zaz‘o,j
j=1
n
p ap,1 ap,2 (p,jo (p,n Z p,j
j=1
Sommation

par colonne

P P P P
2, Qi v Yy )i
i=1 i=1 i=1 i=1

Pour calculer la somme des éléments du tableau, on peut par associativité et commu-

tativité de ’addition :

e Soit calculer la somme des éléments de chaque ligne puis additionner les p sommes

12
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obtenues :

SRR

1<i<p i=1 \j=1
1<jsn

C’est une décomposition par lignes.

e Soit calculer la somme des éléments de chaque colonne puis additionner les n sommes

obtenues : )
5 as- 33 (5]

1<i<p j=1
1<j<sn

C’est une décomposition par colonnes.

D’ou le résultat. |

Remarques.

e Ainsi le calcul d’'une somme double se raméne au calcul de sommes simples.
e Lorsque n = p, on peut noter Z a; ; plutot que Z @ ;-

1<ij<n 1<i<n
1<j<n

Exemple. Calcul de Z (1+1) xj.

1<i,j<n

DG+ xj=Y (i +1) xj

1<i,j<n i

= Z [(z +1) Zn: j] Par linéarité

Il
1=
+
N
X
=
S
+
N
—

" 1
— S+ 1)] , rnt ) Par linéarité

n+1
1
_ Zj]><—n<n+) j=i+l

2 1 2
n*(n+1)(n + 3)
4

Remarque. Dans ce contexte on peut utiliser le principe de séparation des variables :

Propriété 5. Séparation des Variables
Soient p, q,n,m des entiers et (a;)p<i<n, (bj)q<j<m deux familles de nombres ; alors :

B8 (2%)( )
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Démonstration.
Zn: i(ai X bj) = Zn: (ai i bj> = (Zn: az-) X <i bj) par linéarité
i=p j=q i=p j=q i=p J=q

Plus généralement on peut sommer la partie du tableau débutant ligne ¢ et colonne
m :
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2.2. Sommation sur une partie de la famille doublement indexée.

Dans toute cette partie on considére une famille (a;;)1<i<n de nombres (nombre de
1<jsn

lignes = nombre de colonnes).
Dans ce cas, il faut savoir aussi calculer la somme des a; ; sur une partie de la famille
(@;j)1<i<n vérifiant :
1<j<n

1<i<j<n ou 1<i<j<n ou I<j<i1<n ou 1<j<i<n.

2.2.1. Partie triangulaire supérieure : 1 <1 < j < n.
Définition 4.
La notation :
2,
1<i<j<n
désigne la somme des nombres a; ; de la famille (ai,j)llfiin vérifiant la condition :
N
1<i<j<n.

Le calcul s’effectue a ’aide de :

Propriété 6. Décomposition par lignes/colonnes.

n n 7

n
I TEONPICH EON PICE
=1 \i

=1

1<ig<j<sn =1 \Jj=1t

Démonstration. Cette fois-ci on ne somme que les éléments a, ; du tableau situés dans
la partie triangulaire supérieure :

. J 1 2 o Z'O L. n Somme
1 par ligne
n
1 aii a1.2 T Qa1 g T Q1.n Z ay,;
7=1
n
2 a2 2 s az ;g s a2n Z a2, j
j=2
n
to ig,ig Qig,n Z Qjq,5
Jj=io
n
n (n Z A, j
j=n
1 2 20 n
Somme
par colonne Z @1 Z a2 - Z Qig - Z Qin
=1 i=1 i=1 i=1

Par le méme raisonnement que précédemment, on obtient par associativité et commu-

tativité de I'addition :
PIEZEDN DICTE EDN DI u
j=1

I<i<j<n i=1 \j=i i=1
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Exemple. Calcul de Z (i x 7).

1<i<j<n

D, ixj) =

1<i<j<n

3= 1
D~

[y

A
n(n+1)x3n(n+1)+4n—|—2

2 6
n(n+1)(3n* + Tn + 2)

X

Il
N~ N~ N~
X

24

Remarque. Attention, ici pas de séparation des variables car la deuxieme somme a
une borne dépendant de j.

Remarque. Plus généralement : pour 2 entiers p,n :

Exemple.

2.2.2. Partie triangulaire supérieure stricte : 1 <1 < j < n.
16
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Le calcul s’effectue a 'aide de :

Démonstration. Cette fois le tableau des éléments a;; qui figurent dans la somme

est :

o J 1 2 ... io . n Somme
2 par ligne
n
1 a2 T Qi 4 T a1, Z (W]
j=2
n
2 Qg4 vt Qag Z as,j
Jj=3

: .
o o Gign Z Qi j

j=io+1

n 0
To—1

1 n—1
Somme
par colonne 0 Z @2 - Z Qg " Z Qin
i=1 i=1 i=1

On obtient par le méme raisonnement que précédemment :

n—1 n n

Z am:Z Z @i, =Z jiai,j [ |

1<i<j<n i=1 \j=i+1 j=2 \i=1
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Remarque. Plus généralement : pour 2 entiers p,n :

n—1 n n j—1
PIEEEDN DI I DI
p<i<j<n i=p \j=ti+1 Jj=p+1 \i=p
Exemple.
n—1 n n 7—1
RSN HIEAES NI
2<i<j<n i=2 \y=i+1 j=3 \i=2

2.2.3. Partie triangulaire inférieure 1 < j <1 < n.

Les deux cas restants, pour 1 < 7 < i < netl < j <i < n se déduisent des cas
précédents (en échangeant les roles des indices 4, j) ; on peut aussi les interpréter sur les
parties triangulaires inférieures et triangulaires inférieures strictes.

n % n n
HETEN X0 I it
1<j<isn =1 \j=1 j=1 \i=j
. J 1 2 .. iO . n Som;ne
1 par ligne
1
1 ai1 Z aj
7j=1
2
2 a1 Q22 2 az,j
7j=1
)
to Gig,1 Gig2  *  Gigyig Z @i ,j
7=1
n Qp,1 Qp,2 e Ap g e Apn Z Qnp,j
7j=1
n n n 0
Somme
par colonne Z i1 Z Qi Z Qiig  * " Z Qin

2.2.4. Partie triangulaire inférieure stricte 1 < 7 < i < n.

n 1—1 n—1 n
HRTEDN LA EDH P
1<j<isn =2 \J=1 =1 \i=3+1
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. . ;
. J 1 2 io . n omme
] par ligne
1 0
1
2 a21 Z a2,j
7j=2
i0—1
20 Qg1 Qg2 i ,j
7j=1
n—1
n an,l an,? an,nfl Z an,j
Jj=1
n n n
Somme
par colonne Z Qi1 Z a2 Z Qi 5 2 A n—1 0
i=2 =3 i=io+1 i=n

Remarque.

D’autres cas analogues peuvent se présenter, par exemple pour 2 < j < ¢ < n, pour

lesquels les formules se généralisent ou se déduisent des cas triangulaires supérieurs en
échangeant les roles de 7 et j.

19
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3. NOTATION PRODUIT []
3.1. Définition.

Définition 6.
e SoitneN et ag,aq,...,a, des nombres réels ou complexes. On note :

n
Hak=a0><a1><---><an
i=0

le produit des a; pour i variant de 0 a n.

o Plus généralement, si p € [[0,n]|, on note :
Haizapxapﬂ X o X Ay
i=p

le produit des a; pour i variant de p jusqu’a n.

e La variable i s’appelle l'indice du produit.

Exemples.

n n
||a=a” : ||a=a”‘p+1.

k=1 k=p

e Soit a e C:

n

n(n+1)
Hak = g2k=1k — 77
k=1

Remarque. Par convention, lorsque p > n :

n

Hakzl

k=p

3.2. Propriétés.

Propriété 8.
Pour toutes familles de nombres (ax)refpn]: (bk)ke[pn], €t tout nombre X, lorsque bien

définis :
n n n n n
- . ag . Hk=p ag
H(%ka)—nakxnbk ; H—k—m
k=p k=p k=p k=p P
n n n n Ut
H)\ X ap = NP % Hak : VYmeZ, n (ap)™ = (H ak>
k=p k=p k=p k=p
Démonstration. Les 3 premieres découlent de I'associativité et de la commutativité
de x, et la derniere de a™ x b™ = (a x b)™. [

Propriété 9.
n
n U

(a"*) = ak=p

k=p

20
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Démonstration. S’obtient par une récurrence immédiate en utilisant a* x ¢ = ¢“**.1

Propriété 10. Décrochage
Pour tous entiers 0 < p<g<n:

Hak—Hakx H Q.

k=q+1

Démonstration. Découle de I'associativité de la multiplication. ]

Proposition-Définition 7.
Pour i lindice d’un produit, et pour tout m € Z :

e Le changement d’indice :
(translation de m)

change l’écriture d’un produit d’indice 1 en un produit d’indice j de la maniére suivante :

n n+m
| | a; = | | Qj—m
i=p Jj=p+m

e Le changement d’indice :

(symétrie en %)

change l’écriture d’un produit d’indice © en un produit d’indice j de la maniére suivante :

n m—p
| | a; = H A —j
i=p

j=m—n

Démonstration. Analogue a celle pour les sommes en changeant > par [ | et + par
X

Propriété 11. Produit télescopique

n
H Ak+1  On+1 . 1—[
- )

k=p Qyp k=p Ak+1 an+1
Démonstration.
n n+1 n
1_[ ak+1 Hk pak+1 H] =p+1 aj o Qn41 % Hj=p+1 a; o Ap+1
— J =
k=p ak Hk pak i= k+1 Hk p Hk:p+1 Ak ap
=1
N , : ay, 1
La deuxieme en découle puisque = —. ]
ag k41
+1
Qg
n n 1 n k2 .
Exercice 12. Calculer : Ha%H, H (1 4 E) et H
k=1 k=1 k=2

21
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4. FORMULE DU BINOME DE NEWTON

4.1. Notation factorielle.

Exemple.
ol=1 ; U=1,; 2!=2 ; 3=6 ; 4'=24 ; 5'=120 ; 6! =720.

La seule propriété permettant de simplifier le calcul de n! est la suivante :

Démonstration. Il suffit de décrocher le dernier terme du produit :

n+1 n n+1
(n+D)=]Jk=T]k x [[ k=M®+1) xn! |
k=1 k=1 k=n+1
=n/! =n+1
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4.2. Coefficients binomiaux ; triangle de Pascal.

Exemples.

0 0! 1 1! N
<O>ZW=1 ’<o>=m=1 | <1>=1!X0!=1
2 2! 2 2! 2y -2
(o>:m=1 ’ <1>:m=2 | <2):2!><0!:1
3 3! 3 3! 3 3 i
<o)=m=1 ’(1)=m=3 ’(2)22!x1!=3 ’(3)23!x0!=1
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Nous venons d’établir les premieres propriétés des coefficients binomiaux :

Propriété 12.
Pour tout entiern e N :

B e

Pour tout entier n € N et tout entier k :

( " k:) = <Z) (Propriété de symétrie)
7

Une propriété fondamentale des coefficients binomiaux est la relation de Pascal :

Théoréme 13. (Relation de Pascal).
Pour tout entier n € N et tout entier k :

()62 ()

Démonstration. On traite séparément les cas ou certains coefficients binomiaux sont

nuls.
e Premier cas : si k < 0; alors ("+1) = ( ) ( ) 0 et la relation est vérifiée.
e Deuxieme cas : si k = 0; alors ("H) =1, ( ) ( ) = 1; la relation est vérifiée.

e Troisieme cas : si k > n + 1; alors ( (k" ) = (Z) = ( et la relation est vérifiée.

AN

e Quatrieme cas : si k =n + 1; alors (”Z
la relation est vérifiée.

e Derniercas:sil <k <n:

(ki1)+(z>:(k D(:+1—k)+kﬂgikﬂ

_ k x n! N (n+1—Fk)xn!
CEkx(E-D!n+1-k)! (n+1—k)xEkl(n—k)
k x n! (n+1—k)xn!

THo 1R Motk
_kxnl4+(n+1-k)xn!

B El(n+1—k)!
_(k+n+1—k)xn!

Kkl +1—k)!

~ (n+1) xn!

Ckl(n+1-k)!

_ (n+1)!

Ckl(n+1-k)

()

Remarque. Le triangle de Pascal.

Les coefficients binomiaux peuvent se représenter et se calculer dans un tableau appelé
25
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triangle de Pascal. Sur la premiere ligne, numérotée 0, on place 1 = (g). Les lignes
suivantes s’obtiennent grace a la relation de Pascal de la fagon suivante :

chaque élément est la somme de I’élément au dessus et de I’élément au-
dessus et a gauche

(")

Une zone non renseignée comptant pour une valeur nulle. Le (k + 1)-éme élément de
la (n + 1) colonne représente alors la valeur de (:) :

k0123456---k
n

01

111 1

211 2 1

311 3 3 1

411 4 6 4 1

5(1 5 10 10 5 1
6|1 6 15 20 15 6 1

Une derniere propriété utile est la formule du pion :
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Démonstration.

ny n! B nx (n—1)! n (n—1)! n_(n—1
(k) TRk kx(E-Dn—k! k -Din—1—(k—1) _Ex(k—1>
m

4.3. Formule du binéme.

La formule du binome de Newton généralise I'identité remarquable (a + b)? = a® +
2ab + b* pour développer (a + b)" pour n'importe quel n € N. Les coefficients des
monomes apparaissant dans le développement sont les coefficients binomiaux (Z) pour
k variant de 0 a n; elle est incontournable.

Théoreme 15.
Soient a,b deuz nombres (réels ou complexes) et soit n € N. Alors :

@i =35 (e = 3 (1ot

k=0 k=0

Démonstration. Puisque par commutativité de I'addition (a + b)” = (b + a)™ et par
commutativité de la multiplication a” *b* = b*a"~*, la deuxieme égalité découle de la
premiere.

n
n
Montrons alors par récurrence sur n € N que (a + b)" = Z ( k) a" o,
k=0

(I) pourn=0:(a+b)"=1cet

n 0
N\ kin—k 0\ k0-k 0\ 0,0 0
Z(k)ab =Z(k>ab =(0)ab=1x1:1=(a+b)

k=0 k=0
L’assertion est donc vraie au rang 0.
(H) Supposons l'assertion vraie au rang n.

(a+b)"™ = (a+b)x (a+0b)"

o o (1 krn—k
H—R(a+b) X Z (k)a b
k=0
(n) B Zn“ <n) akpn+i-k
k = k

" 1> alb" T 4 Z (Z) aFprtt=F j=k+1 (1" somme)
j R

N\ kint1l-k ny n _
k)a b car (_1) <n+ 1) 0

k= j (1" somme)

I I I
. 3 <. S -
M: D L=

= O

Il
3 =
+
- O

|
3 <
g
/\g‘\/\/\
|3
—_
~_
=)
ol
<>
3
J’_
AN
-
+
3
N
> 3
~__
=)
=
<o
3
it
=

i
o
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n+1 © (n+1 kpntl—k .
(a+0)"" = Z L) b relation de Pascal
k=0

Ainsi I'assertion reste vraie au rang (n + 1).
On conclut a ’aide du principe de récurrence. |

Exemples.

Q

ePourn=1:(a+b)l=a+bet () =(;) =1, ainsi:
1

N vke (1Y 150 I\ o1
Z{)(k)a b—(o)ab—i- 1ab—a+b.

k
ePour n=2:(a+0b)?=a®+2ab+b* et (g)z(g)zl, (f)z?,ainsi:

2
2 2 2 2

Z < )az_kbk = ( )a2b0+ ( )albl + ( >a0b2 = a® + 2ab + bv°.

i\ k 0 1 2

ePourn=3:(a+b°*=a*+3a*+3a?+b%et () =) =1, () = (3) =3, ainsi :

3
3 3—ki1k 3 310 3 211 3 112 3 013 _ .3 2 2 3
Z(k)a b _<O)ab+ | a?b! + ) alb® + \ a®b® = a® + 3a2b + 3ab® + b7,

k=0

Remarques.

— La somme des exposants de chaque monéme du développement de (a+b)™ est constant
égal & k+ (n—k) = n. Le coefficient devant a¥b"~* (ou a™~*b*) est le coefficient binomial

()-

— On obtient le développement de (a—b)" en changeant dans la formule b par —b. Ainsi :

(a—b)" = kz:)(—m—k <Z) akp = i(—nk (Z) a"

k=0

Les sommes sont alternées : alternativement +, —, +, —, etc.

Exercice 16. Développer (s’aider du triangle de Pascal) :

(a—0)°
(a=b)*
(2z — 1)°

Exemple. Soit ne N :
2() Z(Z)xkxln_kz(lJrl)”:Q”
k=0 k=0

1
] R L

k= k=0

n
k
1

28
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5. FACTORISATION DE a™ — b"

La formule du binome généralise I'identité remarquable (a + b)* = a® + 2ab + b* &
des exposants autres que 2. Généralisons aussi 'autre identité remarquable a? — b? =
(a —b)(a + b) & d’autres exposants.

Démonstration Par calcul direct, en partant du membre de droite :

a_b Zakbn—l —k Zak+1bn 1-k Zakbn k

n n—1
Z alb" I — Z a" o F Jj =k + 1(1°° somme)
j=1 k=0
n—1 n—1
_ 2 A 4 g — (bn + Z akb"_k> décrochages
) k=1
n—1 n—1
=a" —b"+ Z b — 2 akpnk
i=1 k=1 )
-0
=a" =" u

Exemples.

(a—b)(a+b) = 4ab
—ba —b* =a® — b
=0
(a—b)(a* + ab+ b*) = a* +a*b + ab?
—ba* — ab®> —b* = a® — b*

=0
29
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