Chapitre 7
Suites réelles usuelles

http://www.i2m.univ-amu.fr/perso/jean-philippe.preaux/

On étudie dans ce chapitre certaines suites réelles usuelles : les suites arithmétiques,
géométriques, déja rencontrées au Lycée, mais aussi les suites arithmético-géométriques
et les suites récurrentes linéaires d’ordre 2.

Les suites réelles et leur convergence seront étudiées de maniere plus détaillée dans
un chapitre ultérieur.

1. INTRODUCTION

Définition 1.

Une suite réelle (un)nen (ou plus simplement (uy)) est la donnée pour chaque entier
naturel n, d’un réel noté u,. Le réel u, est appelé terme de rang n de la suite (uy,).

Remarque.
e Une suite peut étre définie par ’expression en fonction de n de son terme de rang n :
up, = f(n)
ou f est une fonction réelle donnée par son expression.
Exemple : La suite des nombre pairs :
Uy = 2N

La suite des nombres impairs :
v, = 2n + 1.

e Elle peut aussi étre définie par une relation de récurrence (simple) et par la donnée
de son premier terme :

) Up € R
(un) : {Vn €N up1 = f(up)

pour f une fonction réelle appelée fonction de récurrence. La suite (u,,) et bien définie
si pour tout n € N, u,, est défini et u,, € Z;.

Exemple : La suite :

VneN U, 1 = /U,
est bien définie (preuve par récurrence simple).

e Elle peut aussi étre définie par une relation de récurrence a deux pas et pas la donnée
de ses deux premiers termes :
up € R
(un): SugeR
Vne N upro = f(tn, Uny1)
ou f est une fonction de deux variables réelles.
Exemple : la suite de Fibonacci
ug =0
(Up): Sup =1
VneN upio = Uy + Upit
1
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a pour premiers termes :
UOZO u1=1 U2:1 U3=2 U4:3 U5:5 U6:8 U7=13 u8=21

2. SUITES ARITHMETIQUES

Définition 2.
Une suite (uy,) est arithmétique de raison r lorsqu’elle vérifie la relation de récurrence :

VneN, up1 =u, +7
Elle est définie par sa raison v et son premier terme ug.

Exemples. Les suites des nombres pairs (u,) et impairs (v,) sont arithmétiques de
raison 2. La premiere a pour premier terme uy = 0, la seconde vy = 1.

Expression d’une suite arithmétique.
Soit (u,) une suite arithmétique de premier terme uqy et de raison r ; alors :

VneN, u, =ug+nxr

Démonstration. Par récurrence. [ |

En particulier une suite arithmétique a toujours une limite lorsque n tend vers +oo
qui dépend de sa raison :

Soit (uy,) une suite arithmétique de raison r ; alors
+oo sir>0
lim u, = < u str =0

n—+00 g
-0 sir<0

Remarque. Pourquoi cette terminologie : ”arithmétique” ? Parce que pour tout n €
N*, u,, est la moyenne arithmétique de ses termes adjacents wu,_1, u,1; en effet :
Up—1 + Ups1  Ug+ (n—1)r+upg+ (n+1)r
2 2
2uy + 2nr

2
= ug +nr

:un

La somme des premiers termes d'une suite arithmétique est donnée par la formule :

Soit (uy,) une suite arithmétique de raison r ;

. ug + u
ZUk= % X (n+1)
k=0 N S—_—

nombre de termes
moyenne des

premier et dernier termes

Plus généralement, la somme des termes consécutifs d'une suite arithmétique est
donnée par la formule :
2
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Soit (uy) une suite arithmétique de raison r et soient deux entiers 0 < p < n;

n

Up + Up
Zuk= pT x (n—p+1)
P 2 —

nombre de termes
moyenne des

premier et dernier termes

Démonstration.
Zuk22(u0+kr)=uox21+rx2k
k=p k=p k=p k=p
p+n
=(n—p+1) xuy+rx x(n—p+1)
2+ XT+nXxXr
_ZhTp 5 Xx(n—p+1)
+ Uy
:%x(n—anl) |

Exercice 1. Calculer la somme des 100 premiers entiers naturels impairs.

3. SUITES GEOMETRIQUES

Définition 3.

Une suite (un)nen est dite géométrique de raison q lorsqu’elle vérifie la relation de
récurrence :

VneN, up1 =u, Xq
Elle est définie par sa raison q et son premier terme uy.

Exemples.
e La suite de terme u,, = 2" est géométrique de raison 2.

e Une population de bactéries double chaque heure. Le nombre de bactéries apres n
heures est une suite géométrique de raison 2 ; apres n jours c¢’est une suite géométrique
de raison 2%4.

Expression d’une suite géométrique.
Soit (uy,) une suite géométrique de premier terme ug et de raison q; alors :

Up = Uy X §"

En particulier :

Soit (u,) une suite géométrique de premier terme ug + 0 et de raison q ; alors :
e si—1<g<1:limu, =0.

siq=1:(uy,) est stationnaire.

siq>1 :limu, = 00 selon le signe de uy.

siq < —1:(up) n'a pas de limite.
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Remarque. Pourquoi cette terminologie : ”géométrique” ? Parce que pour tout n € N*,
si la suite (u,) est a termes positifs, u, est la moyenne géométrique de ses termes
adjacents u,_1, t,41; en effet, si ug = 0et ¢ >0 :

AV Up—1 X Upyp1 = \/Uo x @1 x up x gt

— a /22 2
= A/ Uy X g°"

=ug x q"
:un

e La moyenne arithmétique, ou plus simplement moyenne, de deux nombres a et b est :

a+b

2
c’est le réel dont le double est égal a la somme a + b.

e La moyenne géométrique de deux nombres positifs a et b est :

Vaxb

c’est le réel positif dont le carré est égal au produit a x b.

La somme des premiers termes d’une suite géométrique est donnée par la formule :

Plus généralement, la somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique est
donnée par la formule :
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4. SUITES ARITHMETICO-GEOMETRIQUES

Définition 4.
Une suite (uy), est dite arithmetico-géométrique lorsqu’il existe deux réels a et b tels
que pour tout n € N :

Upy1 = A X Uy + b

Remarques.
e La fonction de récurrence est f(x) = ax + b; c’est une fonction affine.
e Elles généralisent les suites arithmétiques et géométriques :
— Lorsque a = 1, ¢’est une suite arithmétique de raison b.
— Lorsque b = 0, c’est une suite géométrique de raison a.
Expression de u, en fonction de n.

Lorsque a # 1 et b + 0 (sinon la suite est arithmétique ou géométrique et dans ce cas
on sait faire), déterminer l’expression de u, en fonction de n s’effectue par la méthode
suivante.

On pose v, = u,—1I pour un réel I. Alors la suite (v,) vérifie la relation de récurrence :
U1 =Upy1 — I =au, +b—I =alu, —I)+al+b—1=av, +b+ (a—1) x I.
Upp1 =a X0, +b+(a—1)x1

Maintenant on choisit I de sorte que la suite (v,,) soit géométrique de raison a, c’est a
dire si et seulement si :

b
b+(a—1)]:0<:>al+bzl<:>f(]):]<:>]:1 :

—a
Il y a une unique solution, appelée le point fixe de la fonction de récurrence. Pour cette
valeur, (v,,) est géométrique de raison a et donc :

VneN,v, =a" xvy avec wvg=1ug—1
Et finalement :
up — I =a" x (ug—1I)
b

1—a

= u,=a"x(ug—I)+1 avec [ =

On obtient 'expression de u,, en fonction de n.
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Exemple. Déterminer I'expression de u,, en fonction de n lorsque :
up=1 et VneNu,, 1 =2u, +1
Soit I point fixe de f(z) =2x +1:
I1=2I+1 = [I=-1
alors v, = u, — I = u, + 1 est géométrique de raison 2 et de premier terme uy — I =
1+1=2;ainsi Vne N:

vy = 2" x yy = 2"

= u,+1=2""" — |y, =2"" -1
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5. SUITES RECURRENTES LINEAIRES D’ORDRE 2

Définition 5.
Une suite (up)nen est Técurrente linéaire d’ordre 2 si il existe deux réels a et b, tel que
pour tout n € N :

Upt2 = QUp41 + bun
Elle est bien définie par la donnée de cette relation de récurrence et de ses deux premiers
termes ug et uq.

Exemple. La suite de Fibonacci :
up =0, up =1, YneN, u,o = U, + Upyq.

e Expression de u,, en fonction de n.
On suppose que (a,b) £ (0,0); sinon u,, = 0 deés que n = 2.

Nous allons chercher des suites particulieres vérifiant la relation de récurrence et dont
on sait donner ’expression en fonction de n, puis nous vérifierons que parmi la famille
trouvée, une seule a pour premiers termes ug et uq ; ce sera donc la suite recherchée, et
elle nous donnera ’expression de u,, en fonction de n.

Cherchons quelles sont les suites géométriques non nulles satisfaisant la relation de
récurrence ; ainsi soit u,, = ug x ™ avec ug £+ 0 et r £ 0 et telle que :

Upyo = QUpyq + DUy, ()
= uy X "2 =a xuy x "+ b x ug x 1"
— "2 — g x "L x " en divisant par g
—r’=ar+b en divisant par r"

On appelle équation caractéristique :
r’—ar—b=0

Pour chaque solutions rg de I’équation caractéristique, toute suite géométrique de raison
ro vérifie la relation de récurrence ().

L’équation caractéristique a pour discriminant A = a? + 4b.

e Premier cas. Si A > 0. L’équation caractéristique a deux solutions réelles dis-

tinctes. :
a— VA a+ VA
ro=—— ; Ty = ———
1 9 ) 2 9
pour tous réels a et 3 les suites géométriques ary et fry vérifie la relation de (*) :
ar?™ =a x ar®™ 4+ b x ar?
Brit? =a x Britt + b x pry

Mais alors pout tout («, 3) € R? la suite v, = ar + fr} satisfait aussi la relation de
récurrence (*) puisque en ajoutant les deux relations précédentes :

art 4 Brit? =a x ar™™ 4 b x ar? +a x Britt + b x pry
=a x (ar?“ + ﬁré”“) + b x (arl + pry)
= Upj2 = QUpy1 + bU,
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Peut-on trouver des valeurs de « et § telles que la suite (v,,) ait pour premiers termes
Vg = Ug et v; = uy 7 C'est-a-dire :

0 0
vg=ar] + frys =a+ 5 =ug
1 1
vy = ary + fry = ary + fro = uy
Pour cela on cherche a résoudre le systeme d’inconnues « et [ :

{a—kﬁzuo Ll(:){a—kﬁzuo

7"10[+7"25=U1 L2 (Tg—Tl)ﬁzul—’ﬁUo LQ—T1L1

a+p=u a=u th — o o Tl =t
_ To —T1 9 — 71
= Uy — 1o — _ = i
2= To —1T To — T
2 1 2 1

Ainsi il existe un unique couple de réels («, ) tels que v,, = ar} + fry vérifie la relation
de récurrence (*) et ait pour premiers termes vy = ug et v; = uy. Pour ces valeurs de
(c, B), les suites (v,,) et (u,) sont égales. Cela fournit 'expression de u,, en fonction de
n.

Lorsque A > 0 : pour tout n € N :

ToUg — UL n Uy — riug

Uy = —— X7 — X7y
ro —7 ro —7

e Deuxieme cas : S1 A < 0.

L’équation caractéristique : 72 — ar — b = 0 a deux racines complexes conjuguées :

a+id a—1id 9
= —— ; rog = ———— avec 0 = A.
1 9 ) 2 9
Alors il existe p = |r1| = |r2| € R% et 6 € R tels que :

rlszeie ; rzsze’ie
Soient (o, 8) € C? et v, = ary + Bry. Le méme systeme que dans le cas A > 0 montre

que pour :
T2Ug — Uy U — iU
ro—T ’ T2 — T

vg = ug et v; = u;. Mais a et 8 sont des complexes. Aussi obtenons une expression
réelle de u,, en fonction de n.

Remarquons que puisque 71 et 75 sont conjugués, « et [ sont aussi conjugués. En
effet :

- - -5

ro —7 rr—Te ro—n

_ Tolo — Up Tollp — U1 T1lUg — UL UL — 71U
a =
ro —1

Ainsi Vn e N :
U, = ary + pry
in6

= ap” x ™ 4+ Bp" x e~
_ pn (aeinG +ﬁ€—in9)

Wl (o+B a—=pB\ i, a+pB a—p0\ i,
:p<(2 - 2)€9+<2 N 2)6 9)
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:pn(a+5 x (e 4 =m0 4 a—pf o (6in9_€—in0)>

2

:p”( 04—2%5 x2 x cos(nb) + Q;B x 21 xsin(n@))
—— ——
=Re(a)eR =iIm(a)eiR
Ainsi en posant :
A=a+pfeR ; B=(a—f)xieR

il existe deux réels A et B tels que pour tout n € N :
up, = p" x (Acos(nb) + Bsin(nd))
avec : p = |rq| et § = arg(rq) [27].

e Troisieme cas. Si A = 0.
, : Y . ) a
Dans ce cas I’équation caractéristique a une unique solution rq = 3 Alors v, = ary

vérifie la relation (=), mais vg = @ et v; = ary ne permet pas général de choisir a pour
que vg = ug et v = uq.

Aussi cherchons une autre suite satisfaisant (). Soit 5 un réel quelconque et w, =
B x nry. Alors :

Wy = B(n +2)rg*? et
awn 41 + bw, = af(n + 1)ri™ + bpnry
= fri x (a(n + 1)rg + bn)
= fry x (n (arg +b)+ a 7°0>

_,.2 =2ro

= Bry X (m“g + 27‘3)
= B(n+2)rg™* = wpys

Ainsi (w,) satisfait (=) pour tout réel 5. Et donc V(«,8) € R? v, = ary + 8 x nry
satisfait la relation de récurrence (*).

Déterminons s'il existe des réels « et 3 tels que (v,) ait pour premiers termes g et
Uus.

ary + B8 x 0 x r§ = ug a = ug a =g
1 1 — —
arg+ B x1xry=1u arg+ 0 X rg = uy B X rg = uy — Uy
Premier sous-cas : si rg & 0 alors :

a = Ug
ﬂ Uy — UpTo

Deuxieéme sous-cas : si ry = 0 alors a = 0 et ry = a/2 est racine de r? — b donc b = 0.
Ainsi (a,b) = (0,0); cas que I'on a exclu.

To

Ainsi lorsque A = 0, il existe (o, 8) € R? tels que pour tout n e N :
U, = ary + B xnxrl

Finalement nous venons d’établir :
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Théoreme 1.
Soient (a,b) + (0,0) et (up)nen tel que pour tout n e N :
Upto = AUpi1 + buy,
On considere [’équation caractéristique associée :
™ —ar—b=0 ()
et son discriminant A = a® + 4b.

o Si A > 0; soient r1,ry les deux solutions réelles distinctes de (EC). Il existe un
unique couple de réels (a, ) tel que pour tout n € N :

Up =@ X 1] + B XT1YH
o 5t A <0; soient r1,ry les deuz solutions complexes conjuguées de (EC). Il existe un
unique couple de réels (a, ) tel que pour tout n € N :
up, = p" x (a x cos(nfh) + B x sin(nd))
ot p = |r1| et 0 = arg(ry) [27].

e Si A =0; soit ro l'unique solution de (EC). Il existe un unique couple de réels (c, )
tel que pour tout n € N :

up = (@ + B xn)xrg

Exemple. Expression en fonction de n de la suite de Fibonacci :
ug =0
(Un)n - up =1
VneN, U,io=Upi1 + Uy
L’équation caractéristique associée est :
r—r—1=0 (EC)
qui admet pour discriminant A = (—1)? + 4 = 5 > 0 et pour racines :

1++5 _1-5

r = ) U]
2 2
Ainsi il existe deux réels a, 3 tels que u,, = ar + frh ; déterminons « et 3 :
a+ =0
a+p8=0
1 1— —
a X +2\/5+6>< 2\/5:1 {04+5+\/5><(04—5):2

f=-a o=
T l2vhixa=2 = )f=-

Ainsi pour tout n € N :
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