
'

&

$

%

Chapitre 7

Suites réelles usuelles
http://www.i2m.univ-amu.fr/perso/jean-philippe.preaux/

On étudie dans ce chapitre certaines suites réelles usuelles : les suites arithmétiques,
géométriques, déjà rencontrées au Lycée, mais aussi les suites arithmético-géométriques
et les suites récurrentes linéaires d’ordre 2.

Les suites réelles et leur convergence seront étudiées de manière plus détaillée dans
un chapitre ultérieur.

1. Introduction

Définition 1.
Une suite réelle punqnPN (ou plus simplement punq) est la donnée pour chaque entier
naturel n, d’un réel noté un. Le réel un est appelé terme de rang n de la suite punq.

Remarque.

‚ Une suite peut être définie par l’expression en fonction de n de son terme de rang n :

un “ fpnq

où f est une fonction réelle donnée par son expression.

Exemple : La suite des nombre pairs :

un “ 2n

La suite des nombres impairs :
vn “ 2n` 1.

‚ Elle peut aussi être définie par une relation de récurrence (simple) et par la donnée
de son premier terme :

punq :

"

u0 P R
@n P N, un`1 “ fpunq

pour f une fonction réelle appelée fonction de récurrence. La suite punq et bien définie
si pour tout n P N, un est défini et un P Df .

Exemple : La suite :

punq :

"

u0 P R`
@n P N, un`1 “

?
un

est bien définie (preuve par récurrence simple).

‚ Elle peut aussi être définie par une relation de récurrence à deux pas et pas la donnée
de ses deux premiers termes :

punq :

$

&

%

u0 P R
u1 P R
@n P N, un`2 “ fpun, un`1q

où f est une fonction de deux variables réelles.

Exemple : la suite de Fibonacci

punq :

$

&

%

u0 “ 0

u1 “ 1

@n P N, un`2 “ un ` un`1
1
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a pour premiers termes :

u0 “ 0 u1 “ 1 u2 “ 1 u3 “ 2 u4 “ 3 u5 “ 5 u6 “ 8 u7 “ 13 u8 “ 21

2. Suites arithmétiques

Définition 2.
Une suite punq est arithmétique de raison r lorsqu’elle vérifie la relation de récurrence :

@n P N, un`1 “ un ` r

Elle est définie par sa raison r et son premier terme u0.

Exemples. Les suites des nombres pairs punq et impairs pvnq sont arithmétiques de
raison 2. La première a pour premier terme u0 “ 0, la seconde v0 “ 1.

Expression d’une suite arithmétique.
Soit punq une suite arithmétique de premier terme u0 et de raison r ; alors :

@n P N, un “ u0 ` nˆ r

Démonstration. Par récurrence. �

En particulier une suite arithmétique a toujours une limite lorsque n tend vers `8
qui dépend de sa raison :

Soit punq une suite arithmétique de raison r ; alors

lim
nÑ`8

un “

$

&

%

`8 si r ą 0

u0 si r “ 0

´8 si r ă 0

Remarque. Pourquoi cette terminologie : ”arithmétique” ? Parce que pour tout n P
N˚, un est la moyenne arithmétique de ses termes adjacents un´1, un`1 ; en effet :

un´1 ` un`1
2

“
u0 ` pn´ 1qr ` u0 ` pn` 1qr

2

“
2u0 ` 2nr

2
“ u0 ` nr

“ un

La somme des premiers termes d’une suite arithmétique est donnée par la formule :

Soit punq une suite arithmétique de raison r ;
n
ÿ

k“0

uk “
u0 ` un

2
looomooon

moyenne des
premier et dernier termes

ˆ pn` 1q
loomoon

nombre de termes

Plus généralement, la somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique est
donnée par la formule :
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Soit punq une suite arithmétique de raison r et soient deux entiers 0 ď p ď n ;
n
ÿ

k“p

uk “
up ` un

2
looomooon

moyenne des
premier et dernier termes

ˆ pn´ p` 1q
looooomooooon

nombre de termes

Démonstration.
n
ÿ

k“p

uk “
n
ÿ

k“p

pu0 ` krq “ u0 ˆ
n
ÿ

k“p

1` r ˆ
n
ÿ

k“p

k

“ pn´ p` 1q ˆ u0 ` r ˆ
p` n

2
ˆ pn´ p` 1q

“
2u0 ` pˆ r ` nˆ r

2
ˆ pn´ p` 1q

“
up ` un

2
ˆ pn´ p` 1q �

Exercice 1. Calculer la somme des 100 premiers entiers naturels impairs.

3. Suites géométriques

Définition 3.
Une suite punqnPN est dite géométrique de raison q lorsqu’elle vérifie la relation de
récurrence :

@n P N, un`1 “ un ˆ q
Elle est définie par sa raison q et son premier terme u0.

Exemples.

‚ La suite de terme un “ 2n est géométrique de raison 2.

‚ Une population de bactéries double chaque heure. Le nombre de bactéries après n
heures est une suite géométrique de raison 2 ; après n jours c’est une suite géométrique
de raison 224.

Expression d’une suite géométrique.
Soit punq une suite géométrique de premier terme u0 et de raison q ; alors :

un “ u0 ˆ q
n

En particulier :

Soit punq une suite géométrique de premier terme u0 ­“ 0 et de raison q ; alors :
‚ si ´1 ă q ă 1 : limun “ 0.
‚ si q “ 1 : punq est stationnaire.
‚ si q ą 1 : limun “ ˘8 selon le signe de u0.
‚ si q ď ´1 : punq n’a pas de limite.
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Remarque. Pourquoi cette terminologie : ”géométrique” ? Parce que pour tout n P N˚,
si la suite punq est à termes positifs, un est la moyenne géométrique de ses termes
adjacents un´1, un`1 ; en effet, si u0 ě 0 et q ě 0 :

?
un´1 ˆ un`1 “

a

u0 ˆ qn´1 ˆ u0 ˆ qn`1

“

b

u20 ˆ q
2n

“ u0 ˆ q
n

“ un

‚ La moyenne arithmétique, ou plus simplement moyenne, de deux nombres a et b est :

a` b

2
c’est le réel dont le double est égal à la somme a` b.

‚ La moyenne géométrique de deux nombres positifs a et b est :
?
aˆ b

c’est le réel positif dont le carré est égal au produit aˆ b.

La somme des premiers termes d’une suite géométrique est donnée par la formule :

Soit punq une suite géométrique de raison q ;

n
ÿ

k“0

uk “

$

&

%

u0 ˆ
1´ qn`1

1´ q
si q ­“ 1

u0 ˆ pn` 1q si q “ 1

Plus généralement, la somme des termes consécutifs d’une suite arithmétique est
donnée par la formule :

Soit punq une suite géométrique de raison q ;

n
ÿ

k“p

uk “

$

&

%

up ˆ
1´ qn´p`1

1´ q
si q ­“ 1

up ˆ pn´ p` 1q si q “ 1

Exercice 2.
Lors d’une épidémie, si chaque individu infecté contamine deux personnes saines,
donner une estimation moyenne du nombre de personnes ayant contracté la maladie
après 4 mois sachant qu’initialement un seul individu est contaminé, que la période
de contagiosité est de 10 jours et que la maladie est immunisante. Combien de décès
surviendront environ si la maladie a un taux de létalité de 0, 5% ?
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4. Suites arithmetico-géométriques

Définition 4.
Une suite punqn est dite arithmetico-géométrique lorsqu’il existe deux réels a et b tels
que pour tout n P N :

un`1 “ aˆ un ` b

Remarques.

‚ La fonction de récurrence est fpxq “ ax` b ; c’est une fonction affine.

‚ Elles généralisent les suites arithmétiques et géométriques :

– Lorsque a “ 1, c’est une suite arithmétique de raison b.

– Lorsque b “ 0, c’est une suite géométrique de raison a.

Expression de un en fonction de n.

Lorsque a ­“ 1 et b ­“ 0 (sinon la suite est arithmétique ou géométrique et dans ce cas
on sait faire), déterminer l’expression de un en fonction de n s’effectue par la méthode
suivante.

On pose vn “ un´I pour un réel I. Alors la suite pvnq vérifie la relation de récurrence :

vn`1 “ un`1 ´ I “ aun ` b´ I “ apun ´ Iq ` aI ` b´ I “ avn ` b` pa´ 1q ˆ I.

vn`1 “ aˆ vn ` b` pa´ 1q ˆ I
Maintenant on choisit I de sorte que la suite pvnq soit géométrique de raison a, c’est à
dire si et seulement si :

b` pa´ 1qI “ 0 ðñ aI ` b “ I ðñ fpIq “ I ðñ I “
b

1´ a
.

Il y a une unique solution, appelée le point fixe de la fonction de récurrence. Pour cette
valeur, pvnq est géométrique de raison a et donc :

@n P N, vn “ an ˆ v0 avec v0 “ u0 ´ I

Et finalement :

un ´ I “ an ˆ pu0 ´ Iq

ùñ un “ an ˆ pu0 ´ Iq ` I avec I “
b

1´ a
.

On obtient l’expression de un en fonction de n.
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Méthode. Pour obtenir l’expression de un en fonction de n.
Si a ­“ 1 et b ­“ 0 ; sinon on se reporte aux résultats des suites arithmétiques ou
géométrique.
‚ Soit I le point fixe de la fonction de récurrence, i.e. fpIq “ I.
‚ La suite vn “ un ´ I est géométrique de raison a et de premier terme u0 ´ I.
‚ On en déduit l’expression, de vn en fonction de n, puis celle de un en fonction de n.

Exemple. Déterminer l’expression de un en fonction de n lorsque :

u0 “ 1 et @n P N un`1 “ 2un ` 1

Soit I point fixe de fpxq “ 2x` 1 :

I “ 2I ` 1 ùñ I “ ´1

alors vn “ un ´ I “ un ` 1 est géométrique de raison 2 et de premier terme u0 ´ I “
1` 1 “ 2 ; ainsi @n P N :

vn “ 2n ˆ v0 “ 2n`1

ùñ un ` 1 “ 2n`1 ùñ un “ 2n`1 ´ 1

Exercice 3. Une source alimente un réservoir d’eau ; son débit est de 200 ` par jour.
À la fin de chaque journée on prélève la moitié de la réserve. Initialement la réserve
contient 1224 `. Combien en contient-elle après 10 jours révolus ?
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5. Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Définition 5.
Une suite punqnPN est récurrente linéaire d’ordre 2 si il existe deux réels a et b, tel que
pour tout n P N :

un`2 “ aun`1 ` bun
Elle est bien définie par la donnée de cette relation de récurrence et de ses deux premiers
termes u0 et u1.

Exemple. La suite de Fibonacci :

u0 “ 0, u1 “ 1, @n P N, un`2 “ un ` un`1.

‚ Expression de un en fonction de n.

On suppose que pa, bq ­“ p0, 0q ; sinon un “ 0 dès que n ě 2.

Nous allons chercher des suites particulières vérifiant la relation de récurrence et dont
on sait donner l’expression en fonction de n, puis nous vérifierons que parmi la famille
trouvée, une seule a pour premiers termes u0 et u1 ; ce sera donc la suite recherchée, et
elle nous donnera l’expression de un en fonction de n.

Cherchons quelles sont les suites géométriques non nulles satisfaisant la relation de
récurrence ; ainsi soit un “ u0 ˆ r

n avec u0 ­“ 0 et r ­“ 0 et telle que :

un`2 “ aun`1 ` bun p˚q

ðñ u0 ˆ r
n`2

“ aˆ u0 ˆ r
n`1

` bˆ u0 ˆ r
n

ðñ rn`2 “ aˆ rn`1 ` bˆ rn en divisant par u0

ðñ r2 “ ar ` b en divisant par rn

On appelle équation caractéristique :

r2 ´ ar ´ b “ 0

Pour chaque solutions r0 de l’équation caractéristique, toute suite géométrique de raison
r0 vérifie la relation de récurrence p˚q.

L’équation caractéristique a pour discriminant ∆ “ a2 ` 4b.

‚ Premier cas. Si ∆ ą 0. L’équation caractéristique a deux solutions réelles dis-
tinctes. :

r1 “
a´

?
∆

2
; r2 “

a`
?

∆

2
pour tous réels α et β les suites géométriques αrn1 et βrn2 vérifie la relation de (*) :

αrn`21 “ aˆ αrn`11 ` bˆ αrn1

βrn`22 “ aˆ βrn`12 ` bˆ βrn2

Mais alors pout tout pα, βq P R2 la suite vn “ αrn1 ` βrn2 satisfait aussi la relation de
récurrence p˚q puisque en ajoutant les deux relations précédentes :

αrn`21 ` βrn`22 “ aˆ αrn`11 ` bˆ αrn1 ` aˆ βr
n`1
2 ` bˆ βrn2

“ aˆ
`

αrn`11 ` βrn`12

˘

` bˆ pαrn1 ` βr
n
2 q

ùñ vn`2 “ avn`1 ` bvn
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Peut-on trouver des valeurs de α et β telles que la suite pvnq ait pour premiers termes
v0 “ u0 et v1 “ u1 ? C’est-à-dire :

v0 “ αr01 ` βr
0
2 “ α ` β “ u0

v1 “ αr11 ` βr
1
2 “ αr1 ` βr2 “ u1

Pour cela on cherche à résoudre le système d’inconnues α et β :
"

α ` β “ u0 L1

r1α ` r2β “ u1 L2
ðñ

"

α ` β “ u0
pr2 ´ r1qβ “ u1 ´ r1u0 L2 ´ r1L1

ðñ
r2´r1 ­“0

$

&

%

α ` β “ u0

β “
u1 ´ r1u0
r2 ´ r1

ðñ

$

’

&

’

%

α “ u0 ´
u1 ´ r1u0
r2 ´ r1

β “
u1 ´ r1u0
r2 ´ r1

ðñ

$

’

&

’

%

α “
r2u0 ´ u1
r2 ´ r1

β “
u1 ´ r1u0
r2 ´ r1

Ainsi il existe un unique couple de réels pα, βq tels que vn “ αrn1 `βr
n
2 vérifie la relation

de récurrence p˚q et ait pour premiers termes v0 “ u0 et v1 “ u1. Pour ces valeurs de
pα, βq, les suites pvnq et punq sont égales. Cela fournit l’expression de un en fonction de
n.

Lorsque ∆ ą 0 : pour tout n P N :

un “
r2u0 ´ u1
r2 ´ r1

ˆ rn1 `
u1 ´ r1u0
r2 ´ r1

ˆ rn2

‚ Deuxième cas : Si ∆ ă 0.

L’équation caractéristique : r2 ´ ar ´ b “ 0 a deux racines complexes conjuguées :

r1 “
a` i δ

2
; r2 “

a´ i δ

2
avec δ2 “ ∆.

Alors il existe ρ “ |r1| “ |r2| P R˚` et θ P R tels que :

r1 “ ρˆ ei θ ; r2 “ ρˆ e´i θ

Soient pα, βq P C2 et vn “ αrn1 ` βrn2 . Le même système que dans le cas ∆ ą 0 montre
que pour :

α “
r2u0 ´ u1
r2 ´ r1

; β “
u1 ´ r1u0
r2 ´ r1

v0 “ u0 et v1 “ u1. Mais α et β sont des complexes. Aussi obtenons une expression
réelle de un en fonction de n.

Remarquons que puisque r1 et r2 sont conjugués, α et β sont aussi conjugués. En
effet :

α “

ˆ

r2u0 ´ u1
r2 ´ r1

˙

“
r2u0 ´ u1
r2 ´ r1

“
r1u0 ´ u1
r1 ´ r2

“
u1 ´ r1u0
r2 ´ r1

“ β

Ainsi @n P N :

un “ αrn1 ` βr
n
2

“ αρn ˆ einθ ` βρn ˆ e´inθ

“ ρn
`

αeinθ ` βe´inθ
˘

“ ρn
´

ˆ

α ` β

2
`
α ´ β

2

˙

loooooooooomoooooooooon

“α

einθ `

ˆ

α ` β

2
´
α ´ β

2

˙

loooooooooomoooooooooon

“β

e´inθ
¯
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“ ρn
´α ` β

2
ˆ
`

einθ ` e´inθ
˘

`
α ´ β

2
ˆ
`

einθ ´ e´inθ
˘

¯

“ ρn
´ α ` β

2
loomoon

“RepαqPR

ˆ2ˆ cospnθq `
α ´ β

2
loomoon

“i ImpαqPiR

ˆ2i ˆ sinpnθq
¯

Ainsi en posant :

A “ α ` β P R ; B “ pα ´ βq ˆ i P R
il existe deux réels A et B tels que pour tout n P N :

un “ ρn ˆ pA cospnθq `B sinpnθqq

avec : ρ “ |r1| et θ ” argpr1q r2πs.

‚ Troisième cas. Si ∆ “ 0.

Dans ce cas l’équation caractéristique a une unique solution r0 “
a

2
. Alors vn “ αrn0

vérifie la relation p˚q, mais v0 “ α et v1 “ αr0 ne permet pas général de choisir α pour
que v0 “ u0 et v1 “ u1.

Aussi cherchons une autre suite satisfaisant p˚q. Soit β un réel quelconque et wn “
β ˆ nrn0 . Alors :

wn`2 “ βpn` 2qrn`20 , et

awn`1 ` bwn “ aβpn` 1qrn`10 ` bβnrn0
“ βrn0 ˆ papn` 1qr0 ` bnq

“ βrn0 ˆ
´

n par0 ` bq
looomooon

“r20

` a
loomoon

“2r0

r0

¯

“ βrn0 ˆ
`

nr20 ` 2r20
˘

“ βpn` 2qrn`20 “ wn`2

Ainsi pwnq satisfait p˚q pour tout réel β. Et donc @pα, βq P R2, vn “ αrn0 ` β ˆ nrn0
satisfait la relation de récurrence p˚q.

Déterminons s’il existe des réels α et β tels que pvnq ait pour premiers termes u0 et
u1.
"

αr00 ` β ˆ 0ˆ r00 “ u0
αr10 ` β ˆ 1ˆ r10 “ u1

ðñ

"

α “ u0
αr0 ` β ˆ r0 “ u1

ðñ

"

α “ u0
β ˆ r0 “ u1 ´ u0r0

Premier sous-cas : si r0 ­“ 0 alors :
$

&

%

α “ u0

β “
u1 ´ u0r0

r0

Deuxième sous-cas : si r0 “ 0 alors a “ 0 et r0 “ a{2 est racine de r2 ´ b donc b “ 0.
Ainsi pa, bq “ p0, 0q ; cas que l’on a exclu.

Ainsi lorsque ∆ “ 0, il existe pα, βq P R2 tels que pour tout n P N :

un “ αrn0 ` β ˆ nˆ r
n
0

Finalement nous venons d’établir :
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Théorème 1.
Soient pa, bq ­“ p0, 0q et punqnPN tel que pour tout n P N :

un`2 “ aun`1 ` bun
On considère l’équation caractéristique associée :

r2 ´ ar ´ b “ 0 p˚q

et son discriminant ∆ “ a2 ` 4b.
‚ Si ∆ ą 0 ; soient r1, r2 les deux solutions réelles distinctes de pECq. Il existe un
unique couple de réels pα, βq tel que pour tout n P N :

un “ α ˆ rn1 ` β ˆ r
n
2

‚ Si ∆ ă 0 ; soient r1, r2 les deux solutions complexes conjuguées de pECq. Il existe un
unique couple de réels pα, βq tel que pour tout n P N :

un “ ρn ˆ pα ˆ cospnθq ` β ˆ sinpnθqq

où ρ “ |r1| et θ ” argpr1q r2πs.

‚ Si ∆ “ 0 ; soit r0 l’unique solution de pECq. Il existe un unique couple de réels pα, βq
tel que pour tout n P N :

un “ pα ` β ˆ nq ˆ r
n
0

Exemple. Expression en fonction de n de la suite de Fibonacci :

punqn :

$

&

%

u0 “ 0

u1 “ 1

@n P N, un`2 “ un`1 ` un

L’équation caractéristique associée est :

r2 ´ r ´ 1 “ 0 pECq

qui admet pour discriminant ∆ “ p´1q2 ` 4 “ 5 ą 0 et pour racines :

r1 “
1`

?
5

2
; r2 “

1´
?

5

2
Ainsi il existe deux réels α, β tels que un “ αrn1 ` βr

n
2 ; déterminons α et β :

$

&

%

α ` β “ 0

α ˆ
1`

?
5

2
` β ˆ

1´
?

5

2
“ 1

ðñ

"

α ` β “ 0

α ` β `
?

5ˆ pα ´ βq “ 2

ðñ

"

β “ ´α

2
?

5ˆ α “ 2
ðñ

#

α “ 1?
5

β “ ´ 1?
5

Ainsi pour tout n P N :

un “
1
?

5
ˆ

ˆ

1`
?

5

2

˙n

´
1
?

5
ˆ

ˆ

1´
?

5

2

˙n
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Exercice 4. Déterminer l’expression de un en fonction de n dans chacun des cas
suivants :

a)
u0 “ ´1, u1 “ 2, un`2 “ 4un`1 ´ 4un

b)
u0 “ 4, u1 “ 5, un`2 “ 3un`1 ´ 2un

c)

u0 “ 1, u1 “
?

3´
1

2
, un`2 “ ´un`1 ´ un
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