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Chapitre 8

Dérivées, primitives, intégrales
http://www.i2m.univ-amu.fr/perso/jean-philippe.preaux/

Nous revoyons dans ce chapitre les dérivées et primitives usuelles. Nous revoyons
ensuite la notion d’intégrale vue au Lycée.

La plupart des résultats seront admis pour l’instant. Leur démonstration est repoussée
à des chapitres ultérieurs au second semestre, celui sur la dérivation, ainsi que celui sur
l’intégration.

Dans ce chapitre toutes les fonctions sont à valeurs réelles, et sauf précision contraire,
d’une seule variable réelle.

1. Calcul de dérivée d’une fonction d’une variable réelle.

1.1. Rappel.

Définition 1. Soit f une fonction, et Df Ă R son domaine de définition.

‚ On dit que f est dérivable en x0 P Df si x0 appartient à un intervalle I Ă Df et si le

taux d’accroissement de f en x0 :

fpxq ´ fpx0q

x´ x0
a une limite finie lorsque x tend vers x0 ; c’est le nombre dérivé de f en x0 ; il est noté :

f 1px0q ou
df

dx
px0q

‚ Le sous-ensemble de Df des réels x0 en lesquels f est dérivable, s’appelle le
domaine de dérivabilité de f .

‚ La fonction dérivée de f est définie sur le domaine de dérivabilité de f ; elle est notée :

f 1 ou
df

dx

Elle associe à x0 le nombre dérivée f 1px0q (ou
df

dx
px0q.)

Exemple. La fonction racine carrée x ÞÝÑ
?
xest définie sur R` et dérivable sur R˚`.

Sa dérivée est :

x ÞÝÑ
1

2
?
x

En effet :
?
x´

?
x0

x´ x0
“

?
x´

?
x0

x´ x0
ˆ

?
x`

?
x0

?
x`

?
x0

looooomooooon

“1

“
x´ x0
x´ x0
loomoon

“1

ˆ
1

?
x`

?
x0
ÝÑ
xÑx0

1

2
?
x0

1.2. Dérivées des fonctions usuelles.

Les valeurs des dérivées suivantes sont à connâıtre.
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Formulaire de dérivation
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é
ri

v
é
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1.3. Dérivées de somme, produit ou quotient.

Propriété 1.
Si les fonctions f et g sont dérivables sur un intervalle I, alors les fonctions f ` g, λf
(où λ est un réel) et f ˆ g sont dérivables sur I et :

pf ` gq1 “ f 1 ` g1 ; pλfq1 “ λf 1 ; pf ˆ gq1 “ f 1g ` fg1

Si de plus g ne s’annule pas sur I, alors les fonctions
1

g
et
f

g
sont dérivables et :

ˆ

1

g

˙1

“ ´
g1

g2
;

ˆ

f

g

˙1

“
f 1g ´ fg1

g2

Exemple. Soit fpxq “ x lnpxq ; alors f est dérivable sur R˚` et :

f 1pxq “ lnpxq ` xˆ
1

x
“ lnpxq ` 1

Ainsi en posant gpxq “ x lnpxq ´ x :

g1pxq “ lnpxq

Autrement dit g est une primitive de ln.

1.4. Dérivée d’une composée.

On connait deja certaines formules permettant de calculer la dérivée de certaines
fonctions composées : soit n P N˚ :

fpxq lnpuq
1

u

?
u un eu cospuq sinpuq tanpuq

f 1pxq
u1

u

´u1

u2
u1

2
?
u

u1nun´1 u1eu ´u1 sinpuq u1 cospuq
u1

cospuq2

Elles se généralisent par la formule de dérivation d’une composée :

Théorème 2.
Soient I et J deux intervalles, f : I ÝÑ R et g : J ÝÑ R avec fpIq Ă J . Si f est
dérivable sur I et g est dérivable sur J alors la composée g ˝ f est dérivable sur I et :

pg ˝ fq1 “ pg1 ˝ fq ˆ f 1

Démonstration. Voir Chapitre ”Dérivation”. �

Remarque. Avec les notations
d

dx
, la formule s’écrit :

d pg ˝ fq

dx
pxq “

dg

dx
pfpxqq ˆ

df

dx
pxq.

Exercice 1.
Déterminer le domaine de dérivabilité et la dérivée de :

f : x ÞÝÑ lnpx2 ` x` 1q ; g : x ÞÝÑ ln

ˆ

2x` 1

2x´ 1

˙

; h : x ÞÝÑ
?
x2 ` 3x` 2
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2. Dérivées partielles d’une fonction de 2 variables réelles

Définition 2.
‚ Une fonction f de deux variables réelles associe à tout couple de réel px, yq P R2 au
plus un réel, noté fpx, yq, appelé image de px, yq par f .

‚ L’ensemble des couples px, yq P R2 admettant une image par f , ou autrement dit en
lesquels fpx, yq existe, est appelé domaine de définition de f ; c’est une partie de R2,
notée :

Df “

!

px, yq P R2
| fpx, yq existe

)

Exemple. La fonction f : px, yq ÝÑ
lnpxyq

x` y
est définie lorsque :

"

xy ą 0 et

x` y “ 0

C’est à dire lorsque x et y sont de même signe et non nuls. Ainsi :

Df “
`

R˚´ ˆ R˚´
˘

Y
`

R˚` ˆ R˚`
˘

Ă R2

Par exemple :

fp1, 1q “ 0 “ fp´1,´1q, fp1, eq “ fpe, 1q “
1

e` 1
, fp1, 2q “

1

3
lnp2q

Définition 3.
Donnée f : px, yq ÞÝÑ fpx, yq une fonction de deux variables reélles, on définit en tout
px0, y0q P R2 :
‚ La première fonction partielle :

fxy0 : x ÞÝÑ fpx, y0q

‚ La seconde fonction partielle :

f yx0 : y ÞÝÑ fpx0, yq

Ce sont deux fonctions réelles d’une variable réelle.

Exemple. f : px, yq ÝÑ
lnpxyq

x` y
a pour fonctions partielles en tout point px0, y0q P Df :

fxy0 : x ÞÝÑ
lnpxˆ y0q

x` y0

f yx0 : y ÞÝÑ
lnpx0 ˆ yq

x0 ` y

Bien sur :
fxy0px0q “ f yx0py0q “ fpx0, y0q.

Définition 4.
Soit f : px, yq ÞÝÑ fpx, yq et px0, y0q P Df ; on dit que :

‚ f admet une dérivée partielle par rapport à x en px0, y0q si la première fonction
partielle fxy0 est dérivable en x0 ; dans ce cas on note :

Bf

Bx
px0, y0q “

`

fxy0
˘1
px0q
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‚ f admet une dérivée partielle par rapport à y en px0, y0q si la seconde fonction partielle
f yx0 est dérivable en y0 ; dans ce cas on note :

Bf

By
px0, y0q “

`

f yx0
˘1
py0q

Exemple. Soit f : px, yq ÞÝÑ
lnpxyq

x` y
; f est définie sur Df “

`

R˚´ ˆ R˚´
˘

Y
`

R˚` ˆ R˚`
˘

et admet des dérivées partielles en tout px, yq P Df :

Bf

Bx
px, yq “

y
xy
ˆ px` yq ´ lnpxyq ˆ 1

px` yq2
“
x` y ´ x lnpxyq

xpx` yq2

Bf

By
px, yq “

x
xy
ˆ px` yq ´ lnpxyq ˆ 1

px` yq2
“
x` y ´ y lnpxyq

ypx` yq2

Méthode. Dans la pratique :
– Pour calculer une dérivée partielle par rapport à x :

On dérive par rapport à x en traitant y comme une constante.
– Pour calculer une dérivée partielle par rapport à y :

On dérive par rapport à y en traitant x comme une constante.

Exercice 2. Déterminer le domaine de définition et les dérivées partielles là où elles
existent pour :

f : px, yq ÞÝÑ
a

1´ x2 ´ y2
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3. Calcul de primitives

Dans toute cette partie I désigne un intervalle non réduit à un point, et f une fonction
une fonction réelle d’une variable réelle définie sur I.

3.1. Rappels.

Définition 5.
‚ On appelle primitive de f sur I toute fonction F dérivable sur I et vérifiant F 1 “ f .
On note :

F “

ż

fptqdt ou F “

ż

f.

et

et F pxq “

ż x

fptqdt ou F pxq “

ż

fpxqdx

‚ Le domaine de validité est le plus grand sous-ensemble de R où f et F sont définies,
F est dérivable et F 1 “ f .

Remarques.

‚ La variable t est muette : F n’en dépend pas, et on peut l’échanger contre toute autre.
Toutes ces notations sont en fait un peu abusives mais tolérées.

‚ Ne pas oublier l’élément différentiel dt. Il sera particulièrement important pour la
méthode de changement de variable.

On rappelle les résultats fondamentaux suivants :

Propriété 3. Si f admet une primitive F sur I alors elle en admet une infinité, toutes
égales à une constante additive près. Plus précisément :

Soit F une primitive de f ; G est une primitive de f ssi D c P R, G “ F ` c.

Démonstration.�� ��ñ Si F est primitive de f sur I alors @x P I :

F 1pxq “ fpxq

et donc :
pF ` cq1 pxq “ F 1pxq “ fpxq

ainsi la fonction F ` c : x ÞÝÑ F pxq ` c est aussi une primitive de f sur I.�� ��ð Soient F et G deux primitives de f sur I. Alors leur différence G´F est dérivable
sur l’intervalle I et :

pG´ F q1 “ f ´ f “ 0
Donc la fonction G´ F est constante sur l’intervalle I :

Dc P R, G´ F “ c

et donc G “ F ` c. �

Exemple. La fonction x ÞÝÑ x lnpxq´x est une primitive de ln sur R˚` ; les primitives
de ln sont toutes les fonctions de la forme x ÞÝÑ x lnpxq ´ x` c avec c P R.

Remarque. Attention, l’abus de notation cité ci-dessus s’illustre ici par :

F “

ż

f et G “

ż

f ùñ Dc P R, F “ G` c
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Théorème 4.
Toute fonction continue sur I y admet des primitives.

Démonstration. Dans le chapitre ”Intégration”.

3.2. Calcul de primitives.

3.2.1. Primitives des fonctions usuelles.
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Démonstration. Beaucoup s’obtiennent facilement par lecture inversée du tableau
de dérivation et par linéarité de la dérivation ou dérivation d’une composée. Pour les
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autres :

si x ą 0 :

ż

?
xdx “

ż

x
1
2dx “

x
1
2
`1

1
2
` 1

“
x

3
2

3
2

“
2

3
x

3
2 “

2

3
x
?
x et lim

xÑ0

2
3
x
?
x´ 0

x´ 0
“ 0 “

?
0

La fonction x ÞÝÑ ln |x| est définie sur R˚.
Sa restriction à R˚` est x ÞÝÑ lnpxq qui est dérivable de dérivée x ÞÝÑ 1

x
.

Sa restriction à R˚´ est x ÞÝÑ lnp´xq qui est dérivable de dérivée x ÞÝÑ p´1q ˆ 1
´x
“ 1

x
.

Ainsi :
ż

1

x
“ ln |x|

La fonction x ÞÝÑ ln |ax ` b| composée de x ÞÝÑ ax ` b suivie de x ÞÝÑ ln |x| est donc
dérivable partout où elle est définie et :

pln |ax` b|q1 “ aˆ
1

ax` b
Par linéarité de la dérivation, on a donc :

ż

1

ax` b
dx “

1

a
ln |ax` b|

La fonction tanpxq “
sinpxq

cospxq
“ ´

cos1pxq

cospxq
a par linéarité de la dérivation pour primitive :

ż

tanpxqdx “ ´ ln | cospxq|

�

Exercice 3. Calculer :
ż

1
?
x
dx “

ż

x
?
xdx “

ż

1

x
?
x
dx “

3.3. Reconnaissance de primitive. Le tableau des primitives usuelles sera appliqué
pour le calcul de primitives avec certaines propriétés des primitives.

La plus importante et la plus simple et la linéarité de la primitivation ; elle découle
de la linéarité de la dérivation.

Propriété 5. Linéarité de la primitivation.
Pour toutes fonctions f et g admettant des primitives sur I, et pour tout scalaire λ P R :

ż

f ` g “

ż

f `

ż

g
ż

λf “ λ

ż

f

Démonstration. Cela découle de la linéarité de la dérivation. En effet, soient F et G
des primitives respectives de f et g :

9
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pF `Gq1 “ F 1 `G1 “ f ` g ùñ

ż

f ` g “

ż

f `

ż

g

pλF q1 “ λF 1 “ λf ùñ

ż

λf “ λ

ż

f �

Exercice 4. Déterminer une primitive de x ÞÝÑ sin3pxq.

(Principe : linéariser sin3pxq pour appliquer la linéarité de la primitivation.)

L’autre propriété essentielle pour calculer une primitive est la suivante ; elle découle
de la dérivée d’une composée.

Propriété 6.
Soient f une fonction continue sur un intervalle J , et u une fonction dérivable sur un
intervalle I avec upIq Ă J .
Soit F une primitive de f , alors :

fpuq ˆ u1 a pour primitive F puq

Démonstration. Par hypothèse, la fonction F ˝ u est bien définie et dérivable sur I.
Sa dérivée est :

pF ˝ uq1 “ pF 1 ˝ uq ˆ u1 “ fpuq ˆ u1

Ainsi :
ż

fpuq ˆ u1 “ F ˝ u “ F puq

�

En appliquant cette propriété avec des fonctions usuelles, on obtient le tableau sui-
vant des primitives à savoir reconnâıtre, pour u une fonction dérivable sur un domaine
à déterminer :
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Fonction
u1

u

u1

u2
u1
?
u

un ˆ u1 u1eu psinuq ˆ u1 pcosuq ˆ u1
u1

1` u2

Primitive ln |u| ´
1

u
2
?
u

1

n` 1
un`1 eu ´ cosu sinu arctanu

Exercice 5. Calculer les primitives suivantes :
ż

xe´x
2

dx “
ż

x
?
x2 ` 1

dx “

ż

1

tanpxq cos2pxq
dx “

ż

x` 1

1` x2
dx “

ż

sinpxq cospxq

1` cos4pxq
dx “

3.4. Primitivation par partie.

Le calcul de primitive découlant de la formule de dérivation d’un produit s’appelle
la primitivation par partie. Pour énoncer le résultat nous aurons besoin de la définition
suivante :

Définition 6. Une fonction f dérivable sur un intervalle I et dont la dérivée f 1 est
continue sur I est dite de classe C 1.

Théorème 7.
Si u et v sont deux fonctions de classe C 1 sur un intervalle I, alors :

ż

u1v “ uv ´

ż

uv1

Démonstration. Puisque u et v sont de classe C sur I, les quatre fonctions u, v, u1, v1

sont continues sur I. Ainsi u1v et uv1 étant continues sur I, comme produits de fonctions
continues, elles y admettent des primitives.

Par dérivation d’un produit :
puvq1 “ u1v ` uv1

En primitivant terme à terme :

uv “

ż

puvq1 “

ż

pu1v ` uv1q “

ż

u1v `

ż

uv1

(à une constante additive près). Donc :
ż

u1v “ uv ´

ż

uv1

�
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Exemples.

‚

ż

xexdx “ xex ´

ż

exdx “ xex ´ ex “ px´ 1qex

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

u “ ex u1 “ ex

v “ x v1 “ 1

‚

ż

x2exdx “ x2ex ´ 2

ż

xex “ x2ex ´ 2px´ 1qex “ px2 ´ 2x` 2qex

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

u “ ex u1 “ ex

v “ x2 v1 “ 2x

‚

ż

lnpxqdx “ x lnpxq ´

ż

x

x
dx “ x lnpxq ´ x

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

u “ x u1 “ 1

v “ lnpxq v1 “ 1
x

‚

ż

cospxqexdx “ cospxqex `

ż

sinpxqexdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

u “ ex u1 “ ex

v “ cospxq v1 “ ´ sinpxq

“ cospxqex ` sinpxqex ´

ż

cospxqexdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

u “ ex u1 “ ex

v “ sinpxq v1 “ cospxq

ùñ

ż

cospxqexdx “
1

2
pcospxq ` sinpxqq ex

“

?
2

2
cos

´

x´
π

4

¯

ex

Exercice 6. Calculer à l’aide de primitivations par partie :

ż

x lnpxqdx “

ż

arctanpxqdx “

ż

x arctanpxqdx “
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4. Calcul intégral

Une des motivations au calcul de primitive est le calcul d’intégrale. Nous rappelons
ici succinctement les notions sur l’intégrale abordés en Terminale. Nous les étudierons
plus en détail dans le chapitre ”Intégration”.

4.1. Définition et interprétation.

Proposition-Définition 7.

Soit f : I ÝÑ R une application continue et soient pa, bq P I2. Si F et G sont deux
primitives de f alors :

F pbq ´ F paq “ Gpbq ´Gpaq
Le réel F pbq ´ F paq est appelé intégrale de f de a à b et noté :

ż b

a

fptqdt.

Démonstration. Sous ces hypothèses, Dc P R tel que F “ G` c et donc :

F pbq ´ F paq “ Gpbq ` c´ pGpaq ` cq “ Gpbq ` c´Gpaq ´ c “ Gpbq ´Gpaq

�

On note : rF sba “ F pbq ´ F paq.

Comme conséquence immédiate :

Propriété 8.
ż b

a

fptqdt “ ´

ż a

b

fptqdt ;

ż a

a

fptqdt “ 0.

Exercice 7. Calculer les intégrales :
ż 1

0

1

1` x
dx “

ż 1

´1

x

1` x2
dx “

On a aussi la propriété fondamentale :

Propriété 9. Sous ces mêmes hypothèses, l’unique primitive de f s’annulant en a est :

F pxq “

ż x

a

fptqdt.

Démonstration. Par définition, F pxq “ Gpxq ´ Gpaq où G est une primitive de f .
Alors d’une part F 1pxq “ G1pxq “ fpxq donc F est une primitive de f et d’autre part
F paq “ Gpaq ´Gpaq “ 0. �

‚ Interprétation géométrique
Nous démontrerons au chapitre ”Intégration” :

Géométriquement,

ż b

a

fptqdt est l’aire algébrique délimitée par Cf , pOxq, et les droites

verticales x “ a et x “ b.

13
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Où ”aire algébrique” signifie que les aires des domaines au-dessus de l’axe des abscisses
sont comptées positivement, et celles en dessous le sont négativement.

a
−

b+
+

−

4.2. Propriétés. Soient f et g deux applications continues sur un intervalle I et a, b, c
trois réels dans I.

Propriété 10. (Relation de Chasles)
ż c

a

fptqdt “

ż b

a

fptqdt`

ż c

b

fptqdt.

Démonstration. Soit F une primitive de f :
ż b

a

fptqdt`

ż c

b

fptqdt “ F pbq ´ F paq ` F pcq ´ F pbq “ F pcq ´ F paq “

ż c

a

fptqdt.

�

Propriété 11. (Linéarité de l’intégrale)

@pλ, µq P R2,

ż b

a

pλfptq ` µgptqqdt “ λ

ż b

a

fptqdt` µ

ż b

a

gptqdt.

Démonstration. Soient F et G des primitives de f et g. Alors λF ` µG est une
primitive de λf ` µg et donc :

ż b

a

pλfptq ` µgptqqdt “ pλF ` µGqpbq ´ pλF ` µGqpaq

“ λF pbq ` µGpbq ´ pλF paq ` µGpaqq

“ λpF pbq ´ F paqq ` µpGpbq ´Gpaqq

“ λ

ż b

a

fptqdt` µ

ż b

a

gptqdt.

�

Propriété 12. (Positivité)

Si a ď b et si @x P ra, bs, fpxq ě 0, alors :
ż b

a

fptqdt ě 0.

Démonstration. Une primitive F de f est croissante sur ra, bs et donc
şb

a
fptqdt “

F pbq ´ F paq ě 0. �
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4.3. Intégration par partie.

Théorème 13.
Si u et v sont deux fonctions de classe C 1 sur un intervalle I, alors @pa, bq P I2,

ż b

a

u1ptqvptqdt “ ruˆ vsba ´

ż b

a

uptqv1ptqdt

Démonstration. Puisque u et v sont de classe C 1, u, v, u1, v1 sont continues et donc
u1v et uv1 admettent des primitives sur I.
Puisque puˆ vq1 “ u1 ˆ v ` uˆ v1, par linéarité

ż

u1 ˆ v “

ż

ppuˆ vq1 ´ uˆ v1q “

ż

puˆ vq1 ´

ż

uˆ v1 “ uˆ v ´

ż

uˆ v1

à une constante additive près. Ainsi :
ż b

a

u1ptqvptqdt “ ruˆ vsba ´

ż b

a

uptqv1ptqdt

�

Exemple. Calculer

ż 1

0

arctanptqdt.

On pose :

uptq “ arctanptq u1ptq “
1

1` t2

vptq “ t v1ptq “ 1

u et v sont de classe C 1 sur R ;
ż 1

0

arctanptqdt “

ż 1

0

uˆ v1ptqdt

“ ruptq ˆ vptqs10 ´

ż 1

0

u1 ˆ vptqdt

“ rtˆ arctanptqs10 ´

ż 1

0

t

1` t2
dt

“ arctanp1q ´
1

2
ˆ
“

lnp1` t2q
‰1

0
“

π

4
´

ln 2

2
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