Chapitre 8
Dérivées, primitives, intégrales

http://www.i2m.univ-amu.fr/perso/jean-philippe.preaux/

Nous revoyons dans ce chapitre les dérivées et primitives usuelles. Nous revoyons
ensuite la notion d’intégrale vue au Lycée.

La plupart des résultats seront admis pour I'instant. Leur démonstration est repoussée
a des chapitres ultérieurs au second semestre, celui sur la dérivation, ainsi que celui sur
I'intégration.

Dans ce chapitre toutes les fonctions sont a valeurs réelles, et sauf précision contraire,
d’une seule variable réelle.

1. CALCUL DE DERIVEE D’UNE FONCTION D’UNE VARIABLE REELLE.

1.1. Rappel.

Définition 1. Soit f une fonction, et Iy < R son domaine de définition.

e On dit que f est dérivable en xy € Dy si xg appartient a un intervalle I < Dy et si le
taux d’accroissement de f en xq :

f(@) = f(zo)
T — 2o
a une limite finie lorsque x tend vers xg ; c’est le nombre dérivé de f en xq ; il est noté :
) daf
I (o) ou %(xo)
o Le sous-ensemble de Py des réels xo en lesquels f est dérivable, s’appelle le
domaine de dérivabilité de f.

e La fonction dérivée de f est définie sur le domaine de dérivabilité de f ; elle est notée :

: df
f ou I
o e df
Elle associe a xq le nombre dérivée f'(xg) (ou a(xo))

Exemple. La fonction racine carrée x — y/zest définie sur R et dérivable sur R¥.
Sa dérivée est :

1
$'—>m
En effet :
VE- VA NEoyE ErE_a—ae 11
r—x9 X —x ﬁ+m_$—I0 VT + /T 220 2,4/T
1 =1

1.2. Dérivées des fonctions usuelles.

Les valeurs des dérivées suivantes sont a connaitre.
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Formulaire de dérivation
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1.3. Dérivées de somme, produit ou quotient.

Propriété 1.
Si les fonctions [ et g sont dérivables sur un intervalle I, alors les fonctions f + g, \f
(ou A est un réel) et f x g sont dérivables sur I et :

(f+9'=f+d 5 QAN =X 5  (fxg) =fg+fd
1
Si de plus g ne s’annule pas sur I, alors les fonctions — et i sont dérivables et :
g g

-5 - (-
g g2 ’ g 92

Exemple. Soit f(z) = zIn(x); alors f est dérivable sur RY et :
1
f'(x) =In(z) + 2 x = =1In(z) + 1
T

Ainsi en posant g(x) = zIn(x) — x :

g'(x) = In(x)
Autrement dit g est une primitive de In.

1.4. Dérivée d’une composée.

On connait deja certaines formules permettant de calculer la dérivée de certaines
fonctions composées : soit n € N* :

1
fl@) [[In(w) | = | Vu u™ et cos(u) sin(u) | tan(u)
1
7 7 7 7
f'(x) % ug 23/@ wnu™ 1t | u'e | —usin(u) | o cos(u) cosléu)Q

Elles se généralisent par la formule de dérivation d’une composée :

Théoréme 2.

Soient I et J deuz intervalles, f : I — R et g: J — R avec f(I) = J. Si f est
dérivable sur I et g est dérivable sur J alors la composée g o f est dérivable sur I et :

(gof) =(gof) xf

Démonstration. Voir Chapitre ”Dérivation”. |

d
Remarque. Avec les notations —, la formule s’écrit :

d(go f)

dx
dg df
2210 () = 97(a)) x L ().

Exercice 1.
Déterminer le domaine de dérivabilité et la dérivée de :

2 1
frz—n@®+z+1) ; g:azr—»ln(x+> i hiz— V22432 +2

2¢ — 1
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2. DERIVEES PARTIELLES D’UNE FONCTION DE 2 VARIABLES REELLES

Définition 2.
e Une fonction f de deuz variables réelles associe a tout couple de réel (x,y) € R? au
plus un réel, noté f(x,y), appelé image de (x,y) par f.

e L’ensemble des couples (z,y) € R* admettant une image par f, ou autrement dit en

lesquels f(x,y) existe, est appelé domaine de définition de f ; c’est une partie de R?,
notée :

Dy = {(x,y) eR? | f(z,y) em’ste}

1
Exemple. La fonction f: (z,y) — n(fy) est définie lorsque :
rry

xy >0 et
r+y+0

C’est a dire lorsque z et y sont de méme signe et non nuls. Ainsi :
Dy = (R*_ X Rf) U (R’i X Ri) c R?

Par exemple :

f(l’l) :0=f(—1,—1)7 f(lve) :f<€,1) = 1

e+1

Cf,2)= S

Définition 3.

Donnée f : (z,y) — f(z,y) une fonction de deux variables reélles, on définit en tout
(%0, 90) € R? :

e La premiere fonction partielle :

;03$’—’f(x;y0)

e La seconde fonction partielle :

v Y — f(zo,y)
Ce sont deux fonctions réelles d’une variable réelle.

In(zy)

Exemple. f: (z,y) — py

a pour fonctions partielles en tout point (xg, yo) € Zs :

. In(z x yo)
fyo L —
T + Yo
y :y’_)ln(:lroxy)
Bien sur :
;0(I0> = 5750(3/0) = f(x0,Y0)-

Définition 4.
Soit f: (x,y) — f(z,y) et (zo,Y0) € Dy ; on dit que :

o [ admet une dérivée partielle par rapport a x en (xg,yo) si la premiére fonction
partielle f, est dérivable en xq ; dans ce cas on note :

L os0) = (1)’ 20)
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1
Exemple. Soit [ : (z,y) — ;1(;5'12) ; [ est définie sur Z; = (R* x R*) U (R% x R¥%)

et admet des dérivées partielles en tout (x,y) € I :

of f—yx(fﬂ"‘y)_ln(fﬂy)Xl x+y—xn(zy)
6_x(x’y) - (x +y)? - z(r +y)?
ﬁ(x y) 25 X (x+y)_1n($3/)><1=x+y—yln(:cy)
oy’ (z +y)? y(z +y)?

Méthode. Dans la pratique :
— Pour calculer une dérivée partielle par rapport a z :

On dérive par rapport a x en traitant y comme une constante.
— Pour calculer une dérivée partielle par rapport a y :

On dérive par rapport a y en traitant z comme une constante.
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3. CALCUL DE PRIMITIVES

Dans toute cette partie I désigne un intervalle non réduit a un point, et f une fonction
une fonction réelle d’une variable réelle définie sur I.

3.1. Rappels.

Définition 5.
e On appelle primitive de [ sur I toute fonction F dérivable sur I et vérifiant F' = f.
On note :

szf(t)dt ou szf.
: et F(z)— f “fdt ou Flz) = J f(z)dz

e Le domaine de validité est le plus grand sous-ensemble de R ou f et F' sont définies,
F est dérivable et F' = f.

Remarques.

e La variable t est muette : F' n’en dépend pas, et on peut 1’échanger contre toute autre.
Toutes ces notations sont en fait un peu abusives mais tolérées.

e Ne pas oublier I’élément différentiel dt. Il sera particulierement important pour la
méthode de changement de variable.

On rappelle les résultats fondamentaux suivants :

Propriété 3. Si f admet une primitive F' sur I alors elle en admet une infinité, toutes
€gales a une constante additive pres. Plus précisément :

Soit F' une primitive de f ; G est une primitive de f sst 3ce R, G = F + c.

Démonstration.

Si F' est primitive de f sur I alors Vx e [ :
F(2) = f(x)

et donc :

(F+0) (z) = F'(2) = f()
ainsi la fonction F' + ¢ : x — F(x) + ¢ est aussi une primitive de f sur I.

Soient F' et G deux primitives de f sur I. Alors leur différence G — F est dérivable
sur 'intervalle I et :
(G-F)=f-f=0
Donc la fonction G — F' est constante sur 'intervalle [ :
dJce R, G—F =c¢
et donc G = F +c. [ |

Exemple. La fonction z — zIn(z) —  est une primitive de In sur R¥ ; les primitives
de In sont toutes les fonctions de la forme  — zIn(x) — x + ¢ avec ¢ € R.

Remarque. Attention, I’abus de notation cité ci-dessus s’illustre ici par :

szf et szf = dceR, F=G+c
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Théoreme 4.
Toute fonction continue sur I y admet des primitives.

Démonstration. Dans le chapitre ”Intégration”.

3.2. Calcul de primitives.

3.2.1. Primitives des fonctions usuelles.
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Démonstration. Beaucoup s’obtiennent facilement par lecture inversée du tableau
de dérivation et par linéarité de la dérivation ou dérivation d’une composée. Pour les
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autres :
1 3
. zztt o2 2 5 2 2/ —0
iz>0": dr = idy = S R— t Iim 3" — 0 =4/0
six f\/ia: JZB x 12 3@ gV et lim =y N}

La fonction 2 — In |x| est définie sur R*.

Sa restriction & R% est # — In(z) qui est dérivable de dérivée z — 2.

Sa restriction a R* est z > In(—x) qui est dérivable de dérivée z — (—1) x L = i

Ainsi :
1
— = In|z|
x

La fonction z — In |az + b| composée de  — ax + b suivie de z — In |x| est donc
dérivable partout ou elle est définie et :

1
ar +b

(In|ax + b)) = a x
Par linéarité de la dérivation, on a donc :

1 1
f dxr = —In|azx + b|
a

ar +b

. .,
La fonction tan(z) = sin(r)  cos'(7)

cos(z)  cos(x)

a par linéarité de la dérivation pour primitive :

Jtan(:c)dx = —In|cos(z)]

Exercice 3. Calculer :

3.3. Reconnaissance de primitive. Le tableau des primitives usuelles sera appliqué
pour le calcul de primitives avec certaines propriétés des primitives.

La plus importante et la plus simple et la linéarité de la primitivation ; elle découle
de la linéarité de la dérivation.

Propriété 5. Linéarité de la primitivation.
Pour toutes fonctions f et g admettant des primitives sur I, et pour tout scalaire A € R :

Jreos 1]y
Jur=afs

Démonstration. Cela découle de la linéarité de la dérivation. En effet, soient F' et G
des primitives respectives de f et ¢ :

9
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(F+G))=F+G=f+g = Jf+g=ff+Jg
()\F)’=>\F’=>\f=>f)\f=)\ff n

L’autre propriété essentielle pour calculer une primitive est la suivante ; elle découle
de la dérivée d’une composée.

Démonstration. Par hypothese, la fonction F o u est bien définie et dérivable sur I.
Sa dérivée est :

(Fou) = (Fou)xu = f(u) xu
Ainsi :
ff(u)xu'=Fou=F(u)
[ |

En appliquant cette propriété avec des fonctions usuelles, on obtient le tableau sui-
vant des primitives a savoir reconnaitre, pour u une fonction dérivable sur un domaine
a déterminer :

10
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3.4. Primitivation par partie.

Le calcul de primitive découlant de la formule de dérivation d'un produit s’appelle
la primitivation par partie. Pour énoncer le résultat nous aurons besoin de la définition
suivante :

Démonstration. Puisque u et v sont de classe € sur I, les quatre fonctions u, v, u’, v’
sont continues sur I. Ainsi v'v et uv’ étant continues sur I, comme produits de fonctions
continues, elles y admettent des primitives.

Par dérivation d’un produit :
(wv) = v'v + u'
En primitivant terme a terme :

uv = J(uv)' = J(u’v +w') = fu'v + Juv'

(2 une constante additive pres). Donc :
fu'v = uv — Juv'

11
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Exemples.

. Jxemdx = ze’ — Jewdaz =ze® — e = (x—1)e”

. J In(z)dz — 2 In(z) f Zir = ain(r) ~ @

u=e" u =e
. Jcos(x)exdx = cos(x)e” + fsin(x)e“’d:c
v =cos(x) v =

= cos(x)e” + sin(x)e” — fcos(x)e””dw

— J cos(x)e"dr =

12
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4. CALCUL INTEGRAL

Une des motivations au calcul de primitive est le calcul d’intégrale. Nous rappelons
ici succinctement les notions sur I'intégrale abordés en Terminale. Nous les étudierons
plus en détail dans le chapitre ”Intégration”.

4.1. Définition et interprétation.

Proposition-Définition 7.
Soit f : I —> R une application continue et soient (a,b) € I?. Si F et G sont deux
primitives de f alors :

F(b) = F(a) = G(b) — G(a)
Le réel F(b) — F(a) est appelé intégrale de f de a a b et noté :

L : F(t)dt.

Démonstration. Sous ces hypotheses, dc € R tel que F' = G + ¢ et donc :
F(b)—F(a) =G((b) +c—(G(a) +¢) = G(b) + ¢ — G(a) — c = G(b) — G(a)

On note : [F]Z = F(b) — F(a).

Comme conséquence immédiate :

Propriété 8.

Lbf(t)dt = - J:f(t)dt : J " oyt = 0.

a

Exercice 7. Calculer les intégrales :

1
1
J dr =
0 1+l‘

1
x
i —
f11+x2 *

On a aussi la propriété fondamentale :

Propriété 9. Sous ces mémes hypotheses, l'unique primitive de f s’annulant en a est :

F(z) = f " Fyt.

Démonstration. Par définition, F'(z) = G(x) — G(a) ou G est une primitive de f.
Alors d’une part F'(z) = G'(x) = f(z) donc F est une primitive de f et d’autre part
F(a) = G(a) — G(a) = 0. |

e Interprétation géométrique
Nous démontrerons au chapitre ”Intégration” :

b
Géométriquement, f f(t)dt est Uaire algébrique délimitée par €f, (Ox), et les droites

a
verticales x = a et x = b.

13
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Ou "aire algébrique” signifie que les aires des domaines au-dessus de I'axe des abscisses
sont comptées positivement, et celles en dessous le sont négativement.

INIPNE

4.2. Propriétés. Soient f et g deux applications continues sur un intervalle I et a, b, ¢
trois réels dans 1.

Propriété 10. (Relation de Chasles)

£}@ﬁ=£}@m+£}@ﬁ

Démonstration. Soit F' une primitive de f :

Jf@ﬁ+£}@ﬁ_mm—m@+m@—ﬂm_m@—ﬂ@_ ()t

Propriété 11. (Linéarité de ’intégrale)

V(A 1) € R2, f (AF(0) + pg(t))dt = A f F(t)dt + f g(t)d.

a a

Démonstration. Soient F' et G des primitives de f et g. Alors AF + puG est une
primitive de A\f + pug et donc :

b
J (AS(8) + pg(t))dt = AF + pG)(b) — (AF + pG)(a)
= AF(b) + pG(b) — (AF(a) + pG(a))
= A(F(b) = F(a)) + u(G(b) — G(a))

=Aff®ﬁ+uJZ@ﬁ.

a

Propriété 12. (Positivité)
Sia<betsiVrelab], f(x) =0, alors :

be(t)dt > 0.

Démonstration. Une primitive F' de f est croissante sur [a,b] et donc SZ f(t)dt
F(b) — F(a) > 0. n

14
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4.3. Intégration par partie.

Théoreme 13.
Siu et v sont deuzx fonctions de classe €' sur un intervalle I, alors ¥(a,b) € I?,
b

b
J o (t)o(t)dt = [u x v]° — J u(t)v' (t)dt

a a

Démonstration. Puisque u et v sont de classe 6™, u, v, , v’ sont continues et donc
u'v et v’ admettent des primitives sur 1.
Puisque (u x v) = ' x v+ u x v/, par linéarité

Ju’xvzj((uxv)'—uxv')zf(uxv)’—fuxv'zuxv—fuxvl

a une constante additive pres. Ainsi :
b

f o' (t)o(t)dt = [u x v]° —f u(t)'(t)dt

a a

1

Exemple. Calculerf arctan(t)dt.
0

On pose :

u(t) = arctan(t) uw'(t) =

v(t) =t V'(t) =1

u et v sont de classe €' sur R;
1 1
f arctan(t)dt = J u x v (t)dt
0 0
1

— [u(t) x v()]! - J o x o(t)dt

0

1
t
1
= [t x arctan(t)], — L T dt
1 o1 |m™  In2
= arctan(l) — 5 X [In(1+¢ )]0 =75
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