Chapitre 9
Equations différentielles linéaires

http://www.i2m.univ-amu.fr/perso/jean-philippe.preaux/

Partie A. Equations différentielles linéaires a coefficients constants

1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU 1ER ORDRE

1.1. Définition ; ensemble des solutions.

Définition 1.

on  appelle  équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficients constants — une
équation de la forme :

y +ay=>b (E)
ou a et b sont des constantes réelles et y est l'inconnue.
Résoudre (E) revient a déterminer toutes les fonctions y dérivables sur R et vérifiant :

Ve eR, y'(x)+axy(x)=>b

Exemple. La fonction f : x — exp(x)—1 est une solution de I’équation différentielle :

/
y—y=1
En effet, f est définie et dérivable sur R, de dérivée f'(x) = exp(z), et donc pour tout

réel x :
f'(x) — f(z) = exp(x) — (exp(z) — 1) =1

Définition 2.
L’équation différentielle :
y +ay=0 (H)

est appelée l’équation homogéne associée a (E).

Exemple. L’équation y' —y = 0 est ’équation homogene associée a y' —y = 1. La
fonction exp en est une solution.

Propriété 1.
Soit l’équation différentielle :

y +ay=> (E)
et son équation homogene associée :

y +ay=0 (H)
Notons y, une solution de l’équation (E) . Alors y est solution de E si et seulement si
(y —yp) est solution de I’équation homogéne associée (H).

Démonstration. Soit y, une solution de 'équation (E). Alors y, est dérivable sur R
et pour tout z e R :

Yp(w) + alyp(x) =b (1)
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Soit y une fonction définie et dérivable sur R. Alors y est solution de (F) si et
seulement si Vx € R :

Y (z) + ay(x) = b

(T)) Y (z) + ay(x) —y,(v) — ayy(x) = b —b

= (=)' (z) +aly —yp)(x) =0
c’est-a-dire si et seulement si (y — y,) est solution de (H). |

1.2. Résolution de I’équation homogene.

Théoreme 2.
On considere ’équation homogéne :

y +ay=0 (H)
Les solutions de (H) sont toutes les fonctions de la forme :

y(z) = ke™*
avec k € R une constante quelconque.

Démonstration.

Montrons que y(z) = ke est une solution de (H); elle est définie et dérivable
sur R de dérivée :

y'(z) = —ake "
et donc :
v (x) + ay(x) = —ake™ ™ + ake ™ =0

Donc y est solution de H.

Montrons que toute solution de (H) est de la forme ke™® avec k € R. Soit y une
solution, considérons f(z) = y(x)e®. Alors f est dérivable sur R en tant que produit
et :

f(z) =y (x)e™ + y(x) x ae™ = —ay(x)e™ + ay(x)e™ = 0
Donc f est constante sur R : il existe k£ € R tel que

k
VeeR, f(z)=y(x)e®™ =k = Vo eR, ylx)=— =ke ™

€a$

Ainsi tout solution de (H) est de la forme y(x) = ke™** avec k € R. |

Exercice 1. Résoudre les équations homogenes suivantes :
Y=y ; y—-2y=0

Exemple. En cinétique chimique, notons [A] la concentration d’un réactif A en fonction
du temps; la vitesse de la réaction est définie :

d[A]
dt
2
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On dit que la réaction est d’ordre 1 si la vitesse est proportionnelle a la concentration,
autrement dit :

JaeR, v=oax[A]
c’est-a-dire si :

d[A]
W'F(I[A]:O

— JaeR, [A] = ac™™
Connaissant la concentration initiale [A]y au temps ¢t = 0 :
ae” 0 =[A]y = a=[A]
ce qui donne I’évolution de la concentration en réactif A au cours du temps :

[A] = [Alp x e

1.3. Résolution de I’équation complete.

Théoréme 3. Structure des solutions
Soit (a,b) € R? et I’équation différentielle a résoudre :

y +ay=> (E)
On considere [’équation homogene associée :
y +ay=0 (H)

Les solutions de H sont toutes les fonctions de la forme :

ax

x — ke~ avec k € R

Soit y, une solution quelconque de E, que l'on appelle solution particuliére de (E).
Toutes les solutions de (E) sont somme de la solution particuliére y, et d’une solution
générale de I’équation homogéne associée. Autrement dit, [’ensemble des solutions de E
est :

SE = {x — yp(x) + ke " | ke ]R}

Démonstration. Soit y, une solution particuliere de I’équation (E). Alors d’apres la
propriété 4, y est solution de E si et seulement si y — y, est solution de 1’équation
homogene associée (H), donc d’apres le théoreme 2 si et seulement si :

dkeR, Ve eR, (y—y,)(x) = ke
«— JkeR, VzeR, y(x) = yy(x) + ke ™
Ainsi 'ensemble des solutions de (E) est :

g = {x — yp(z) + ke | ke R}

autrement dit toute solution de (F) est somme de la fonction particuliere et d'une so-
lution générale (c’est a dire quelconque) de I’équation homogene associée. |

Méthode. Pour résoudre ’équation différentielle :

y' +ay=2> (E)
On détermine toutes les solutions de I’équation homogene associée :
y +ay=0 (H)

Ce sont toutes les fonctions de la forme z —— ke™** avec k € R.
Puis on détermine une solution particuliere de I’équation (E) :

3
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eSia+0:y(x)= g convient. En effet :

b
yz',(a:)+ayp(a:) =0+ax " =b
e Sia=0:y,(zr) = bz convient. En effet :
yp(x) + ayp(x) =b+0xbr =b

Exemple. Résolution de : ¢/ —y = 2.

L’équation homogene associée y' — y = 0 admet pour solutions toutes les fonctions
x —> ke® avec k € R.

L’équation ¥y —y = 2 admet pour solution particuliere la fonction constante égale a 2 :
x — 2. Ainsi 'ensemble des solutions est :

,5”E={x+—>2+kex|keR}.
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2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU SECOND ORDRE

2.1. Définition et structure des solutions.

Définition 3.

On  appelle  équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants,
toute équation de la forme :

y' +ay +by=c (E)
ot (a,b,c) sont des constantes réelles et y est l'inconnue.

Résoudre (E) revient a déterminer toutes les fonctions y deux fois dérivables sur R et
vérifiant :
Ve e R, ¢'(z) + ay'(x) + by(z) = ¢

Comme pour le premier ordre, on associe a une équation différentielle linéaire du
second ordre une équation homogene :

Définition 4.
L’équation différentielle :

y' +ay +by=0 (H)
est appelée l’équation homogéne associée a (E).

De méme que pour le premier ordre, les solutions de ’équation de (F) se décomposent
en la somme d’une solution particuliere de (F) et d’une solution générale de (H) :

Propriété 4.
Soit l’équation différentielle :

v +ay +by=c (E)
et son équation homogene associée :

Yy +ay +by=0 (H)
Notons y, une solution de l’équation (E) . Alors y est solution de E si et seulement si
(y —yp) est solution de I’équation homogéne associée (H).

En particulier toutes les solutions de (E) s’obtiennent comme somme d’une solution
particuliére y, de (E) et d’une solution générale de (H).

Démonstration. Soit y, une solution de I'équation (E). Alors y, est deux fois dérivable
sur R et pour tout r € R :

Yy, () + ay,(r) + by,(z) = c (1)

Soit y une fonction définie et deux fois dérivable sur R. Alors y est solution de (E) si
et seulement si Vz e R :

y'(x) + ay' () + by(x) = ¢

V@) +ay' (@) + by(x) — gy (v) — ayy () — byy(x) = ¢ —c

= (Y —up)"(x) +aly —yp)'(x) + by —yp)"(x) = 0
c’est-a-dire si et seulement si (y — y,) est solution de (H). |

Encore une fois pour résoudre (E) il suffit de savoir déterminer une seule solution
(particuliere) de 1’équation (E) et toutes les solutions (générales) de ’équation ho-
mogene associée.

5



BCPST1 Equations différentielles linéaires Lycée Fénelon

Méthode. Pour déterminer une solution particuliere de :

v +ay +by=c

(E)
e Sib+0,y,(z) = g convient.
c
En effet : y, =y) =0 = yz’)’JrayZ’)eryp:bxl—):c.
eSib=0eta+0,y,(x)= ¢ convient.
a

c c
Eneffet:ylgza, yy =0 = yg+ay;+byp=0+axa+O=c.
OSiazbzo,yp(:L‘)zc 2

Ex convient.

Eneffet : yy =c = y) +ay, +by,=c+0+0=c

2.2. Résolution de I’équation homogene.

Soit I’équation différentielle :

Yy +ay +by =0 (H)
On commence par chercher les solutions de (H) sous la forme f : x —— €"* avec r € R.
Alors f est deux fois dérivable sur R et :

f/<l') — re'® ; f//(x) _ 7,261”96
Ainsi f est solution de (H) si et seulement si :

r2e™ + are’™ + be = ()
—r’tar+b=0
et 40
On appelle équation caractéristique 1’équation :

r+ar+b=0 (EC)
d’inconnue r € C. C’est une équation du second degré dont le discriminant est : A =
2
a® — 4b.
La fonction f est solution de (H) si et seulement si r est solution de (EC).

On considere 3 cas selon que A >0, A =0ou A <0.

e Si A > 0. L’équation (E'C') admet deux solutions réelles distinctes :
—a—+VA —a+ VA
n=——ps— ; Ta=——0
2 2
et la fonction z — €™ est une solution de (H). Cherchons les autres solutions de
(H) sous la forme :

y(x) = e"* x z(x) avec z deux fois dérivable (il suffit de prendre
z(x) = y(x)e™"). Ainsi, puisque :

(e"" x z(x)) = rie™” x z(x) + ™" x 2 (x)
(e"* x 2(x))" = rie™” x z(x) + 2r1e"" x 2 (x) + " x 2 ()
y(zr) = e™* x z(x) est solution de (H)

— T%€T1x

x z(x) + 2rie"® x 2'(x) + " x 2"(x) + a (rie"” x z(x) + € x ' (x))

+ be"* x z(x) =0
6
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:ﬁorf x z(x) 4+ 2ry x 2'(x) + 2" () + a(ry x z2(x) + 2 (2)) + b x 2(x) =0

= 2"(z) + (2r +a) x 2'(x) + (r] + ar; + b) x2(x) =0
N
=0
= 2"(x)+ (2r1+a) x () =0
— JkeR, (z) = ke"®nFae
k

= H(k, )\1) € RQ, Z(IL') = m X 6_(2r1+a)x + /\1
k
= (A, X)) e R?) 2(x) = Ay ¥ e CGrita)r 4 N, en posant Ay = m
—(2m
— (A, Ag) € R?, y(z) = A" 4 MgelT2rimatre car y(x) = z(x)e™”

Rnd E|(>‘1a >\2) € RQ, y(:v) = )\1@7"19” + )\26(—T1—a)x

a+\/Z_ a+VA—2a —a+vVA
arTva : _ _

or:—r—a=-—p a = 5

= I(A\1, ) € R?, y(z) = Me™™ + Ape™"

Ainsi les solutions de (H) sont toutes les fonctions de la forme :
y(z) = Ae™® + Ape™”

avec 11,79 les deux racines réelles de 1'équation caractéristique (EC), et A, Ay deux
constantes réelles quelconques.

)

e SiA=0.

L’équation caractéristique (FC') admet une solution réelle :

a
To = — =<

2
et la fonction x —— €% est une solution de (H). Cherchons les autres solutions de (H)
sous la forme : y(z) = €% x z(z) avec z deux fois dérivable. Le méme calcul que dans
le cas A > 0 montre que y est solution de (H) si et seulement si :

(r2 + arg + b) €% x z(x) + (2ro + a) " x 2/(x) + "% x 2"(x) =0
—_—

=0 =0
" x 2"(x) =0 = ) =0 <= I\ p) eR? z(z) =Xz +pu
= I\, pu) eR? y(z) = Mz + p) x e™*

e SiA<O.

Dans ce cas I’équation caractéristique (EC') admet deux solutions complexes conjugués :
r=a+if ; ro=a—1if
Le méme calcul que précédemment montre que les solutions de (H) sont les fonctions
a valeurs réelles pouvant s’écrire sous la forme :
Y x—> Ae"tT 4 e

avec (A1, \g) € C2.
7
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Dérivabilité d’une fonction de R dans C.
Une fonction de R dans C est une fonction de la forme :
frxr— fr(z)+1i- fi(z) avec fg et f; deux fonctions a valeurs réelles

Elle est dite dérivable sur un intervalle I de R si ses partie réelle fr et partie imaginaire
fr sont des fonctions dérivables sur I, et dans ce cas sa fonction dérivée est :

from— fr(@) +if(z)
C’est une fonction réelle a valeur dans C, définie sur I.

Il est facile de vérifier que les propriétés algébriques de la dérivée restent vraies pour
les fonctions de R dans C, notamment :

(f+9)=f+9g (fxg' =Ffg+fgd VreC (Af) =Af
et pour la composition, si g: R—— Cet f: R— R :
(gof) =(gof)xf
Exemples :
— La fonction : .
f:xr— e'?® =cos(x)+1isin(x)
est dérivable sur R, et sa dérivée est :
f' x> —sin(x) +1 cos(x)
Or:
—sin(x) +i cos(x) = cos(x + m/2) + 1 sin(x + 1/2) = @2 = £l x ¢

Ainsi :

ix

(ME

Il
—-
Q]

N e
(ela:) :lela:

— Soit r = a + ib un nombre complexe :

atib)r _ _az bz

iz e =l e x e
est une fonction dérivable de R sur C, et sa dérivée est donnée par :
fl(z) = ae™ x % + e x 1bel’ = (a +1b)e™ x €% = (a + ib) x @+10)®

Ainsi :

VreC, () =re™|

Revenons a la démonstration, donc soit y une solution de (H) :
Y x> AeT 4 Age™?”

Mais y étant a valeurs réelles :

Ve R, y(x) = y(z)

= M 4+ AT = \eT + \yer2®

= \e"T 4 A" = \jenT + e’

Or - eTIT — o0 x elfT — 0T e—i,Bx _ e(a—iﬂ)x — el2®
r 2T — 0T x e—ifiT — 0T y pifT e(oz-&-i,é’)oc = hie
— )\1€Tlx + )\267“237 _ )\_167"22: + )\_267"12:
— et? ()\1 — )\_2) = " ()\_1 — )\2)
(ri—r2)x N (Y
— ¢ X (A1 —Ag) = (A1 — A
I (=) = (M=)

non constant
constant
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Or le membre de droite étant constant, il en est de méme du membre de gauche. Mais
puisque 7 — 75 + 0, e("7"2)% n’est pas constant ; la seule possibilité est alors :

)\1—)\_22)\_1—)\220 = >\_1=)\2
Posons alors deux réels A, B tels que :

M =A+1iB ; A =A—-iB
Alors :
y(z) = (A +iB)elHPT L (A —iB)ela-ihe
= x (A (P +e7P7) +1B (¢ — e71F7))
= e x (2A cos(fBx) — 2B sin(fx))
Ainsi, en posant A = 2A et u = —2B, les solutions de (H) sont toutes les fonctions de
la forme :

y:x—> e x (Acos(fx) + psin(fx))
avec a + 15 une solution de (EC') et A, u deux réels quelconques.

Finalement on vient de prouver :

Théoreme 5.
Soit 'équation différentielle linéaire du second ordre homogene :

' +ay +by=0 (H)
avec (a,b) € R?. On lui associe ’équation caractéristique :
r?+ar+b=0 (EC)

ayant pour discriminant A = a® — 4b.
Alors les solutions de (H) sont toutes les fonctions x — y(x) de la forme :
e SiA>0:(EC) admet deuz solutions réelles distinctes ry et ry et

y(x) = X + pe™*  avec (A, u) € R?
e SiA=0:(EC) admet une solution réelle vy et

y(r) = (A + px)e™®  avec (A, ) € R?
e SiA <0 :(EC) admet deuz solutions complezes conjuguées et

y(x) = e (X cos(Bz) + p sin(Bz))  avec (A, p) e R?

ot o + 13 est une solution quelconque de (EC').

Exemples.
e [’équation de l'oscillateur harmonique.

Soit w € RY et I'équation :

Y +wiy =0
Cette équation différentielle est treés utilisée en physique (mécanique, électricité,. . .)
pour décrire certaines évolutions périodiques au voisinage d’un point d’équilibre et en

I’absence de frottement, par exemple le mouvement d’un systeme masse-ressort, ou les
oscillations libres d'un circuit LC.

Soit (EC) I'équation caractéristique associée :
r?+wr=0
9



BCPST1 Equations différentielles linéaires Lycée Fénelon

Alors A = —4w? = (2iw)? et les solutions sont les complexes conjugués 71,7y = +iw.
Ainsi les solutions sont toutes les fonctions de la forme :

y(t) = €® x (Acoswt + psinwt)
= Acoswt + psinwt

= /A2 + p? x cos(wt + ¢)

c’est une sinusoide d’amplitude /A2 + 12, de pulsation w et de déphasage ¢ dépendant
de X et (X et pu sont déterminés a I’aide des conditions initiales du systeme).

e Résolution de I'équation :

y' —6y +13y =5 (E)
L’équation homogene (H) : y” — 6y’ + 13y = 0 a pour équation caractéristique :
P —6r+13 =0

dont le discriminant est A = 36 — 52 = —16 = (4i)? et les solutions : 71,7y = 3 £ 2i.
Les solutions de (H) sont donc toutes les fonctions de la forme :

yr > ¥ x (Acos(2z) + pusin(2x))  avec (\, u) € R?

5
D’autre part la fonction y, : * —— 3 est une solution particuliere de I’équation (F).

Ainsi toutes les solutions de (F) sont :

133 + 6% x (Acos(2z) + psin(2z)) | (A, ) € RQ}

,VE={a7r—>

10



BCPST1 Equations différentielles linéaires Lycée Fénelon

Partie B. Equations différentielles linéaires.

Dans cette partie, I désigne un intervalle non vide et non réduit a un point.

3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES DU 1ER ORDRE

3.1. Définition ; structure des solutions.

Définition 5.
Soient I un intervalle et © — a(x), © — b(x) deuz fonctions continues sur I.
L’équation :

Y +a(z)y = b(x) (E)
est appelé équation différentielle linéaire du 1¢" ordre ; ses solutions sont toutes les fonc-
tions x — y(x) dérivables sur I et vérifiant :

Veel, y(z)+ a(x) x y(z) = b(x)

Exemple. La fonction y : & —> % — % est une solution définie sur R de ’équation

différentielle :
y —2zy =ux
En effet : y est dérivable sur R et /() = 2ze*”, ainsi :

1
Vo e R,y (z) — 2zy(z) = 2ze® — 22 <e”2 - —) = —21 X (—5) =z

Remarque. Une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients constants
est une cas particulier ou les fonctions x — a(z) et x — b(z) sont constantes.

Définition 6. L’équation homogéne associée a l'équation (E) est I’équation homogéne :
y +a(x)y =0 (H)

Le résultats établis lorsque les coefficients sont constants, se généralisent ici.

Propriété 6.
Sous les mémes hypothéses, en notant y, une solution particuliére de (E), toutes les

solutions de (E) s’obtiennent en faisant la somme de la solution particuliére y, est des
solutions générales de l’équation homogéne associée (H).

S = {y =y, +yu | yu est une solution de (H) }

Démonstration. Elle est quasiment identique a celle effectuée dans le cas de coeffi-
cients constants : soit y, une solution particuliere de (£) :

(1) y, + a(z)y, = b(x)
alors y est solution de (FE) si et seulement si :

Y + a(x)y = b(x) T Y —y, +a(x)(y—y,) =0 < (y—y,) est solution de (H)

I1 s’agit donc pour résoudre ’équation de déterminer toutes les solutions de 1’équation
homogene associée (H) et une solution particuliere de ’équation (F)).

Théoréme 7.
Les solutions de l’équation (H) :

11
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y +a(z)y =0 (H)
sont toutes les fonctions de la forme :

y(z) = ke 4@
ou k est une constante réelle et v — A(x) est une primitive (quelconque) de x — a(x)

Remarque. On peut écrire :

Sy = {x s ke~ Va(@)de | keR}

Démonstration. Puisque x — a(x) est continue sur I, elle admet des primitives
sur . Soit A(z) une primitive de a(x); cherchons les solutions de (H) sous la forme
y(z) = f(x)e 4@ avec x —> f(z) une fonction dérivable sur I ; c’est toujours possible
en posant f(z) = y(x) x @),
Alors :
y(2) = F@)e 4@ — a(z) f(z)e @
== y est solution de (H) si et seulement si :
y'(z) +a(z)y(z) = 0
= f(@)e @ —a(z) f(x)e "™ +a(z) f(x)e ") =0

—y/(x) —a(@)y(a)
— f'(z)e @ =0
li
-0
:7(;)1“ (z)

<~ JkeR, Vzel, f(x)=F

Ainsi les solutions de (H) sont toutes les fonctions de la forme 2 — ke=4®) avec k € R.
|

Exemple. Résoudre sur R% I'équation :
1
'——y=0 H
vy (H)
1
La fonction définie par a(x) = — est continue sur R* et admet pour primitive A(z) =
1

—In(z) = In (—) Ainsi les solutions de (H) sont toutes les fonctions définies sur R*

x
par :

x— ke~ "@) — po

avec k € R.
3.2. Recherche d’une solution particuliere.
3.2.1. Méthode de variation de la constante.

On cherche une solution particuliere de 1’équation :
y'(x) + a(z)y(z) = bz) (E)

y(z) = k(z)e 1@
12
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avec r —> A(x) une primitive de x — a(x) sur I et x — k(x) une fonction dérivable
sur /.

Remarque. C’est a dire de la forme d’une solution de (H) ol on aurait remplacé la
constante par une fonction dérivable sur I ; d’ou le nom de méthode de variation de la
constante.

Alors :
y(@) = K (x)e " —a(x)k(z)e )
Ainsi y est solution de E sur [ si et seulement si :

' (2) —a(2)y(z)

A A

%'(m)e‘A(m) — a(x)k:(m)e_A(xs + crz(x)k(av)e_‘é‘(gc3 = b(x)

«— k(x) est une primitive de b(z)e*®@

Or z+— b(x)eA(x) est continue sur I, comme produit de composées de fonctions conti-
nues sur I, et donc elle admet bien une primitive sur /. Ainsi :

Méthode de variation de la constante.
[’équation

y' + a(z)y = b(z) (E)
admet pour solution particuliére toute fonction de la forme :

Yp i T —> k;(x)e—A(x) avec  k(z) = Jb($)6+A(x)dx.

ou A(z) est une primitive de a(x).

La recherche d’une solution particuliere se ramene alors a un calcul de primitive, ce
qui est deja plus simple.

Exemple. Résoudre sur R :
v +ary=ux
L’équation homogene associée (H) : /' +xy = 0 admet pour solutions toutes les fonctions

de la forme : )

xr — kexp <—%> avec ke R

Cherchons une solution particuliere de (E), par la méthode de variation de la constante.

2
Soit : y,(z) = k(z) exp <%> avec :

k(z) = J:L“eXp (%2) dr = exp (g)
yp(x) = exp (%2) X exp <_“‘;> _

Les solutions de (E) sont donc toutes les fonctions dans ’ensemble :

12
YE:{x»—>1+k6_7\keR}

Ainsi :

13
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3.2.2. Principe de superposition des solutions.

Lorsque le second membre de 1’équation se décompose en somme, la recherche d’une
solution particuliere peut se faire en sommant (superposant) les solutions particulieres
d’équations plus simples :

Propriété 8.
Si (E) est de la forme :

Y +a(x)y = bi(x) + ba(x) + -+ + by(2) (E)
avec a, by, by, ...b, des fonctions continues sur I, alors en notant pour tout i € [1,n] :
y + a(@)y = bi(z) (E:)

et f; une solution particuliére de (E;), la fonction :

Yp=ht+fot-+f
est une solution particuliére de (E).

Démonstration. Elle découle de la linéarité de la dérivation :

(it fot-tfo) =fitfot- 41,
et de la linéarité de 1’équation :

filx) + alx) fi(z) = bi(x)

(@) + a(x) folx) = by() AN .
: - (Z fi) () + alx) (Z fi) () = Y ()

F1(x) + @) fulx) = ba(x)

ainsi y, est solution particuliere de (E). [

Exemple. Résoudre sur R :

Yy —y =1z + cos(x) (E)
L’équation homogene associée (H) : y' —y = 0 a pour solutions toutes les fonctions
x — ke® avec k € R.

Cherchons une solution particuliere en appliquant le principe de superposition des so-
lutions :

— L’équation (E;) : ¥ —y = x a pour solution particuliere :
y1 = k(x)e® avec k(x) = Jxexd:c
Par une intégration par partie :

k(r) = —xe ™™ — fe_wdx =—ze P —e "

T'=—x—1

donc yy(z) = (—z—1) xe ® xe
— L’équation (Es) : y' —y = cos(x) a pour solution particuliére :
y2 = k(x)e® avec k(x) = fcos(x)e_wdx

14
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Par intégration par partie :

k(x) = —cos(z)e™ ™ — fsin(x)e"“"dx

u=sin(z) u = cos(x)

(— sin(z)e ™ — | — cos(x)e‘%x)

= (sin(z) — cos(z))e™™
= 2k(z) = (sin(z) — cos(x))e™ "
— k(x) = %(sm(x) —cos(z))e””
donc yy(x) = %(sm( ) —cos(x)) x e x e® = %(Sin(az) — cos(z)) = ? sin (z — %).

Ainsi (F) a pour solution particuliere :

Yp() =—1—m+gsin<m—%>

et 'ensemble des solutions de (E) est :

,5”E={xr—>—1—x+§sin(x—%)+ke”” | keR}
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4. EQUATIONS DU 2"° ORDRE A COEFFICIENTS CONSTANTS ET SECOND MEMBRE
NON CONSTANT

4.1. Structure des solutions.

On s’intéresse dans cette partie a la résolution d'une équation différentielle de la forme :

y' +ay +by = c() (E)
avec (a,b) € R? et x — c(x) une fonction continue sur un intervalle I.
Une solution de (E), est une fonction définie et deux fois dérivable sur I, tel que :

Veel, y'(z) + ay' (z) + by(z) = c(z)

Les solutions ont méme structure que dans le cas ou le second membre est constant :

Théoreme 9.
Awvec les mémes notations : on associe a (E) I'équation homogeéne :
y' +ay +by=0 (H)

Soit y, une solution particuliére de l’équation (E) ; les solutions de (E) sont toutes les
fonctions y de la forme :

Yp la solution particuliére de (E)
yy une solution générale de (H)

Y =1Yp +Yg cwec{

Démonstration. Soit y, une solution de (E); ainsi :
(1) Vo el, yZ(:c) + ay]’g(:z:) + by, (z) = c(x)

Soit y une fonction deux fois dérivable sur /. Alors y est solution de (F) si et seulement
si

(2) Veel, y'(z)+ay(z)+by(r) = c(z)
et donc en formant (2) — (1), si et seulement si :
v (x) + ay'(z) + by(z) — (y]’)’(x) + ay,(x) + byp(x)) = c(x) — c(x)
= (y—y)" () + aly —yp)'(x) + bly — yp)(x) =0  par linéarité de la dérivation
<= (y — y,) est solution de (H)

Ainsi y est solution de (E) si et seulement si y — y, = yy ou yy est une solution de
H), si et seulement si y = y, + yg avec yy une solution de I’équation homogene (H).H
Y=Yty Yy g

Propriété 10. Principe de superposition des solutions. Soit [’équation :

Yy +ay +by =ci(z) + o) + - + en(2) (E)
avec ci,Cs, . ..C, des fonctions continues sur un intervalle I. En notant pour tout i €
[1,n] -

y' +ay + by = ci() (E:)

et f; une solution particuliére de (E;), la fonction :

hw=h+h+ -+
est une solution particuliere de (E).

Démonstration. Comme dans le cas de 'ordre 1, elle découle facilement de la linéarité
de I'équation et de la linéarité de la dérivation, appliquée ici deux fois :

17
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(it fot-t ) =fi+tfot-t 1
(itfot -+ ) =A+L++ 1

4.2. Recherche d’une solution particuliere.

Déterminer une solution particuliere lorsque le second membre n’est pas constant est
un probleme difficile. Nous n’étudierons pas de méthode de résolution générale.

On cherche le plus souvent une solution particuliere ayant une forme analogue au
second membre. Hormis dans les cas tres simples, durant un exercice 1’énoncé proposera
sous quelle forme chercher une solution particuliere. Dans la grande majorité des cas
on se retrouvera dans 1'un des cas particuliers listé ci-apres.

Dans toute la suite on considere 1’équation :

y' +ay' + by = c(z) (E)
et son équation caractéristique associée :
r?+ar+b=0 (EC)

de discriminant A.
On dira que :

Pour un réel v, son ordre de multiplicité m(«) en tant que solution de (EC') est :

- m(a) =0 : si a nlest pas solution de (EC).
-m(a) =1 : sia est solution de (EC) et A £ 0 (ie; si a est une solution simple).
-m(a) =2 : a est solution de (EC) et A =0 (i.e. si a est une solution double).

Pour trouver une solution particuliere lorsque le second membre ¢(z) est :

e Un polynome de degré n.
Chercher une solution particuliére de la forme :
2™ x P(x)
o :
— P(x) est un polynome de méme degré n que le second membre,

- m(0) est Uordre de multiplicité de 0 dans (EC).

Exemples.
e Résoudre :
y' =2y +y=a’
L’équation homogene associée est (H) : y” — 2y + y = 0 d’équation caractéristique
(EC):r*—2r +1=0.0na A = 0 et une seule solution de (EC) qui est 1.
Ainsi (H) a pour solutions toutes les fonctions de la forme :

r—> (Az + p)e’
avec (X, ) € R?. Cherchons une solution particuliere sous la forme :
y,(r) = az® + bx + ¢

Alors :

y,(r) = 2ax + b

yp(x) = 2a

= y, est solution de (E) ssi y, () — 2y,(z) + yp(2) =
18
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— 2a — 2(2ax + b) + ar® + br + ¢ = 2*

— (2a —2b+c) + (b—4da)x + az® = 2*

20 —2b+c¢=0 a=1
= <{b—4a=0 — <b=14
a=1 c=6

ainsi une solution particuliere de (E) est : y,(x) = 2> + 42 + 6 et les solutions de (E)
sont :

S = {xr—» Az + p)e” + 2 + 4z +6 | (/\,,u)e]RQ}
e Résoudre :
y// + y/ _ 232
L’équation homogene associée est (H) : y” + ¢y = 0 d’équation caractéristique (EC) :
r’4+r=0. On a A > 0 et pour solutions réelles 0 et —1.

Ainsi (H) a pour solutions toutes les fonctions de la forme :
x

T —> A+ pe

avec (A, ) € R2. Puisque 0 a pour ordre de multiplicité 1 dans (EC'), cherchons une
solution particuliere sous la forme :

Yp(2) = x x (az® + bx + ¢) = az® + ba® + cx
Alors :
yo(z) = 3az® + 2bx + ¢
yy(x) = 6ax + 2b
— y, est solution de (E) ssi yp(z) + y,(z) = 2
<« 6ax + 2b + 3az? + 2bx + ¢ = 2

= (2b+ ¢) + (6a + 2b)z + 3ax® = 2?

2b+c=0 a=1/3
— < 6a+2b=0 — <{b=-1
3a =1 c=2

ainsi une solution particuliere de (E) est : y,(2) = 32 — 22 4 2 et les solutions de (E)
sont :

1
Yz{x%»)\+ue_$+§x3—x2+2x|(/\,,u)e]RQ}

o P(x) x e* avec o« € R et P un polynome de degré n.
Chercher une solution particuliere de la forme :

g™ x Q(z) x e
ou :
~- Q(x) est un polynome de méme degré n que P(x),
—m(a) est lordre de multiplicité de o dans (EC).

Exemples.

e Résoudre :
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L’équation homogene associée est (H) : " —y = 0 d’équation caractéristique (EC) :
r2—1=0.On a A > 0 et pour solutions réelles -1 et 1.

Ainsi (H) a pour solutions toutes les fonctions de la forme :

€T

x—> e’ + ue”

avec (\, i) € R% Puisque 1 a pour ordre de multiplicité 1 dans (EC'), cherchons une
solution particuliere sous la forme :

Yp(z) =& x axe”

Alors :
y,(z) = ae” + ave” = ae”(1 + x)
Yy (x) = ae” +ae”(1+ x) = ae”(2 + x)
=y, est solution de (E) ssi y, (z) — y,(x) = €”
— ae”(2+ ) —axe® = €”
= 2ae” = ¢€”
1
=a=g
ainsi une solution particuli¢re de (E) est : y,(x) = sxe” et les solutions de (E) sont :

1
S = {x — 5966‘” + e + pe” " | (A p) ERQ}

e Une fonctions circulaire ksin(wz) ou k cos(wz).
Chercher une solution particuliére sous la forme :

asin(wz) + bcos(wx)
lorsque iw n’est pas une solution de (EC').
Sinon, la chercher sous la forme :
ax sin(wzx) + bx cos(wz).

avec a et b a déterminer.

Remarque. Ce cas se ramene en fait au cas précédent une fois remarqué que :

sin(wz) = Im(e“") ; cos(wr) = Re(e'™")
et qu'une solution particuliere de R dans C donne une solution particuliere de R dans

R en considérant sa partie réelle/imaginaire.

Exemple.

e Résoudre :

y" +y = sin(2z) + cos(x) (E)
L’équation homogene associée est : (H) : " +y = 0 d’équation caractéristique (EC') :
r2+1 = 0. Le discriminant est A < 0 et ses deux solutions sont les complexes conjugués :
+i. Ainsi les solutions de (H) sont :

S = {x —> Acos(z) + psin(x) | (A, p) € RQ}
Pour déterminer une solution particuliere on applique le principe de superposition des
solutions ; soient :
y' +y=sin(2z) (F)) ; Y +y=cos(x) (E»)
— Solution particuliere de (E7). Puisque 2i n’est pas solution de (EC'), on cherche une

solution particuliere sous la forme y;(z) = acos(2z) + bsin(2z). Ainsi :
20
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y1(x) = —2asin(2z) + 2bcos(2z)
yi(z) = —4acos(2x) — 4bsin(2x)

ainsi y; est solution de (E}) si et seulement si y] + y; = sin(2z)

!
A A

~

e “4a cos(2x) — 4b sin(2:c3 +crzcos(2x) + bsin(2x) = sin(2x)

<= —3acos(2z) — 3bsin(2x) = sin(2x)

— (ab) - (o,-%)

La fonction y; () = —3 sin(2z) est donc une solution particuliere de (Ey).

— Solution particuliere de (Ej). Puisque i x 1 est solution de (EC'), on cherche une
solution particuliere sous la forme : ys(x) = az cos(z) + bxsin(z) ; ainsi :
ys(z) = acos(z) + bsin(z) — axsin(x) + bz cos(z)
ys(z) = —asin(z) + beos(z) — asin(z) + beos(z) — ax cos(x) — bx sin(z)
= —2asin(z) + 2bcos(x) — ax cos(z) — bx sin(z)
ainsi y, est solution de (Es) si et seulement si : y5 + yo = cos(z)

—a
=Y2 =Y2
A N

~

— 2 sin(z) + 2bcos(z) — ax cos(x) — bx Siﬂ(:tj +az cos(x) + bxsin(x) = cos(x)

< — 2asin(z) + 2bcos(x) = cos(z)

- (o)

Ainsi yo(x) = fxsin(x) est solution particuliere de (Es).

Finalement, d’apres le principe de superposition des solutions, la fonction y,(z) =
—1sin(2z) + s sin(z) est solution particuliere de (E). L’ensemble des solutions de (E)

3
est donc :

e = {:1; — —% sin(2z) + %x sin(z) + Acos(x) + psin(z) | (A, p) € RQ}
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