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Chapitre 9

Équations différentielles linéaires
http://www.i2m.univ-amu.fr/perso/jean-philippe.preaux/

Partie A. Équations différentielles linéaires à coefficients constants

1. Équations différentielles du 1er ordre

1.1. Définition ; ensemble des solutions.

Définition 1.
on appelle équation différentielle linéaire d’ordre 1 à coefficients constants une
équation de la forme :

y1 ` ay “ b pEq
où a et b sont des constantes réelles et y est l’inconnue.
Résoudre pEq revient à déterminer toutes les fonctions y dérivables sur R et vérifiant :

@x P R, y1pxq ` aˆ ypxq “ b

Exemple. La fonction f : x ÞÝÑ exppxq´1 est une solution de l’équation différentielle :

y1 ´ y “ 1

En effet, f est définie et dérivable sur R, de dérivée f 1pxq “ exppxq, et donc pour tout
réel x :

f 1pxq ´ fpxq “ exppxq ´ pexppxq ´ 1q “ 1

Définition 2.
L’équation différentielle :

y1 ` ay “ 0 pHq
est appelée l’équation homogène associée à pEq.

Exemple. L’équation y1 ´ y “ 0 est l’équation homogène associée à y1 ´ y “ 1. La
fonction exp en est une solution.

Propriété 1.
Soit l’équation différentielle :

y1 ` ay “ b pEq
et son équation homogène associée :

y1 ` ay “ 0 pHq

Notons yp une solution de l’équation pEq . Alors y est solution de E si et seulement si
py ´ ypq est solution de l’équation homogène associée pHq.

Démonstration. Soit yp une solution de l’équation pEq. Alors yp est dérivable sur R
et pour tout x P R :

y1ppxq ` ayppxq “ b p1q
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Soit y une fonction définie et dérivable sur R. Alors y est solution de pEq si et
seulement si @x P R :

y1pxq ` aypxq “ b

ðñ
´p1q

y1pxq ` aypxq ´ y1ppxq ´ ayppxq “ b´ b

ðñ py ´ ypq
1
pxq ` apy ´ ypqpxq “ 0

c’est-à-dire si et seulement si py ´ ypq est solution de pHq. �

1.2. Résolution de l’équation homogène.

Théorème 2.
On considère l’équation homogène :

y1 ` ay “ 0 pHq

Les solutions de pHq sont toutes les fonctions de la forme :

ypxq “ ke´ax

avec k P R une constante quelconque.

Démonstration.�� ��ð Montrons que ypxq “ ke´ax est une solution de pHq ; elle est définie et dérivable
sur R de dérivée :

y1pxq “ ´ake´ax

et donc :
y1pxq ` aypxq “ ´ake´ax ` ake´ax “ 0

Donc y est solution de H.

�� ��ñ Montrons que toute solution de pHq est de la forme ke´ax avec k P R. Soit y une
solution, considérons fpxq “ ypxqeax. Alors f est dérivable sur R en tant que produit
et :

f 1pxq “ y1pxqeax ` ypxq ˆ aeax “ ´aypxqeax ` aypxqeax “ 0
Donc f est constante sur R : il existe k P R tel que

@x P R, fpxq “ ypxqeax “ k ùñ @x P R, ypxq “
k

eax
“ ke´ax

Ainsi tout solution de pHq est de la forme ypxq “ ke´ax avec k P R. �

Exercice 1. Résoudre les équations homogènes suivantes :

y1 “ y ; y1 ´ 2y “ 0

Exemple. En cinétique chimique, notons rAs la concentration d’un réactif A en fonction
du temps ; la vitesse de la réaction est définie :

v “ ´
drAs

dt
.
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On dit que la réaction est d’ordre 1 si la vitesse est proportionnelle à la concentration,
autrement dit :

Da P R, v “ aˆ rAs
c’est-à-dire si :

drAs

dt
` arAs “ 0

ðñ Dα P R, rAs “ αe´at

Connaissant la concentration initiale rAs0 au temps t “ 0 :

αe´aˆ0 “ rAs0 ùñ α “ rAs0
ce qui donne l’évolution de la concentration en réactif A au cours du temps :

rAs “ rAs0 ˆ e
´at

1.3. Résolution de l’équation complète.

Théorème 3. Structure des solutions
Soit pa, bq P R2 et l’équation différentielle à résoudre :

y1 ` ay “ b pEq

On considère l’équation homogène associée :

y1 ` ay “ 0 pHq

Les solutions de H sont toutes les fonctions de la forme :

x ÞÝÑ ke´ax avec k P R
Soit yp une solution quelconque de E, que l’on appelle solution particulière de pEq.

Toutes les solutions de pEq sont somme de la solution particulière yp et d’une solution
générale de l’équation homogène associée. Autrement dit, l’ensemble des solutions de E
est :

SE “

!

x ÞÝÑ yppxq ` ke
´ax

| k P R
)

Démonstration. Soit yp une solution particulière de l’équation pEq. Alors d’après la
propriété 4, y est solution de E si et seulement si y ´ yp est solution de l’équation
homogène associée pHq, donc d’après le théorème 2 si et seulement si :

Dk P R, @x P R, py ´ ypqpxq “ ke´ax

ðñ Dk P R, @x P R, ypxq “ yppxq ` ke
´ax

Ainsi l’ensemble des solutions de pEq est :

SE “

!

x ÞÝÑ yppxq ` ke
´ax

| k P R
)

autrement dit toute solution de pEq est somme de la fonction particulière et d’une so-
lution générale (c’est à dire quelconque) de l’équation homogène associée. �

Méthode. Pour résoudre l’équation différentielle :

y1 ` ay “ b pEq

On détermine toutes les solutions de l’équation homogène associée :

y1 ` ay “ 0 pHq

Ce sont toutes les fonctions de la forme x ÞÝÑ ke´ax avec k P R.

Puis on détermine une solution particulière de l’équation pEq :
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‚ Si a “ 0 : yppxq “
b

a
convient. En effet :

y1ppxq ` ayppxq “ 0` aˆ
b

a
“ b

‚ Si a “ 0 : yppxq “ bx convient. En effet :

y1ppxq ` ayppxq “ b` 0ˆ bx “ b

Exemple. Résolution de : y1 ´ y “ 2.
L’équation homogène associée y1 ´ y “ 0 admet pour solutions toutes les fonctions
x ÞÝÑ kex avec k P R.
L’équation y1 ´ y “ 2 admet pour solution particulière la fonction constante égale à 2 :
x ÞÝÑ 2. Ainsi l’ensemble des solutions est :

SE “

!

x ÞÝÑ 2` kex | k P R
)

.

Exercice 2. Résoudre :

pE1q : y1 ´ 3y “ 1 ; pE2q : 3y1 “ 2
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2. Équations différentielles linéaires du second ordre

2.1. Définition et structure des solutions.

Définition 3.
On appelle équation différentielle linéaire du second ordre à coefficients constants,
toute équation de la forme :

y2 ` ay1 ` by “ c pEq
où pa, b, cq sont des constantes réelles et y est l’inconnue.

Résoudre pEq revient à déterminer toutes les fonctions y deux fois dérivables sur R et
vérifiant :

@x P R, y2pxq ` ay1pxq ` bypxq “ c

Comme pour le premier ordre, on associe à une équation différentielle linéaire du
second ordre une équation homogène :

Définition 4.
L’équation différentielle :

y2 ` ay1 ` by “ 0 pHq
est appelée l’équation homogène associée à pEq.

De même que pour le premier ordre, les solutions de l’équation de pEq se décomposent
en la somme d’une solution particulière de pEq et d’une solution générale de pHq :

Propriété 4.
Soit l’équation différentielle :

y2 ` ay1 ` by “ c pEq
et son équation homogène associée :

y2 ` ay1 ` by “ 0 pHq

Notons yp une solution de l’équation pEq . Alors y est solution de E si et seulement si
py ´ ypq est solution de l’équation homogène associée pHq.

En particulier toutes les solutions de pEq s’obtiennent comme somme d’une solution
particulière yp de pEq et d’une solution générale de pHq.

Démonstration. Soit yp une solution de l’équation pEq. Alors yp est deux fois dérivable
sur R et pour tout x P R :

y2ppxq ` ay
1
ppxq ` byppxq “ c p1q

Soit y une fonction définie et deux fois dérivable sur R. Alors y est solution de pEq si
et seulement si @x P R :

y2pxq ` ay1pxq ` bypxq “ c

ðñ
´p1q

y2pxq ` ay1pxq ` bypxq ´ y2ppxq ´ ay
1
ppxq ´ byppxq “ c´ c

ðñ py ´ ypq
2
pxq ` apy ´ ypq

1
pxq ` bpy ´ ypq

2
pxq “ 0

c’est-à-dire si et seulement si py ´ ypq est solution de pHq. �

Encore une fois pour résoudre pEq il suffit de savoir déterminer une seule solution
(particulière) de l’équation pEq et toutes les solutions (générales) de l’équation ho-
mogène associée.
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Méthode. Pour déterminer une solution particulière de :

y2 ` ay1 ` by “ c pEq

‚ Si b “ 0, yppxq “
c

b
convient.

En effet : y1p “ y2p “ 0 ùñ y2p ` ay
1
p ` byp “ bˆ

c

b
“ c.

‚ Si b “ 0 et a “ 0, yppxq “
c

a
x convient.

En effet : y1p “
c

a
, y2p “ 0 ùñ y2p ` ay

1
p ` byp “ 0` aˆ

c

a
` 0 “ c.

‚ Si a “ b “ 0, yppxq “
c

2
x2 convient.

En effet : y2p “ c ùñ y2p ` ay
1
p ` byp “ c` 0` 0 “ c.

2.2. Résolution de l’équation homogène.

Soit l’équation différentielle :

y2 ` ay1 ` by “ 0 pHq

On commence par chercher les solutions de pHq sous la forme f : x ÞÝÑ erx avec r P R.
Alors f est deux fois dérivable sur R et :

f 1pxq “ rerx ; f2pxq “ r2erx

Ainsi f est solution de pHq si et seulement si :

r2erx ` arerx ` berx “ 0

ðñ
erx “0

r2 ` ar ` b “ 0

On appelle équation caractéristique l’équation :

r2 ` ar ` b “ 0 pECq

d’inconnue r P C. C’est une équation du second degré dont le discriminant est : ∆ “

a2 ´ 4b.
La fonction f est solution de pHq si et seulement si r est solution de pECq.

On considère 3 cas selon que ∆ ą 0, ∆ “ 0 ou ∆ ă 0.

‚ Si ∆ ą 0. L’équation pECq admet deux solutions réelles distinctes :

r1 “
´a´

?
∆

2
; r2 “

´a`
?

∆

2
et la fonction x ÞÝÑ er1x est une solution de pHq. Cherchons les autres solutions de
pHq sous la forme : ypxq “ er1x ˆ zpxq avec z deux fois dérivable (il suffit de prendre
zpxq “ ypxqe´r1x). Ainsi, puisque :

per1x ˆ zpxqq1 “ r1e
r1x ˆ zpxq ` er1x ˆ z1pxq

per1x ˆ zpxqq2 “ r21e
r1x ˆ zpxq ` 2r1e

r1x ˆ z1pxq ` er1x ˆ z2pxq

ypxq “ er1x ˆ zpxq est solution de pHq

ðñ r21e
r1x ˆ zpxq ` 2r1e

r1x ˆ z1pxq ` er1x ˆ z2pxq ` a pr1e
r1x ˆ zpxq ` er1x ˆ z1pxqq

` ber1x ˆ zpxq “ 0
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ðñ
er1x “0

r21 ˆ zpxq ` 2r1 ˆ z
1
pxq ` z2pxq ` a pr1 ˆ zpxq ` z

1
pxqq ` bˆ zpxq “ 0

ðñ z2pxq ` p2r1 ` aq ˆ z
1
pxq ` pr21 ` ar1 ` bq

looooooomooooooon

“0

ˆzpxq “ 0

ðñ z2pxq ` p2r1 ` aq ˆ z
1
pxq “ 0

ðñ Dk P R, z1pxq “ ke´p2r1`aqx

ðñ Dpk, λ1q P R2, zpxq “
k

´p2r1 ` aq
ˆ e´p2r1`aqx ` λ1

ðñ Dpλ1, λ2q P R2, zpxq “ λ2 ˆ e
´p2r1`aqx ` λ1 en posant λ2 “

k

´p2r1 ` aq

ðñ Dpλ1, λ2q P R2, ypxq “ λ1e
r1x ` λ2e

p´2r1´a`r1qx car ypxq “ zpxqer1x

ðñ Dpλ1, λ2q P R2, ypxq “ λ1e
r1x ` λ2e

p´r1´aqx

or : ´r1 ´ a “
a`

?
∆

2
´ a “

a`
?

∆´ 2a

2
“
´a`

?
∆

2
“ r2

ðñ Dpλ1, λ2q P R2, ypxq “ λ1e
r1x ` λ2e

r2x

Ainsi les solutions de pHq sont toutes les fonctions de la forme :

ypxq “ λ1e
r1x ` λ2e

r2x

avec r1, r2 les deux racines réelles de l’équation caractéristique pECq, et λ1, λ2 deux
constantes réelles quelconques.

‚ Si ∆ “ 0.

L’équation caractéristique pECq admet une solution réelle :

r0 “ ´
a

2
et la fonction x ÞÝÑ er0x est une solution de pHq. Cherchons les autres solutions de pHq
sous la forme : ypxq “ er0x ˆ zpxq avec z deux fois dérivable. Le même calcul que dans
le cas ∆ ą 0 montre que y est solution de pHq si et seulement si :

pr20 ` ar0 ` bq
looooooomooooooon

“0

er0x ˆ zpxq ` p2r0 ` aq
looomooon

“0

er0x ˆ z1pxq ` er0x ˆ z2pxq “ 0

ðñ er0x ˆ z2pxq “ 0 ðñ
er0x “0

z2pxq “ 0 ðñ Dpλ, µq P R2, zpxq “ λx` µ

ðñ Dpλ, µq P R2, ypxq “ pλx` µq ˆ er0x

‚ Si ∆ ă 0.

Dans ce cas l’équation caractéristique pECq admet deux solutions complexes conjugués :

r1 “ α ` i β ; r2 “ α ´ i β

Le même calcul que précédemment montre que les solutions de pHq sont les fonctions
à valeurs réelles pouvant s’écrire sous la forme :

y : x ÞÝÑ λ1e
r1x ` λ2e

r2x

avec pλ1, λ2q P C2.
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Dérivabilité d’une fonction de R dans C.
Une fonction de R dans C est une fonction de la forme :

f : x ÞÝÑ fRpxq ` i ¨ fIpxq avec fR et fI deux fonctions à valeurs réelles

Elle est dite dérivable sur un intervalle I de R si ses partie réelle fR et partie imaginaire
fI sont des fonctions dérivables sur I, et dans ce cas sa fonction dérivée est :

f 1 : x ÞÝÑ f 1Rpxq ` i f 1Ipxq

C’est une fonction réelle à valeur dans C, définie sur I.
Il est facile de vérifier que les propriétés algébriques de la dérivée restent vraies pour
les fonctions de R dans C, notamment :

pf ` gq1 “ f 1 ` g1 pf ˆ gq1 “ f 1g ` fg1 @λ P C, pλfq1 “ λf 1

et pour la composition, si g : R ÞÝÑ C et f : R ÞÝÑ R :

pg ˝ fq1 “ pg1 ˝ fq ˆ f 1

Exemples :
– La fonction :

f : x ÞÝÑ eix “ cospxq ` i sinpxq
est dérivable sur R, et sa dérivée est :

f 1 : x ÞÝÑ ´ sinpxq ` i cospxq

Or :

´ sinpxq ` i cospxq “ cospx` π{2q ` i sinpx` π{2q “ ei px`
π
2
q
“ eix ˆ ei

π
2 “ i eix

Ainsi :
`

eix
˘1
“ i eix

– Soit r “ a` i b un nombre complexe :

f : x ÞÝÑ erx “ epa`i bqx “ eax ˆ ei bx

est une fonction dérivable de R sur C, et sa dérivée est donnée par :

f 1pxq “ aeax ˆ ei bx ` eax ˆ i bei bx “ pa` i bqeax ˆ ei bx “ pa` i bq ˆ epa`i bqx

Ainsi :
@r P C, perxq1 “ rerx .

Revenons à la démonstration, donc soit y une solution de pHq :

y : x ÞÝÑ λ1e
r1x ` λ2e

r2x

Mais y étant à valeurs réelles :

@x P R, ypxq “ ypxq

ðñ λ1e
r1x ` λ2e

r2x “ λ1er1x ` λ2er2x

ðñ λ1e
r1x ` λ2e

r2x “ λ1er1x ` λ2er2x

Or :

"

er1x “ eαx ˆ eiβx “ eαx ˆ e´iβx “ epα´iβqx “ er2x

er2x “ eαx ˆ e´iβx “ eαx ˆ eiβx “ epα`iβqx “ er1x

ðñ λ1e
r1x ` λ2e

r2x “ λ1e
r2x ` λ2e

r1x

ðñ er1x
`

λ1 ´ λ2
˘

“ er2x
`

λ1 ´ λ2
˘

ðñ epr1´r2qx
looomooon

non constant

ˆ
`

λ1 ´ λ2
˘

“
`

λ1 ´ λ2
˘

loooomoooon

constant
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Or le membre de droite étant constant, il en est de même du membre de gauche. Mais
puisque r1 ´ r2 “ 0, epr1´r2qx n’est pas constant ; la seule possibilité est alors :

λ1 ´ λ2 “ λ1 ´ λ2 “ 0 ùñ λ1 “ λ2
Posons alors deux réels A,B tels que :

λ1 “ A` iB ; λ2 “ A´ iB

Alors :

ypxq “ pA` iBqepα`iβqx ` pA´ iBqepα´iβqx

“ eαx ˆ
`

A
`

eiβx ` e´iβx
˘

` iB
`

eiβx ´ e´iβx
˘˘

“ eαx ˆ p2A cospβxq ´ 2B sinpβxqq

Ainsi, en posant λ “ 2A et µ “ ´2B, les solutions de pHq sont toutes les fonctions de
la forme :

y : x ÞÝÑ eαx ˆ pλ cospβxq ` µ sinpβxqq
avec α ` i β une solution de pECq et λ, µ deux réels quelconques.

Finalement on vient de prouver :

Théorème 5.
Soit l’équation différentielle linéaire du second ordre homogène :

y2 ` ay1 ` by “ 0 pHq

avec pa, bq P R2. On lui associe l’équation caractéristique :

r2 ` ar ` b “ 0 pECq

ayant pour discriminant ∆ “ a2 ´ 4b.
Alors les solutions de pHq sont toutes les fonctions x ÞÝÑ ypxq de la forme :

‚ Si ∆ ą 0 : pECq admet deux solutions réelles distinctes r1 et r2 et

ypxq “ λer1x ` µer2x avec pλ, µq P R2

‚ Si ∆ “ 0 : pECq admet une solution réelle r0 et

ypxq “ pλ` µxqer0x avec pλ, µq P R2

‚ Si ∆ ă 0 : pECq admet deux solutions complexes conjuguées et

ypxq “ eαx pλ cospβxq ` µ sinpβxqq avec pλ, µq P R2

où α ` i β est une solution quelconque de pECq.

Exemples.

‚ L’équation de l’oscillateur harmonique.

Soit ω P R˚` et l’équation :
y2 ` ω2y “ 0

Cette équation différentielle est très utilisée en physique (mécanique, électricité,. . . )
pour décrire certaines évolutions périodiques au voisinage d’un point d’équilibre et en
l’absence de frottement, par exemple le mouvement d’un système masse-ressort, ou les
oscillations libres d’un circuit LC.

Soit pECq l’équation caractéristique associée :

r2 ` ω2
“ 0
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Alors ∆ “ ´4ω2 “ p2iωq2 et les solutions sont les complexes conjugués r1, r2 “ ˘iω.
Ainsi les solutions sont toutes les fonctions de la forme :

yptq “ e0 ˆ pλ cosωt` µ sinωtq

“ λ cosωt` µ sinωt

“
a

λ2 ` µ2 ˆ cospωt` φq

c’est une sinusöıde d’amplitude
a

λ2 ` µ2, de pulsation ω et de déphasage φ dépendant
de λ et µ (λ et µ sont déterminés à l’aide des conditions initiales du système).

‚ Résolution de l’équation :
y2 ´ 6y1 ` 13y “ 5 pEq

L’équation homogène pHq : y2 ´ 6y1 ` 13y “ 0 a pour équation caractéristique :

r2 ´ 6r ` 13 “ 0

dont le discriminant est ∆ “ 36 ´ 52 “ ´16 “ p4i q2 et les solutions : r1, r2 “ 3 ˘ 2i .
Les solutions de pHq sont donc toutes les fonctions de la forme :

yH : x ÞÝÑ e3x ˆ pλ cosp2xq ` µ sinp2xqq avec pλ, µq P R2

D’autre part la fonction yp : x ÞÝÑ
5

13
est une solution particulière de l’équation pEq.

Ainsi toutes les solutions de pEq sont :

SE “

!

x ÞÝÑ
5

13
` e3x ˆ pλ cosp2xq ` µ sinp2xqq | pλ, µq P R2

)

Exercice 3. Résoudre les équations différentielles :

y2 ´ 3y1 ` 2y “ 1 pE1q y2 ´ 4y1 ` 4y “ 8 pE2q y2 ´ 2y1 ` 2y “ 2 pE3q

.

.
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Partie B. Équations différentielles linéaires.

Dans cette partie, I désigne un intervalle non vide et non réduit à un point.

3. Équations différentielles linéaires du 1er ordre

3.1. Définition ; structure des solutions.

Définition 5.
Soient I un intervalle et x ÞÝÑ apxq, x ÞÝÑ bpxq deux fonctions continues sur I.
L’équation :

y1 ` apxqy “ bpxq pEq
est appelé équation différentielle linéaire du 1er ordre ; ses solutions sont toutes les fonc-
tions x ÞÝÑ ypxq dérivables sur I et vérifiant :

@x P I, y1pxq ` apxq ˆ ypxq “ bpxq

Exemple. La fonction y : x ÞÝÑ ex
2
´ 1

2
est une solution définie sur R de l’équation

différentielle :
y1 ´ 2xy “ x

En effet : y est dérivable sur R et y1pxq “ 2xex
2
, ainsi :

@x P R, y1pxq ´ 2xypxq “ 2xex
2

´ 2x

ˆ

ex
2

´
1

2

˙

“ ´2xˆ

ˆ

´
1

2

˙

“ x

Remarque. Une équation différentielle linéaire du premier ordre à coefficients constants
est une cas particulier où les fonctions x ÞÝÑ apxq et x ÞÝÑ bpxq sont constantes.

Définition 6. L’équation homogène associée à l’équation pEq est l’équation homogène :

y1 ` apxqy “ 0 pHq

Le résultats établis lorsque les coefficients sont constants, se généralisent ici.

Propriété 6.
Sous les mêmes hypothèses, en notant yp une solution particulière de pEq, toutes les
solutions de pEq s’obtiennent en faisant la somme de la solution particulière yp est des
solutions générales de l’équation homogène associée pHq.

S “

!

y “ yp ` yH | yH est une solution de pHq
)

Démonstration. Elle est quasiment identique à celle effectuée dans le cas de coeffi-
cients constants : soit yp une solution particulière de pEq :

(1) y1p ` apxqyp “ bpxq

alors y est solution de pEq si et seulement si :

y1 ` apxqy “ bpxq ðñ
´p1q

y1 ´ y1p ` apxqpy ´ ypq “ 0 ðñ py ´ ypq est solution de pHq

�

Il s’agit donc pour résoudre l’équation de déterminer toutes les solutions de l’équation
homogène associée pHq et une solution particulière de l’équation pEq.

Théorème 7.
Les solutions de l’équation pHq :
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y1 ` apxqy “ 0 pHq
sont toutes les fonctions de la forme :

ypxq “ k e´Apxq

où k est une constante réelle et x ÞÝÑ Apxq est une primitive (quelconque) de x ÞÝÑ apxq

Remarque. On peut écrire :

SH “

!

x ÞÝÑ k e´
ş

apxqdx
| k P R

)

Démonstration. Puisque x ÞÝÑ apxq est continue sur I, elle admet des primitives
sur I. Soit Apxq une primitive de apxq ; cherchons les solutions de pHq sous la forme
ypxq “ fpxqe´Apxq avec x ÞÝÑ fpxq une fonction dérivable sur I ; c’est toujours possible
en posant fpxq “ ypxq ˆ eApxq.

Alors :

y1pxq “ f 1pxqe´Apxq ´ apxqfpxqe´Apxq

ùñ y est solution de pHq si et seulement si :

y1pxq ` apxqypxq “ 0

ðñ f 1pxqe´Apxq ´ apxqfpxqe´Apxq
looooooooooooooooomooooooooooooooooon

“y1pxq

` apxqfpxqe´Apxq
looooooomooooooon

“apxqypxq

“ 0

ðñ f 1pxqe´Apxq “ 0

ðñ
ˆeApxq

f 1pxq “ 0

ðñ Dk P R, @x P I, fpxq “ k

Ainsi les solutions de pHq sont toutes les fonctions de la forme x ÞÝÑ ke´Apxq avec k P R.
�

Exemple. Résoudre sur R˚` l’équation :

y1 ´
1

x
y “ 0 pHq

La fonction définie par apxq “ ´
1

x
est continue sur R˚` et admet pour primitive Apxq “

´ lnpxq “ ln

ˆ

1

x

˙

. Ainsi les solutions de pHq sont toutes les fonctions définies sur R˚`
par :

x ÞÝÑ ke´p´ lnpxqq
“ kx

avec k P R.

3.2. Recherche d’une solution particulière.

3.2.1. Méthode de variation de la constante.

On cherche une solution particulière de l’équation :

y1pxq ` apxqypxq “ bpxq pEq

sous la forme :
ypxq “ kpxqe´Apxq

12
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avec x ÞÝÑ Apxq une primitive de x ÞÝÑ apxq sur I et x ÞÝÑ kpxq une fonction dérivable
sur I.

Remarque. C’est à dire de la forme d’une solution de pHq où on aurait remplacé la
constante par une fonction dérivable sur I ; d’où le nom de méthode de variation de la
constante.

Alors :
y1pxq “ k1pxqe´Apxq ´ apxqkpxqe´Apxq

Ainsi y est solution de E sur I si et seulement si :
“y1pxq

hkkkkkkkkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkkkkkkkkj

k1pxqe´Apxq ´ apxqkpxqe´Apxq`

“apxqypxq
hkkkkkkkikkkkkkkj

apxqkpxqe´Apxq “ bpxq

ðñ k1pxqe´Apxq “ bpxq

ðñ
ˆeApxq

k1pxq “ bpxqeApxq

ðñ kpxq est une primitive de bpxqeApxq

Or x ÞÝÑ bpxqeApxq est continue sur I, comme produit de composées de fonctions conti-
nues sur I, et donc elle admet bien une primitive sur I. Ainsi :

Méthode de variation de la constante.
l’équation

y1 ` apxqy “ bpxq pEq
admet pour solution particulière toute fonction de la forme :

yp : x ÞÝÑ kpxqe´Apxq avec kpxq “

ż

bpxqe`Apxqdx.

où Apxq est une primitive de apxq.

La recherche d’une solution particulière se ramène alors à un calcul de primitive, ce
qui est deja plus simple.

Exemple. Résoudre sur R :
y1 ` xy “ x

L’équation homogène associée pHq : y1`xy “ 0 admet pour solutions toutes les fonctions
de la forme :

x ÞÝÑ k exp

ˆ

´
x2

2

˙

avec k P R

Cherchons une solution particulière de pEq, par la méthode de variation de la constante.

Soit : yppxq “ kpxq exp

ˆ

´
x2

2

˙

avec :

kpxq “

ż

x exp

ˆ

x2

2

˙

dx “ exp

ˆ

x2

2

˙

Ainsi :

yppxq “ exp

ˆ

x2

2

˙

ˆ exp

ˆ

´
x2

2

˙

“ 1

Les solutions de pEq sont donc toutes les fonctions dans l’ensemble :

SE “

!

x ÞÝÑ 1` ke´
x2

2 | k P R
)
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3.2.2. Principe de superposition des solutions.

Lorsque le second membre de l’équation se décompose en somme, la recherche d’une
solution particulière peut se faire en sommant (superposant) les solutions particulières
d’équations plus simples :

Propriété 8.
Si pEq est de la forme :

y1 ` apxqy “ b1pxq ` b2pxq ` ¨ ¨ ¨ ` bnpxq pEq

avec a, b1, b2, . . . bn des fonctions continues sur I, alors en notant pour tout i P rr1, nss :

y1 ` apxqy “ bipxq pEiq

et fi une solution particulière de pEiq, la fonction :

yp “ f1 ` f2 ` ¨ ¨ ¨ ` fn

est une solution particulière de pEq.

Démonstration. Elle découle de la linéarité de la dérivation :

pf1 ` f2 ` ¨ ¨ ¨ ` fnq
1
“ f 11 ` f

1
2 ` ¨ ¨ ¨ ` f

1
n

et de la linéarité de l’équation :

f 11pxq ` apxqf1pxq “ b1pxq
f 12pxq ` apxqf2pxq “ b2pxq

...
f 1npxq ` apxqfnpxq “ bnpxq

,

/

/

.

/

/

-

ùñ
ř

˜

n
ÿ

i“1

fi

¸1

pxq ` apxq

˜

n
ÿ

i“1

fi

¸

pxq “
n
ÿ

i“1

bipxq

ùñ y1ppxq ` apxqyppxq “
n
ÿ

i“1

bipxq

ainsi yp est solution particulière de pEq. �

Exemple. Résoudre sur R :
y1 ´ y “ x` cospxq pEq

L’équation homogène associée pHq : y1 ´ y “ 0 a pour solutions toutes les fonctions
x ÞÝÑ kex avec k P R.

Cherchons une solution particulière en appliquant le principe de superposition des so-
lutions :

– L’équation pE1q : y1 ´ y “ x a pour solution particulière :

y1 “ kpxqex avec kpxq “

ż

xe´xdx

Par une intégration par partie :

kpxq “ ´xe´x ´

ż

´e´xdx “ ´xe´x ´ e´x
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

u “ x u1 “ 1
v “ ´e´x v1 “ e´x

donc y1pxq “ p´x´ 1q ˆ e´x ˆ ex “ ´x´ 1.

– L’équation pE2q : y1 ´ y “ cospxq a pour solution particulière :

y2 “ kpxqex avec kpxq “

ż

cospxqe´xdx
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Par intégration par partie :

kpxq “ ´ cospxqe´x ´

ż

sinpxqe´xdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

u “ cospxq u1 “ ´ sinpxq
v “ ´e´x v1 “ e´x

“ ´ cospxqe´x ´

ˆ

´ sinpxqe´x ´

ż

´ cospxqe´xdx

˙
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

u “ sinpxq u1 “ cospxq
v “ ´e´x v1 “ e´x

“ psinpxq ´ cospxqqe´x ´ kpxq

ùñ 2kpxq “ psinpxq ´ cospxqqe´x

ùñ kpxq “
1

2
psinpxq ´ cospxqqe´x

donc y2pxq “
1

2
psinpxq ´ cospxqq ˆ e´x ˆ ex “

1

2
psinpxq ´ cospxqq “

?
2

2
sin

`

x´ π
4

˘

.

Ainsi pEq a pour solution particulière :

yppxq “ ´1´ x`

?
2

2
sin

´

x´
π

4

¯

et l’ensemble des solutions de pEq est :

SE “

!

x ÞÝÑ ´1´ x`

?
2

2
sin

´

x´
π

4

¯

` kex | k P R
)

Exercice 4. Résoudre :

y1 ´ 3x2y “ x5ex
3

pEq

y1 ` tanpxq ˆ y “ sinp2xq sur
ı

´
π

2
,
π

2

”

pE 1q

y1 ` tanpxq ˆ y “ sinp2xq ` cospxq sur
ı

´
π

2
,
π

2

”

pE2q
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4. Équations du 2nd ordre à coefficients constants et second membre
non constant

4.1. Structure des solutions.

On s’intéresse dans cette partie à la résolution d’une équation différentielle de la forme :

y2 ` ay1 ` by “ cpxq pEq

avec pa, bq P R2 et x ÞÝÑ cpxq une fonction continue sur un intervalle I.

Une solution de pEq, est une fonction définie et deux fois dérivable sur I, tel que :

@x P I, y2pxq ` ay1pxq ` bypxq “ cpxq

Les solutions ont même structure que dans le cas où le second membre est constant :

Théorème 9.
Avec les mêmes notations : on associe à pEq l’équation homogène :

y2 ` ay1 ` by “ 0 pHq

Soit yp une solution particulière de l’équation pEq ; les solutions de pEq sont toutes les
fonctions y de la forme :

y “ yp ` yH avec

"

yp la solution particulière de pEq

yH une solution générale de pHq

Démonstration. Soit yp une solution de pEq ; ainsi :

(1) @x P I, y2ppxq ` ay
1
ppxq ` byppxq “ cpxq

Soit y une fonction deux fois dérivable sur I. Alors y est solution de pEq si et seulement
si :

(2) @x P I, y2pxq ` ay1pxq ` bypxq “ cpxq

et donc en formant p2q ´ p1q, si et seulement si :

y2pxq ` ay1pxq ` bypxq ´
`

y2ppxq ` ay
1
ppxq ` byppxq

˘

“ cpxq ´ cpxq

ðñ py ´ ypq
2
pxq ` apy ´ ypq

1
pxq ` bpy ´ ypqpxq “ 0 par linéarité de la dérivation

ðñ py ´ ypq est solution de pHq

Ainsi y est solution de pEq si et seulement si y ´ yp “ yH où yH est une solution de
pHq, si et seulement si y “ yp` yH avec yH une solution de l’équation homogène pHq.�

Propriété 10. Principe de superposition des solutions. Soit l’équation :

y2 ` ay1 ` by “ c1pxq ` c2pxq ` ¨ ¨ ¨ ` cnpxq pEq

avec c1, c2, . . . cn des fonctions continues sur un intervalle I. En notant pour tout i P
rr1, nss :

y2 ` ay1 ` by “ cipxq pEiq
et fi une solution particulière de pEiq, la fonction :

yp “ f1 ` f2 ` ¨ ¨ ¨ ` fn

est une solution particulière de pEq.

Démonstration. Comme dans le cas de l’ordre 1, elle découle facilement de la linéarité
de l’équation et de la linéarité de la dérivation, appliquée ici deux fois :
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pf1 ` f2 ` ¨ ¨ ¨ ` fnq
1
“ f 11 ` f

1
2 ` ¨ ¨ ¨ ` f

1
n

pf1 ` f2 ` ¨ ¨ ¨ ` fnq
2
“ f21 ` f

2
2 ` ¨ ¨ ¨ ` f

2
n

�

4.2. Recherche d’une solution particulière.
Déterminer une solution particulière lorsque le second membre n’est pas constant est
un problème difficile. Nous n’étudierons pas de méthode de résolution générale.

On cherche le plus souvent une solution particulière ayant une forme analogue au
second membre. Hormis dans les cas très simples, durant un exercice l’énoncé proposera
sous quelle forme chercher une solution particulière. Dans la grande majorité des cas
on se retrouvera dans l’un des cas particuliers listé ci-après.

Dans toute la suite on considère l’équation :

y2 ` ay1 ` by “ cpxq pEq

et son équation caractéristique associée :

r2 ` ar ` b “ 0 pECq

de discriminant ∆.
On dira que :

Pour un réel α, son ordre de multiplicité mpαq en tant que solution de pECq est :

– mpαq “ 0 : si α n’est pas solution de pECq.

– mpαq “ 1 : si α est solution de pECq et ∆ “ 0 (i.e ; si α est une solution simple).

– mpαq “ 2 : α est solution de pECq et ∆ “ 0 (i.e. si α est une solution double).

Pour trouver une solution particulière lorsque le second membre cpxq est :

‚ Un polynôme de degré n.
Chercher une solution particulière de la forme :

xmp0q ˆ P pxq

où :
– P pxq est un polynôme de même degré n que le second membre,

– mp0q est l’ordre de multiplicité de 0 dans pECq.

Exemples.
‚ Résoudre :

y2 ´ 2y ` y “ x2

L’équation homogène associée est pHq : y2 ´ 2y1 ` y “ 0 d’équation caractéristique
pECq : r2 ´ 2r ` 1 “ 0. On a ∆ “ 0 et une seule solution de pECq qui est 1.

Ainsi pHq a pour solutions toutes les fonctions de la forme :

x ÞÝÑ pλx` µqex

avec pλ, µq P R2. Cherchons une solution particulière sous la forme :

yppxq “ ax2 ` bx` c

Alors :

y1ppxq “ 2ax` b

y2ppxq “ 2a

ùñ yp est solution de pEq ssi y2ppxq ´ 2y1ppxq ` yppxq “ x2

18
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ðñ 2a´ 2p2ax` bq ` ax2 ` bx` c “ x2

ðñ p2a´ 2b` cq ` pb´ 4aqx` ax2 “ x2

ðñ

$

&

%

2a´ 2b` c “ 0

b´ 4a “ 0

a “ 1

ðñ

$

&

%

a “ 1

b “ 4

c “ 6

ainsi une solution particulière de pEq est : yppxq “ x2 ` 4x ` 6 et les solutions de pEq
sont :

S “

!

x ÞÝÑ pλx` µqex ` x2 ` 4x` 6 | pλ, µq P R2
)

‚ Résoudre :
y2 ` y1 “ x2

L’équation homogène associée est pHq : y2 ` y1 “ 0 d’équation caractéristique pECq :
r2 ` r “ 0. On a ∆ ą 0 et pour solutions réelles 0 et ´1.

Ainsi pHq a pour solutions toutes les fonctions de la forme :

x ÞÝÑ λ` µe´x

avec pλ, µq P R2. Puisque 0 a pour ordre de multiplicité 1 dans pECq, cherchons une
solution particulière sous la forme :

yppxq “ xˆ pax2 ` bx` cq “ ax3 ` bx2 ` cx

Alors :

y1ppxq “ 3ax2 ` 2bx` c

y2ppxq “ 6ax` 2b

ùñ yp est solution de pEq ssi y2ppxq ` y
1
ppxq “ x2

ðñ 6ax` 2b` 3ax2 ` 2bx` c “ x2

ðñ p2b` cq ` p6a` 2bqx` 3ax2 “ x2

ðñ

$

&

%

2b` c “ 0

6a` 2b “ 0

3a “ 1

ðñ

$

&

%

a “ 1{3

b “ ´1

c “ 2

ainsi une solution particulière de pEq est : yppxq “
1
3
x3´x2` 2x et les solutions de pEq

sont :

S “

!

x ÞÝÑ λ` µe´x `
1

3
x3 ´ x2 ` 2x | pλ, µq P R2

)

‚ P pxq ˆ eαx avec α P R et P un polynôme de degré n.
Chercher une solution particulière de la forme :

xmpαq ˆQpxq ˆ eαx

où :
– Qpxq est un polynôme de même degré n que P pxq,

– mpαq est l’ordre de multiplicité de α dans pECq.

Exemples.

‚ Résoudre :
y2 ´ y “ ex
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L’équation homogène associée est pHq : y2 ´ y “ 0 d’équation caractéristique pECq :
r2 ´ 1 “ 0. On a ∆ ą 0 et pour solutions réelles -1 et 1.

Ainsi pHq a pour solutions toutes les fonctions de la forme :

x ÞÝÑ λex ` µe´x

avec pλ, µq P R2. Puisque 1 a pour ordre de multiplicité 1 dans pECq, cherchons une
solution particulière sous la forme :

yppxq “ xˆ aˆ ex

Alors :

y1ppxq “ aex ` axex “ aexp1` xq

y2ppxq “ aex ` aexp1` xq “ aexp2` xq

ùñ yp est solution de pEq ssi y2ppxq ´ yppxq “ ex

ðñ aexp2` xq ´ axex “ ex

ðñ 2aex “ ex

ðñ a “
1

2
ainsi une solution particulière de pEq est : yppxq “

1
2
xex et les solutions de pEq sont :

S “

!

x ÞÝÑ
1

2
xex ` λex ` µe´x | pλ, µq P R2

)

‚ Une fonctions circulaire k sinpωxq ou k cospωxq.
Chercher une solution particulière sous la forme :

a sinpωxq ` b cospωxq

lorsque iω n’est pas une solution de pECq.
Sinon, la chercher sous la forme :

ax sinpωxq ` bx cospωxq.

avec a et b à déterminer.

Remarque. Ce cas se ramène en fait au cas précédent une fois remarqué que :

sinpωxq “ Impeiωxq ; cospωxq “ Repeiωxq

et qu’une solution particulière de R dans C donne une solution particulière de R dans
R en considérant sa partie réelle/imaginaire.

Exemple.

‚ Résoudre :
y2 ` y “ sinp2xq ` cospxq pEq

L’équation homogène associée est : pHq : y2 ` y “ 0 d’équation caractéristique pECq :
r2`1 “ 0. Le discriminant est ∆ ă 0 et ses deux solutions sont les complexes conjugués :
˘i . Ainsi les solutions de pHq sont :

SH “

!

x ÞÝÑ λ cospxq ` µ sinpxq | pλ, µq P R2
)

Pour déterminer une solution particulière on applique le principe de superposition des
solutions ; soient :

y2 ` y “ sinp2xq pE1q ; y2 ` y “ cospxq pE2q

– Solution particulière de pE1q. Puisque 2i n’est pas solution de pECq, on cherche une
solution particulière sous la forme y1pxq “ a cosp2xq ` b sinp2xq. Ainsi :
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y11pxq “ ´2a sinp2xq ` 2b cosp2xq

y21pxq “ ´4a cosp2xq ´ 4b sinp2xq

ainsi y1 est solution de pE1q si et seulement si y21 ` y1 “ sinp2xq

ðñ

“y2
1

hkkkkkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkkkkkj

´4a cosp2xq ´ 4b sinp2xq`

“y1
hkkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkkj

a cosp2xq ` b sinp2xq “ sinp2xq

ðñ ´ 3a cosp2xq ´ 3b sinp2xq “ sinp2xq

ðñ pa, bq “

ˆ

0,´
1

3

˙

La fonction y1pxq “ ´
1
3

sinp2xq est donc une solution particulière de pE1q.

– Solution particulière de pE2q. Puisque i ˆ 1 est solution de pECq, on cherche une
solution particulière sous la forme : y2pxq “ ax cospxq ` bx sinpxq ; ainsi :

y12pxq “ a cospxq ` b sinpxq ´ ax sinpxq ` bx cospxq

y22pxq “ ´a sinpxq ` b cospxq ´ a sinpxq ` b cospxq ´ ax cospxq ´ bx sinpxq

“ ´2a sinpxq ` 2b cospxq ´ ax cospxq ´ bx sinpxq

ainsi y2 est solution de pE2q si et seulement si : y22 ` y2 “ cospxq

ðñ

“y2
2

hkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkj

´2a sinpxq ` 2b cospxq ´ ax cospxq ´ bx sinpxq`

“y2
hkkkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkkkj

ax cospxq ` bx sinpxq “ cospxq

ðñ ´ 2a sinpxq ` 2b cospxq “ cospxq

ðñ pa, bq “

ˆ

0,
1

2

˙

Ainsi y2pxq “
1
2
x sinpxq est solution particulière de pE2q.

Finalement, d’après le principe de superposition des solutions, la fonction yppxq “
´1

3
sinp2xq` 1

2
x sinpxq est solution particulière de pEq. L’ensemble des solutions de pEq

est donc :

SE “

!

x ÞÝÑ ´
1

3
sinp2xq `

1

2
x sinpxq ` λ cospxq ` µ sinpxq | pλ, µq P R2

)

Exercice 5. Résoudre les équations différentielles suivantes :

y2 ` y1 ´ 2y “ ex pE1q

y2 ´ 2y1 ` y “ px´ 1qex pE2q

Pour trouver une solution particulière on se ramènera aux cas particuliers exposés ci-
dessus.
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