Chapitre 9

Notion de graphe

Ce cours traite de la notion de graphe et de la fagon de les implémenter.

1 Notion de graphe

Définition 1.1
Un graphe (fini) ¥ = (., &) est la donnée de deux ensembles finis :

— un ensemble fini . d’éléments, appelés les sommets ;
— un sous-ensemble o7 de . x ., de couples de sommets, appelés les arétes.
Le graphe ¥ = (7, &) est dit non orienté si :

V(a,b) € S x .7, (a,b) € &/ = (b,a) € A .

Sinon il est dit orienté.

Définissons la notion de sous-graphe d’un graphe.

Définition 1.2
Donnés deux graphes ¥ = (7, &) et 4’ = (', "), on dit que ¥’ est un sous-
graphe de ¥ si .Y Cc S et &' C .

On définit aussi les notions de successeurs et de prédécesseurs d’un sommet, et dans un
graphe non orienté, la notion de sommets adjacents.

Définition 1.3
Dans un graphe ¥ = (&, ) :

—si (a,b) € o est une aréte, les sommets a € & et b € . sont appelés respective-
ment origine et I'extrémité de ’aréte. Le sommet b est un successeur du sommet
a, le sommet a est un prédécesseur du sommet b ;

— dans un graphe non orienté, deux sommets a € .% et b € . sont adjacents si

(a,b) € o ;

Dans la suite, pour un graphe non orienté, on ne donnera qu’une aréte
sur 2 parmi (a,b) et (b,a). Par exemple, ci-dessus, on s’autorisera a
écrire abusivement :

A = {(Aa C)a (B,C); (Cv D); (Av B); (A’ D); (B’D)}

=

et on dira que le nombre d’arétes non orientées, noté #.7, est 6.

Représentation graphique

e Représentation graphique d’un graphe.

On représente graphiquement un graphe ¢ = (., /) dans le plan, & 'aide d’un motif,
point ou cercle, pour chaque sommet (avec pour label le nom du sommet), et d’un arc
reliant les sommets a et b pour toute aréte (a,b) € o.

— Pour un graphe orienté, une fleche permet de distinguer laréte (a, b) de laréte (b, a).
— Pour un graphe non orienté, on ne distingue pas l'aréte (a,b) de l'aréte (b, a).

Exemple.

e Sur la figure de gauche on a représenté le graphe orienté ¥ = (., &) avec :

S = {A,B,C,D} o = {(c, A); (C, B); (C, D); (B, A); (D, A); (D, B), (D,D)} .
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e Sur la figure de droite, on a représenté le graphe non orienté 4 = (., «7) avec :

7 ={a,B,c,p}
o = {(A,0); (€, ) (B,C): (C, B); (D, C); (C, D); (B, A);

(4, B); (D, 4); (A, D); (D, B); (B, D)}

Relation binaire associée a un graphe

Un graphe ¥ = (., &) permet de définir une relation binaire Ry sur 'ensemble de ses
sommets, c’est-a-dire ’application :

S xS — {0,1}
(a,b) +—— aRgb

Ainsi un graphe ¥ = (., 47) est non orienté si et seulement si Ry est symétrique,
c’est-a-dire si et seulement si V (a,b) € ¥ X ., aRgb = bRga.

1 si(a,b) e

Ry : .
“ 0 sinon

ol aRgb= {

A

Exemples de situation bien modélisées par un graphe

Enormément de situation peuvent se modéliser a ’aide d’un graphe.
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Graphe non orienté sous-jacent

Un graphe orienté contient plus d’information qu'un graphe non orienté, et a tout graphe
on peut lui associer un graphe non orienté, dit sous-jacent, ayant méme ensemble de som-
mets, et obtenu en symétrisant sa relation associée, c’est-a-dire en supprimant toutes
les fleches des arcs dans sa représentation graphique.

Définition 1.4
Donné un graphe (fini) ¥ = (., &), son graphe non orienté sous-jacent est

le graphe 4 = (.7, &/) défini par :
I = et 3:{(a,b)65’><y | (a,b) € & ou (b,a)ed}.

]:ilvidemment7 pour un graphe non orienté ¢, on a 4 = ¥, et cette définition ne présente
d’intérét que pour un graphe orienté.

1.1 Chemin et connexité
Chemin et cycle

La notion de chemin entre sommets est une notion importante dans les graphes; elle
correspond a I’idée intuitive de chemin reliant deux sommets par une succession d’arétes.

Définition 1.5
Dans un graphe ¢4 = (¥, o), donnés deux sommets a € . et b € ., un chemin
de a a b est une suite finie de sommets

S0y S1y-++5 Siy Sit1ly--+5 Sn—1, Sn

vérifiant : sg = a, s, = b et
Vie [[O,n = 1]], (5i75i+1) € o .
L’entier n est la longueur du chemin.

La distance entre deux sommets reliés par un chemin est la longueur minimale d’un
chemin les reliant.

Un chemin reliant deux mémes sommets est appelé un cycle.

Définition 1.6
Un cycle issu de a est un chemin d’un sommet a € % a lui-méme, et de longueur
> 1.

Composantes connexes. Graphe connexe

Pour un graphe non orienté, étre relié par un chemin est une relation d’équivalence sur
les sommets.

Une relation binaire R sur .# est une relation d’équivalence si elle est :

= — Réflexive. Vse., sRs.
— Symétrique. V(s,s') € .72, sRs’ = s'Rs.
— Transitive.  V(s,s',s"”) € .93, sRs' et s'Rs"” = sRs".

Propriété 1.1
Dans un graphe ¢ non orienté, la relation ”étre relié par un chemin”, est une relation
d’équivalence sur ’ensemble . de ses sommets .

Preuve. Notons la relation R ; elle est bien définie, par aRb si il existe un chemin dans
4 de a a b. 1l s’agit de montrer qu’elle est réflexive, symétrique et transitive.
Réflexivité. Pour un sommet a € ., la suite a de longueur 0 est un chemin de a a a;
ainsi aRa.
Symeétrie. Soit a,b deux sommets. Si aRb, il existe un chemin (sg)o<k<n = S0, - - -, Sn, de
a & b. Le graphe étant non orienté : (s;,$;41) € & <= (8;41,8;) € &. Ainsi la suite
de sommets (SZ)OQan définie par sﬁg = Sp_k est un chemin de b & a. Donc bRa.
Transitivité. Soit a, b, ¢ trois sommets tels que aRb et bRe, et (sk)ogk<n, respectivement
(8} )o<k<m, un chemin de a & b, respectivement de b & c. Alors nécessairement sy = a,
Sn = 8, = bet s, = c. Ainsi, la suite de sommets :
— I /
a = 50, S1y--+ySn = Sg3S1y---,S

est un chemin de a & ¢ (de longueur n + m). Donc aRc. O

Donnée une relation d’équivalence sur un ensemble ., I'ensemble se partitionne en
classes d’équivalences.

Soit S un ensemble et R une relation d’équivalence; la classe
d’équivalence de s € S est [s] = {s’ eS| sRs’}.

Les classes d’équivalence forment une partition de S : il existe une fa-
mille (s;);er d’éléments de S tels que :

S=J[si] et Ve’ i#j = [s:]Nn[s;]=0.
iel
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Donné un graphe ¥ = (¥, &) et ' C . un sous-ensemble de sommets, le sous-
graphe de ¢ restreint aux sommets .’ est le graphe (', &) avec &' = ZN(S x ),
c’est-a-dire que c’est le graphe obtenu de ¢ en ne conservant que les sommets de .#’ et
les arétes reliant les sommets de ..

Définition 1.7

e Pour un graphe non orienté ¥, ses composantes connexes, sont les sous-
graphes de ¢ restreints aux classes d’équivalences des sommets pour la relation étre
relié par un chemin.

e Pour un graphe orienté ¢, ses composantes connexes, sont les sous-graphes
de ¥ restreints aux classes d’équivalences, de son sous-graphe non orienté sous-jacent
4, pour la relation étre relié par un chemin.

Les composantes connexes sont intuitivement ” les morceaux ” du graphe. Par exemple,
le graphe non orienté ¥ = (&, &) défini par :

7 ={0.1.2345} o ={(0.1:(0,2):(0.3):(1,2):(23) (4.5}
a deux composantes connexes, 4 (graphe de gauche) et % (graphe de droite) :

G = () A={0123} o ={(0,1:00,2)(03):(1,2; 23}

b= (Snh) o SH={15} @={15}

La notion de composantes connexes permet de définir la connexité d’un graphe, intuiti-
vement lorsqu’il est constitué d’un seul morceau.

Définition 1.8
e Un graphe non orienté est dit connexe lorsqu’il n’a qu’une seule composante
connexe.

e Un graphe orienté est dit connexe lorsque son graphe non orienté sous-jacent
est connexe.

Par exemple, le graphe non orienté ci-dessus est non connexe (il a deux composantes

connexes), alors que le graphe non orienté suivant est connexe.

7= {0,1,2,3,4} o = {(o, 1);(0,3); (1,2); (1,3); (2, 3); (1,4)}

Pour un graphe non orienté, on peut aussi donner la définition alternative.

G = (S, o)

Propriété 1.2
Un graphe non orienté est connexe lorsque chaque couple de ses sommets est relié
par un chemin.

Preuve. Le graphe est connexe si et seulement si la relation ” étre relié par un chemin

” n’a qu’une seule classe d’équivalence, si et seulement si chaque couple de sommet est
en relation, c’est-a-dire est relié par un chemin. O

1.2 Matrice d’adjacence d’un graphe
Définition
Donné un graphe & = (.7, o), on peut le représenter a ’aide d’une matrice d’adjacence,

apreés avoir numéroté ses sommets de 1 jusqu’'a Card().

Définition 1.9

Soit un graphe ¢ = (¥, &) ayant n sommets. Donnée une bijection s : [1,n] — .7,
la matrice d’adjacence du graphe est la matrice carrée A € ., (R) constituée de
0 et de 1, et définie par :

v (i,4) € [L.n]?, Am-:{(l) s (5(0), (7)) €

Exemple. Le graphe non orienté :

4 @ 5
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a pour matrice d’adjacence :

OO R == O
OO O = O
=== O = =
S OO = O
_ O o= OO
O O, OO

Propriétés

2

Bien sir la matrice d’adjacence, n’est pas unique, elle dépend de la ” numérotation
des sommets. Mais changer cette numérotation ne fait qu’appliquer une suite d’échanges
simultanés des lignes et colonnes L; <+ L; et C; <> Cj.

Propriété 1.3

Une matrice d’adjacence d’'un graphe ¢ est symétrique si et seulement si le graphe

% est non orienté.

Preuve. Immédiate par définition. U

D’autres propriétés plus remarquables relient le graphe a sa matrice d’adjacence.
Propriété 1.4

Soit ¢4 un graphe ayant n sommets et A € #,(R) une matrice d’adjacence de ¥.
Pour tout k& € N* et tout 7,5 € [1,n], I'élément Aﬁ ; ligne i colonne j de la matrice
AF est égal au nombre de chemins de longueur k dans ¢ allant du sommet numéroté
1 au sommet numéroté j.

Preuve. On démontre la propriété par récurrence sur k. Pour ¢ € [1,n] notons s le
sommet numéroté k.

Initialisation. Si k = 0. Soit (i, j) € [1,n]?. La matrice A° est I'identité, et il existe un
chemin de longueur 0 de s; a s; si et seulement si ¢ = j. La proposition de récurrence
est vraie.

Hérédité. Supposons la proposition vraie au rang k € N*. Soit (4,5) € [1,n]? on a :
n
k k
Aijl = ZAi,t X Ay j
t=1

ou A;; vaut 1 si et seulement si (s¢,s;) est une aréte, et 0 sinon. Par hypothese de
récurrence Af’t est le nombre de chemins de longueur k de s; a s;.

Or pour chaque sommet s, € . tel que (s, s;) soit une aréte, chaque chemin de s; a s,
de longueur k£ donne un chemin différent de s; a s; de longueur £ + 1.

Ainsi Afjl est égal au nombre de chemins de longueur k + 1 allant de s; a s;. La
proposition de récurrence demeure vraie au rang k + 1. O

2 Implémentation des graphes

2.1 Implémentation d’un graphe par une liste d’arétes

La facon la plus simple de représenter un graphe consiste a représenter les sommets par
des entiers, débutant en 0, et de se donner le nombre n de sommets et la liste des arétes
sous forme d’une liste de couples d’entiers-sommets. Par exemple pour le graphe non

orienté :
EON
3 @ 5

on peut le représenter en déclarant une liste dont le premier élément est le nombre de
sommets, et le second la liste des arétes, données comme couples de sommets :

[(0,3), (0,4), (1,3, (1,4, (3,4, (1,2),
(1,5, (2,5, (4,51 1]

Graphe = [ 6,

(Pour un graphe non orienté on peut ne stocker qu’une aréte sur deux).

Cette approche n’est cependant pas tres efficace pour implanter des algorithmes sur les
graphes.

2.2 Implémentation d’un graphe par une liste d’adjacence

Une autre approche stocke le nombre de sommets et la liste des sommets adjacents (res-
pectivement successeurs) pour chaque sommet d’un graphe non orienté (respectivement
orienté) ; si la liste est L, L[1] contiendra la liste des sommets adjacents & i. Pour le
graphe non orienté ci-dessus, par exemple, on peut déclarer :

Graphe = [ 6, [ [3, 4],
[2, 3, 4, 5],
[1, 51,
[6, 1, 4],
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6, 1, 3,
(1, 2,

51,
411 1

Liste des sommets adjacents (successeurs) s’obtient en O(1); c’est 'avantage de cette
implantation.

Cette approche est efficace pour des graphes ayant peu d’arétes.

2.3 Implémentation d’un graphe par une matrice d’adjacence

Pour l'implémentation d’un graphe, un usage répandu, notamment lorsque le graphe
comporte beaucoup d’arétes, est d’utiliser une matrice d’adjacence. Il faut alors iden-
tifier ses sommets avec les entiers 0, 1, 2, etc. qui donneront les indices des lignes et
colonnes dans la matrice. Une liste pourra permettre de stocker aux mémes indices les
identifiants des sommets, si nécessaire.

from numpy import array

Graphe =

3 Graphe valué

Définition

Un graphe est valué lorsque chaque aréte est munie d’une valeur, appelée son poids.
Définition 3.1

Un graphe valué est la donnée d’'un graphe ¥ = (&, /) et d’une application
p: o/ — R appelée valuation.

Pour chaque aréte (s, s’) € &7, le nombre p(s, ') est appelé son poids.
Une valuation p est dite strictement positive si V (s,s’) € &, p(s,s’) > 0.

La valuation d’un graphe s’étend en une application : . x . — R en posant

p(s,s’) = +o0o lorsque (s,s') € .

Matrice de valuation

On peut décrire un graphe valué a l’aide de sa matrice de valuation.

Définition 3.2
Donnés un graphe ¥4 = (&, 4/) ayant n = #.% sommets, une valuation p du

graphe et une bijection s : [1,n] — %, la matrice de valuation est la matrice
M € #,(R) définie par :

p(s(i),s(5)) si (s(i), s(4)) € &

00 sinon

Y (i,j5) € [L,n]? M;,; = {

C’est une adaptation de la notion de matrice d’adjacence aux graphes valués, en chan-
geant 1 par le poids d’une aréte et 0 par +oco.

e Exemple. Un graphe valué et sa matrice de valuation :

gaw>
= g
G 8|
8888la
—~ g g|o

Longueur d’un chemin. Chemin géodésique

Définition 3.3
Dans un graphe ¢4 = (%, /) a valuation strictement positive, la longueur d’un
chemin v = (sg, 81, ..., 5y,) est le réel :

n—1
() =D p(sks skr1) -
k=0

Un chemin de s & s’ de longueur minimale est un chemin géodésique ou plus
court chemin de s & s’
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Si de plus le graphe est non orienté et sa valuation symétrique (c’est-a-dire p(s, s’) =
p(s’, s)), la longueur minimale d’un chemin (géodésique) de s a &', si elle existe, est
la distance d(s,s’) entre les sommets s, s’.

Si le graphe est de plus connexe, ’application d ainsi définie est une distance sur .%,
c’est-a~dire :

— Séparation. Vs,s' €., d(s,s') =0 < s=y¢".
Vs,s' €., d(s,s) =d(s,s).

Vs,s,s" €., d(s,s") <d(s,s

— Symétrie.

— Inégalité triangulaire. )+ d(s, s").

Illustration sur un exemple

On souhaite effectuer un trajet d’Avignon a la ville de Saint-Sébastien (& la frontiere
espagnole) par le réseau autoroutier du sud de la France.

Lanocnene. “/ { J/’ T \L/V‘Z ¥ Rogene 1M
~ ¢ A
& ,/;is [ —*'-km&s\es Cler/mo%enalﬁ‘f‘\ﬁxu%rm /h
§ ¥ 5ng%{leme Uss)/ Sygire c}'}"\'(be
1L Xl - L § Sam\%@n/ﬁé{\ \QT’"/ v
/ \ J
\'\ Périgueux Tyl f /’ Y (e
e d
\y o ¢ [ LePuyen-Velay /
A gq{ﬁ/ﬁ{é;c vv;\ Aurillac \ "4 &

Prlvas{/

g

Bigano > Fagac )

Bs(arros%}fK{%HMA Caht};rs
/ ! \_Agen
{ g // \K\ Mo{ta %an

Ga)
S

Dighe-

-+ ;ﬂ”gr ae il

%E;g,i\ém’:’elun;\\_/\ L5
Connaissant le cotiit (en péage et carburant) pour chaque trongon autoroutier, on sou-
haite déterminer le parcours autoroutier dont le tarif est le plus économique pour relier
Avignon a Saint-Sébastien.

A (

Sin( res
\

Angouléthe
sty

N
/ ;w (
44 / // Dighe-
it-de M) )
A Mancefe
e
) 40 E
6 /
Nt
o SRS e
1astelz_pahpelune LA ;o

On code ces informations dans un graphe valué non orienté : ses sommets représentent
les échangeurs (aux grandes villes Avignon, Marseille, montpellieR, Lyon, Clermont-
ferrand, tullE, Bordeaux, Toulouse, Saint-sébastien), et ses arétes les trongons autorou-
tiers les reliant. Les valuations des arétes sont les cotits des différents trongons exprimés
en €, pour le véhicule utilisé et pour une consommation moyenne.

10,5 /@
11,5 _CEP_ 11,3 -@/ 10,5
44 169 146 8,6

8,5
é- 21,6%— 18,6 —Cfbi 6,7

94 |

Ml AJL[R|C|]E|T|B]|S |
M| oo | 6,7 00 9,4 00 00 o0 00 0
A 67| oo |10,5] 85 00 0 00 00 00
L oo | 105 | o0 oo | 10,5 | o0 o0 o0 00
R || 94| 85 00 %) 8,6 oo | 186 | oo 00
C || o~ | 10,5 | 8,6 o | 11,3 | o 00 o0
E || o 00 00 oo [ 113 ] oo | 146 | 11,6 | o0
T | oo (%) oo | 186 | oo | 146 | oo | 16,9 | 21,6
B || © 00 00 00 oo | 11,5 1 16,9 | oo 44
S| oo | o 00 00 % oo | 21,6 | 4,4 00

C’est une matrice symétrique; on a compté les mémes cotits sur chaque trongon dans
les deux directions. Les arétes absentes sont représentées par un poids oo.

Un chemin géodésique reliant A a S dans un graphe fournirait le trajet le plus
économique. L’algorithme de Dijkstra permet de trouver de maniere efficace un tel che-
min (vu en 2éme année.)
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4 Parcours en largeur d’un graphe

On souhaite parcourir tous les sommets d’un graphe reliés & un sommet initial. Pour
cela on peut effectuer un Parcours en largeur, ou les sommets sont parcourus de
proches en proches, a partir d’'un sommet on parcourt tous ses sommets adjacents, puis
leur sommets adjacents non deja parcourus, etc... le principe est le suivant :

On considere deux listes :

— la liste M du marquage des sommets deja parcourus; elle contient autant d’élément
qu’il n’y a de sommets, et permet de marquer les sommets deja parcourus. Initialement
elle ne contient que des 0 ; sauf pour le sommet sy, qu’on marque en 1.

— La liste F file d’attente des sommets & parcourir ; initialement elle contient le sommet
initial sg.

On retire de la file d’attente son premier sommet s; on ajoute a la fin de F tous les
sommets successeurs de s non marqués, et on les marque dans M.

On poursuit ainsi tant que F est non vide.

A la fin la liste M permettra de récupérer tous les sommets marqués, c’est a dire parcou-
rus.

Dans un graphe non orienté, on obtiendra tous les sommets dans la méme composante
connexe que Sg.

Dans un graphe orienté, on obtiendra tous les sommets pour lesquels il existe un chemin
au départ de sq les reliant.

Exemple :

Au départ du sommet O :

=
1l

(1,0,0,0,0,0] ; F = [0]

3 @ )

O.

=
1l

(1,9,0,1,1,0]; F = [3,4]

O.

O

[1,1,0,1,1,0]; F = [4,1]

(1,1,0,1,1,1]

; F=1[1,5]

(1,1,1,1,1,1]; F = [5,2]

(1,1,1,1,1,1]

(1,1,1,1,1,1]

(2]

(]
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Implémentation & partir d’une liste d’adjacence

def parcours_largeur(Liste,s0):

n = Liste[0] # Nbre sommets
Ad = Liste[1] # Ad[i] contient les successeurs de i
M = [0] xn # tableau Marquage

file = [s0] # File
M[s®] =1 # Marquage sommet initial
while file != []:

s = file.pop(®) # Retrait ler €lt file

for v in Ad[s]: # Pour tous ses succeSSeurs
if M[v] == 0: # si non marqué
file.append(v) # ajout en fin de file
M[v] =1 # et marquage
parcourus = [] # création liste sommets parcourus
for i in range(n):
if M[i] == 1:

parcourus.append (i)
return parcourus

Cette implémentation est améliorable : utiliser une liste pour la file rend couteux le
retrait du premier élément de la file.
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