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1)

2)

3)

4)

Exercice 1

La ligne (n = 5) du triangle de Pascal est 1 5 10 10 5 1 donc par la formule du
binéme de Newton, on obtient :

(cos (#) + isin (0))® = (cos(A))° + 5(cos( ))*(isin (8)) + 10(cos (0))3(isin (0))? +
10( cos (#))2(isin (9))3 + 5( cos (6))(isin (8))* + (isin (0))®
(cos(#) + isin(#))® = (cos(6))® + 5i(cos (#))* sm(
101(5005 (0))2(sin (0))3 + 5cos (#) (sin (0))* + i(sin ())° car i* = 17 = —i, 14 =1
et 1° =1.
Puisque sin (50) = I'm (¢'*?), en identifiant les parties imaginaires :
sin (50) = 5(cos (0))*sin (#) — 10( cos (8))?(sin (0))3 + (sin (6))?
On remplace cos?(#) par 1 — sin?(6) :
sin (50) = 5(1 — sin?(#))?sin (A) — 10(1 — sin*(0)) sin®(#) + sin®(6)
= 5(1 — 2sin?(#) + sin*(0)) sin () — 10(1 — sin*(#)) sin®(#) + sin® ()

| sin (50) = 16sin°(9) — 20sin*(6) + 5sin(6) |

Remplagons 6 par T dans 'égalité obtenue a la question précédente :
0 = sin(7) = sin (57) = 16sin° (%) - 20 sin® (%) +5sin (%)
= sin( ) (16sm ( ) — 20sin? ( )+5)
Or £ €]0,n[ donc sm( ) #0. On en déduit que 16 sin* (7) — 205sin? (5) +5=0.

5
Autrement dit, | sin <%) est solution de I'équation (E) : 16z* — 2022 + 5 = 0.

On pose X = 22.

(E) <= 16X%2-20X +5=0

Le discriminant de ce trindéme du second degré en X est :
A=(-20)2-4x16 x5 =20% — 20 x 16 = 20(20 — 16) = 20 x 4 = 80.

VB0 = 27 x5 = 1/(22)* x 5 = 225 = 4/5.
Les solutions de (F) d’inconnue X sont X; =

X, et X5 sont distinctes car A #£ 0.

Il est clair que Xs > 0. D’aprés les relations coefficients-racines, X; Xo = 1% >0
donc X7 > 0.

(B) &= X=X10uX =Xy — 22=X;oua?=X,
— r=vXjoux=—/Xjouzx=+vXoouzx=—/Xs
Les quatre nombres X1, —v/X1, vV Xo2, —v X2 sont distincts deux a deux car

Ty = { VX, —VE VR V)

Jr

20—4v5 _ 5—/5 _
2= s et Xo=g%

0 < X1 < Xs. Par conséquent

5)

6)

1)

D’aprés les deux questions précédentes, on a :

bm(ﬂ> € {—VXz, —vVX1, VX1, VX2}. Autrement dit, sin (%) est un des
—VXs, —VXi, VXi, VXo.

Z €]0, x| donc sin (g) > 0 ce qui entraine qu’aucun des deux nombres —/X; et
X5 ne peut étre égal & sin (%)

quatre nombres :

s s s
On a 5 < 4 [ g
fonction sinus est strictement croissante donc 0 = sin (0) < sin (¥) < s

En élevant au carré, on obtient : sin’ (%) < %

V5> 0donc 5+ /5 > 5 dott Xy =

On en déduit que sin? (g) < % < X5 et donc sin (%) < +/X5. En particulier sin (g)
n’est pas égal & v Xs.

] sur lequel la
n (1) - %

et ces deux nombres appartiennent a l'intervalle

5+v5 5 1
SR> 2> 2.

La seule valeur possible pour sin (%) est donc v/ X7.

(7) =1 donc cos? (%) =1 — sin? (%)

cos? (%) +
z, g] donc cos? (¥) > 0.

5el-

D’aprés ce qui précéde, cos (%) =

D’aprés la question précédente, cos (%) =

3+V5

ws(5) -y

Exercice 2

a) Ecriture algébrique de z.

1+iV3
2 _ 1—|—Z'\/§

(1+4V3)(1 —14)

\f(1—z+zxf+f)

TR0+ VA4 VRt
2
Voiva . Voo
= 1 +1 1
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b) Pour donner I’écriture sous forme trigonométrique de z, on détermine d’abord
I’écriture sous forme exponentielle de u et v :

1 3 = 2 2 z
u:§+i—\2f:el? ; vz—\g—i—i%:@”
ig R x s T
— = 7 = eF—1) = i1z = | cog (ﬁ) + isin (*12>

¢) On en déduit :

s (fp) =7

2) a) Ecriture algébrique de 2 :

22 = (\/2+\/§+i\/2—\/§>2
:2+\/§+2z'><\/2+\/§x \/2—\/5—(2—\/5)
—2V3 4 2i\/22 — V3
~[2v3+2i]

b) Module et argument de 2.

2= /(2v3)? + 22 = VX3 Td=Vi6=[4= 7|

Soit § un argument de 22. On a :

COS(Q)_@_Q ;i 2_1
42 4

Donc | arg(z) E% [27] |

c) De |2%| = |22 = 4 et arg(2?) = 2arg(z) [27] = T [271] on en déduit que |z| = 2
t arg(2) = 73 [7]
et arg(z) = — [n].
ST _
Ainsi arg(z) = D [27] ou arg(z) =7 + - [27], ce qu’il faut encore déterminer.

Mais puisque T e [0, g} et Re(z) > 0, on en déduit que :

12
.

™

5 [27]

arg(z) =

d) On en déduit que :

cos(l):Re(z)— 2+/3 ot

,(1)_Im(2)_ 23
12 ElE )T TR T 2

V3 +i

3) Soit (E) : 22 = .

2

a) L’équation (E) est un équation du second degré a coefficients complexes.

2 V3+i
22

> =0

V34

= 2v/3 4 2i, dont on cherche

une "racine carrée". Pour cela on met A sous forme exponentielle :

Al =1/ (2V3)2+22 =12 +4=V16=4

Ainsi un argument 6 de A vérifie :

On calcule le discriminant A = 02 +4 x 1 x

et sin(d) = ITA(|A) = %

Re(A) V3
T2

cos(f) = N

Ainsi A = 4¢'% = (2¢'12)2. Les deux solutions de (E) sont donc :

21,20 = ke'12

3 .
b) ()113‘(124—()2:|z|2:|2;2|:‘\2;4_Z

3 1
1w

c) Soit z = a+ ib; z est solution de (F) si et seulement si :

2

3 1
(a+ib)? = a? +2iab—b® = a® —b? +ix 2ab = %—i—ixi —
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Puisque par ailleurs a® + b2 = 1, on obtient le systéme suivant qui permet de

déterminer a? et b2 :

2
02— V3 22:1+§ @ = +4\/§
- — <
a2+ =1 2b2:1—£ (,2:2_\/g
2 4
V2 V2-—
Ainsi nécessairement a = i%ﬁ et b = :N:T\/g. Mais par ailleurs

1 . .
ab = — > 0 donc a et b ont nécessairement méme signe.

On obtient donc les deux solutions possibles :

= \/2+\/§+i\/2_\/§ et z1=—\/2+\/§—i\/2_\/§.

“1 2 2 2 2

Puisque (E) admet exactement deux solutions, ce sont bien les deux solutions de

(E).
d) Puisque % € [O, g}, cos (%) > 0 et sin (%) > 0. Aussi, de a) et ¢) il découle :
(T . T\ 2+ \/§ V2 - \/g
on () i (3) - Y38 V2
dont on déduit :
T _Re(z)_ 2+3 . T _Im(z)_ 243
cos (E) = 2] = 5 et |sin (E) = H = 5

4) Par les 3 méthodes on a obtenu :

TN V2+V3 V642
COS(E)_ 2 4

sin(l): 2_\/3:\/6_\/5

12 2 4

Vérifier que les résultats sont cohérents revient & vérifier les égalités :

2+v3 _ V6+V2 . vV2-v3 _ V6-V2
2 4 2 4

Puisque tout est positif :

\/2;\/?3:\/@@ — (

2+¢§>2: <%+\/§>2

4 2 4
2+V3 _ 6424212 _ 24V3 _8+4V3 _ 2+V3 _2+48
4 16 4 16 4 4

. . . 2
ce qui est vrai. De méme, puisque 2 > V3 (car 22 =4>.3 = 3) et V6 >> \/5, on
peut élever la deuxiéme égalité au carré en conservant ’équivalence :

V2B _VB-vE ( 2—\/§>2_<\f—\/§>2
B 2 B 4

2 4

L 2-VB_6+2-2V12  2-V3_8-4Vv3 _ 2-V3 _2-V3
4 16 4 16 4 4

Les résultats obtenus par les 3 méthodes sont donc cohérents.

Exercice 3
Calculs de sommes

1) Calcul par télescopage.
a)

n n

DBk 43k +1=> [k +3k>++3k+1— k%] =
k=0 k=0 k=0

[(k+1)° — k*]

=n+1)P*-0=|(n+1)3

b)

I
3
7 N
—
|
+|+
=
|
—
>
+ | =
—_
=
N——

- k " k+1-1
Z(kJrl)!:Z (k+1)!

k=1
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1) ()

- i (In(k — 1) + In(k + 1) — In(k) — In(k)]

k=2

= i: [In(k — )]+ zn: In(k + 1) — In(k)]
k=2 =2

=1In

(1) = ()+1H(n+1) In(2)
1

d) Soit a,b e R :

a b _akt1)+b(k—1) _katb)+(a—b)

k-1 k+1  (k=1)(k+1) k2 —1
Ainsi VEEN {1}, —— = %+ 1§ quffit que
insi, pour que : ~ il k:Jrllsu que :

a+b=0 — b:—a — b:—a — a:%
a—b=1 a—b=1 2a =1 b:_%

On obtient donc, pout tout k € N :

Ainsi :
n n n
1 1 1 1 1 1 1 1 1

e L) Dy S S PO W B R
k=2 k=2 k=2

1 1 1 1 3 1 1

= x(14Z2-=- == ——
2 2 n n+1 4 2n 2n + 2

C3nn+1)—(2n+2)—2n  3n*—n—-2 | (Bn+2)(n—1)
N dn(n+1) dn(n+1)

2) Calcul de sommes doubles.
a)

n n n

& (n—i41)(i+n)
EDIEDNE .

1<i<j<n i=1 j=i

—_

Zfizn +n)+i*(n+1-n)—d

i=1

(n—&—l)>< (n—|—1)+1n(n—|—1)(2n—|—1)_1n2(n—|—1)2
2 6 2 4
( +1)6(2n+1)+ n*(n+ 1)

(Qn—i—l

\V]

2 4
())

n(n+1) XSn +n+2 n(n +

1)(3n+1)(n+ 2)

b)

. . "G+ 1 nin+1)
2= 7 :2X<2+”)

> li—jl= ZZ|’L—J| Z(iIZ—JHi Ii—jl)

1<i,j<n i=1 j=1 ji=1 Jj=i+1

[ n

—Z ;Z—J > G-

j=i+1
_22 z—l—l (n—i)(?”;—i—i—i—l)_(n_i)i

= i —=—= i - — ——n _
2 2 2 2 2 2

i=1
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_ n(n + 1)6(2n +1) n(n2—|— 1) « (—n—1)+n x n(n2—|— 1)
= w X (2n+1+3(—n—1)+3n)
_nn+1)(@2n-2) n(n?—1)

6 3

> 3
S—" ~——

4)

cosf +sinf ei? ind

1+i "
(1+itanf) o

< > - (cos@ | cos" @

Z (Z) i* tan® 0
k=0

formule du binoy

angle moi

Ainsi :
(Z) i* tan® 6 = Z (27;) %P tan?? 0 + Z (2]771 1) 2Pt gan?rtlg
k=0 0<2p<n 0<2p+1<n
— n 2 : n 2p+1
= Z <2p> (=1)Ptan“? 0 + ix Z <2p—|— 1) (=1)P tan=r"" 0
0<2p<n 0<2p+1<n
_cosnf sin nf
cos™ 0 cos™ 0

Ainsi en identifiant les parties réelles et imaginaires :

n cos nb n sin nf
—1)?tan?P g = . —1)Ptan?Ptl g =
Z <2p)( )" tan cos" @ | ' Z <2p + 1>( )" tan cos™ 0
0<2p<n 0<2p+1<n
Exercice 4
l.a) Ona:
P i 3 . i 3
1¥=1 ; (627> =eim =1 ; (e%) =™ =1
Ainsi w®, w!, w? sont solutions de (E).
ne
.1.b)
i 2im dim 2 47 . . 2T . 47
l1+e3 +e3 =14cos— +cos— 41X |sin— +sin —
3 3 3 3
1 1 3 3
2 2 2 2
car%”zw—%et%”:ﬂ—i—g.

(, 47 . 8w
sin — 4 sin —

8im

+es

4im

1+es

47 8t .
=1+cos— +cos— +1iX

3 3 3 3

)

1y 47r+ 27T+.X ,47r+, 2
= COS3 COS3 1 SlIl3 51n3
1 1 V3 V3
_1_7_7 1 [ _ =
2 2+1x< 2+2> 0
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8w _ 2m
car =27+ 5

2.a) On a w™ = (62"%)” = B = 2
de l’équation (E).

2.b) Puisque n > 1, on a w = e?'% # 1, et donc :

2.b) Soit k € [[0,n—1]]. Alors (w" o

w” est solution de 1'équation (E).

sk
On a wh = 2%

si et seulement si k: est un multiple de n.
Or k est dans I’ensemble [[0,n —

; ainsi w* =1 si et seulement si 2£T

kTr

seulement si kK = 0. On obtient donc les deux cas :

esik#£0:

1-1

¢ _1—(@h" _
2 () = = o =0

esik=0:

3.a) On applique la formule du binoéme :

(1+w)" =
k=0

> (3)1m+ wnt =

3.b) En appliquant 3.a), on obtient la somme double :

n—1 n n n—1
S-S5 (e =35
q= q=0 k=0 k=0 q=0

(-

= cos(2m) + isin(27w) = 1. Ainsi, w est solution

)" = (w")* = 1% = 1. Ainsi, pour tout k € [[0,n—1]],

est un multiple de 27, c¢’est-a-dire

1]], ot le seul multiple de n est 0. Ainsi, w* =1 si et

3.c) D’aprés 3.b), pour k € [[0,n — 1]] :

n—1
0 sik#0
k\q
Zo(w) _{ n sik=0
q=
D’autre part, puisque w™ =1 :
n—1 n—1
Z(w”)q = 1=n
q=0 q=0
Ainsi :
n—1 n n n—1
Q. _ k\q
Saren 23 (3) S
q=0 k=0 q=0
<n) n—1 n—1 n n—1 n n—1
_ (wo)uZ( ) (wk)q+< ) (w™)4
0 q=0 k=1 k q=0 n q=0
_ -0 _
(s (rmens
n
——
=1 =1

3.d) On applique la méme stratégie que dans les questions précédentes.

En appliquant la formule du binoéme :

(-wty =3 (7)) =

k=0

> (1)

quk .

On en déduit la somme double :

]
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Finalement, de facon analogue a 3.c) :

S-St (1) S

q=0 k=0 q=0
= (3) S S () St o (7) S
=|n+(-1)"xn




