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Exercice 1

1) a) Ecriture algébrique de 2.

—— V3 _(L+iV3)(1—i) _ V2
M_ﬁ(1+i)_ 20+ i) (1—14) 4(1 +iV3+V3)
2
CVE+V2 | VE—V2
z = 1 +1 1

b) Pour donner I’écriture sous forme trigonométrique de z, on détermine d’abord
I’écriture sous forme exponentielle de u et v :

1 V3 ' !
U=s+1—-—=e3 ; v=-—+1—_—=¢e"1
2 2 ’ -
—— z = el% :ei(%_%):ei1l2 =|cos (1)—1—2.8111 <1>
o 12 12
c) On en déduit :
-7 [ -7
Cos\5 ) = — i) T
s 0 12 4

2) a) Ecriture algébrique de 2? :
22 = (\/2+\/§+i\/2—\/§>2
=24+ V3+2ix \/2+\/§>< \/2—\/5—(2—\@)
— 23+ 2i\/22 — V3’
=[2v8+2i]

b) Module et argument de 2.

22 = /(@vB)? + 22 = VIx 3T d= V6 =[1= 7]

Soit § un argument de z2. On a :

™

arg(z) = 6 [27] |

Donc

c) De 22| = |2]? = 4 et arg(z?) = 2arg(z) [27] = % [271] on en déduit que |z| = 2

et arg(z) = [7].

e
| =

[27] ou arg(z) =7 + 112 [27], ce qu’il faut encore déterminer.

[O, g} et Re(z) > 0, on en déduit que :

=7 «

Ainsi arg(z) 1

T

Mai i — €
ais puisque

[\)

| =

[27]

arg(z) = 1

N}

d) On en déduit que :

™ Re(z) V2++3 . T Im(z) 2 -3
cos (—) = = et |sin (—) = =
12 2] 2 12 || 2
3) Par les 2 méthodes on a obtenu :
cos(l) CV2+V3 6+ V2
12/ 2 4
sin(1>— 2_\/5—\/6_\/5
12/ 2 4
Vérifier que les résultats sont cohérents revient & vérifier les égalités :
31V3 V6ivE . VI B VB
2 4 2 4
Puisque tout est positif :
2 2
2+V3 _Vo+v2 | 2+V3\ _ [V6+V2
2 4 2 B 4
24+v3  642+2V12 2+v3 8+4V3 2+v3 243
i 16 T T 1 T 1 T

_2V3_ V3

cos(f) 1 5

ce qui est vrai. De méme, puisque 2 > /3 (car 22 = 4 > \/?;2 =3) et v6 > /2, on
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peut élever la deuxiéme égalité au carré en conservant 1’équivalence : 2. (a)
2 2 = n(n+1) n?(n+1)
2 — — V2 2 — -2 = = = =
BB (ERY () )DIEES 3) DD BFTEISEL :
2 4 2 4 1<4,5<n i=1 j=1 i=1
2 — -2y - — _ - (b)
— V3 _ 6+2 2vi2 2 V3 8 4\/§<:)2 V3 _2-V3
4 16 4 16 4 4 n n n B
N (n—i+ 1)(2 +n)
Les résultats obtenus par les 2 méthodes sont donc cohérents. Z = Z ij = i X
1<i<jsn 1=1 j=1t i=1
1 n
= 5221(71 +n)+i3(n+1—-n) -
Exercice 2 i=1
2 2
1. (a) On seraméne par linéarité aux sommes de 1, d’entiers consécutifs, et de carrés - n(n +1) % (n +1) 1 n(n+1)(2n +1) _1n (n+1)
d’entiers consécutifs. 2 2 6 2 4
n _1n(n 1)(2n+1) + n?(n+1)2
> Bk —1)? Z%Q 6k+1—92k2 62k+21 2 6 2 4
k=1 k=1 B n+1 <2n—|—1 n+1)>
1)(2 1 1 N
ety (m+1) 2
; 6 2 _n(n+1)x3n +4+2 [nn+1)Bn+1)(n+2)
=nx (2(n+1)(2n+1)—3(n+1)—|—1> B 4 6 N 24
1 2 -1 (©)
o (s B L) [
2 2 2 n n j2 j2 n " q i o n 1i(i + 1)( 2Z—|-1)
b) O ne de t scutifs de suites géométri 2.2 = T i) i
(b) On se raméne & une somme de termes consécutifs de suites géométriques. o 1<igicn pr vl R p
Zs”flzzgx(?ﬁ)k :62(1'+1)(21+1 EZQZ +3i+1)
k=1 k=1 i=1 i=1
1 n 2 n n 1 n
-3x S ST AT o
3 k=1 6 i=1 6 i=1 6 i=1
1 1-9n 2 nrn+1)2n+1) 3nn+1) n
=-Xx9x =Z Z _
3 1-9 6" 6 52 '%
3 n(2n’+3n+1 3 n 9
== n ==——+ = 1 1)=|—=x(4 15 17
8><(9 1) 6( 3 +2(n+)+> 6 (4n® 4 15n + 17)
(¢) On procéde au changement d’indice j =k — 1 : 3. (a) La somme se calcule par télescopage :
n n—1 n2(n _ 1)2 n
;(k ;)J =0+ Zy — Z n(1- - Zln - kz_:z (In(k — 1) — In(k)) = In(1)~In(n) =
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(b) La somme se calcule encore par télescopage : b) L’équation (E;) devient donc :

— ‘ sin(5z) = cos(x) ‘

- k+1
- kZln ( k ) +1In ( A ) ¢) Pour résoudre (F7), on résout 'équation sin(5z) = cos(z) :
=2
™
i i sin(bz) = cos(z) <= cos (f - 5:5) = cos(z
=> In(k—1)—In(k) + Y _In(k+ 1) — In(k) (52) (@) (@)
k=2 k=2 r =7 — 5z [27] 6z = 5 [27]
=1In(1) —In(n) +In(n + 1) — In(2) < 4§ ou = ou
r = —5 + 5z [27] 4o = 7 [27]
1n<TL+1> r== |:7T:|
N 2n — 123 B T km wm  km
B (D R s=U{G+ 5 53]
(c) Ici encore la somme se calcule par télescopage aprés avoir remarqué que r=3 l2 keZ

kkl=(k+1).k -k =(k+1)! = k! 2) a) On a par définition :

Zw S e+ 1) — K = G+ ) — 1 =t D1 e — € = cos(dx) + isin(4z) — cos(3x) — isin(32)
k=1

= cos(4x) — cos(3z) +i (sin(4x) — sin(3z))

=partie réelle =partie imaginaire

ainsi :

sin(4z) — sin(3z) = Im (** — €%7)

idr 6131 .

Exercice 3

1) a) Linéarisons a l'aide des formules d’Euler : b) Appliquons la méthode de I'angle moitié 4 e

" 3 Sz " o
ei2e 4 o—i2e (eiz_eiz>3 et — e = e'2% x (elzw—e 137
X

iZe

cos(2x) sin®(x) 1
= e'2® ><2151n233

=——x (eIQw 4 6—12a:) % (61311 _ 3612ze—11 =+ 3elwe—12w _ 6—131) . .
161 Ecrivons ensuite sous forme algébrique e'2% x 2isin %x pour en retirer sa partie
_ _%6. % (elm + 6—12L> % (ei:u _ 36 4 3t _ e—i3x> imaginaire :
i
i L1 7 LT L1
_ _%61 % (ei5;c L 3ei3T 4 geiv v e go—ie | g.-iSe 05 ) €27 x 2isin 7%= (cos 3% + isin 2:1:) X 2isin 5%
__ L X (eifm ez _ 3 (6139‘ - —131) _|_4( —lx)) = —2sin zw X sin lx +i x 2cos z:r X sin lx
16i 2 2 2 2
1 I NG
- x (21 Sln(5l‘) 6 sm(Sx) + Si sm(x)) =partie réelle partie imaginaire
161 ainsi :
1 3 . 1 . . Mz idx 1 7
=13 sin(5x) + 3 sin(3x) — 3 sin(x) sin(4z) — sin(3z) = I'm (e"* — €7) = 2sin 5% X cos o
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c) ‘sin(29) = 2sin(6) cos(d) ‘
d) Avec b), 'équation (Es) devient :

1 7
(E2) <= sin(x) + 2sin JT X cos T = 0

<> 2si 1 X L + 2si 1 X ! 0
Sin —x COS - SN —x COS - =
c) 2 2 2 2

o1 1 7
<:>251n§x>< cos—x+cos—x | =0

2 2
2sin 2 =0 sinfz =0
— ou — ou
COS ll’-i—COS z{E =0 COS lx = — COS ZCU
2 2% 2 2

e) Avec I’équivalence obtenue a la question précédente, il ne reste plus pour résoudre
(E2) qu’a résoudre séparément les deux équations sin %x = 0 et cos %x = —cos %x

et prendre la réunion des deux ensembles solutions obtenus.

1 1
siniwzo — §x50[7r] — =027 < z € 27Z

17 1 7
COS 5@ = —COS 5T = COS 5T = COS <7r - 2x>
lr=n— 1z [27]
< < ou
iv=1o—7[27]
8¢ = [27]
— ou
Se =7 [2n]
dx = 7 [27) =7 [Z]
< ¢ ou < ( ou
3z =7 [27] =1 [Z]
7 kr w  2kmw
<:>SGISL€JZ{4+2, 3+3}

Finalement, I’ensemble des solutions de (Fs) est :

T kr w 2km
y—U{QkW,4+2,3+3}
kEZ

Exercice 4

" def sommeCarres (n):
S =20
for k in range(l,n+1):
S = S + kxx2

return S
. n(n+1)
3. k= —7"-—"2|
L

4. (a) La ligne correspondant & n = 3 dans le triangle de Pascal est 1 3 3 1,
d’aprés la formule de du binome de Newton, (k — 1)3 = k3 — 3k? + 3k — 1

done [ K® — (k —1)* = 3K* — 3k +1|

(b) Par somme télescopique :

Y 3k2 —3k+1= Y B-k-13=n>-0=n°
> ) ( ) -
k=1 k=1

somme télescopique

(c) D’apres la question précédente, et par linéarité de la > :

n n n(n+1 .
n3=3Sn—32k+21:3Sn—3¥+n801t
k=1 k=1
1
SSn:n3+3%—n:g(2n2+3(n+1)—2):g(2n2+3n+1)

n(n+1)(2n+1)
G !

or (n+1)(2n+1) = 2n? +3n + 1 donc on retrouve | S,, =

5. (a) Soit n > 1; alors

(n+1)_ (n+1)!

2 ) 2n-1)

_(n+Dnm—-1)!  (n+1)n
2An—-1! 2
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(b) Cela découle immédiatement de la relation de Pascal. 1 i B2 1 i = (n + 1> ot S, — i b2 (n + 1) _ n(n+1) N
(c) Démontrons par récurrence que pour tout entier n supérieur ou égal a 1, on 2 k=1 2 k=1 3 k=1 3 2
~k(k—1) (n+1 (nt+Dnn—-1) _n(n+1)
. _ 9 - 3+2(n—1)).
a-kZ 5 <3> 1x2x3 g (3+20n-1)
=1
1)(2 1
Initialisation. Pour n = 1, I'égalité devient : Encore une fois, on retrouve la valeur de S, : |5, = e )6( nel pour
1x0 2
; = <3), c’est-a-dire : 0 = 0. Elle est donc vérifiée au rang 1. n1
~ k(k—1 1
Hérédité. Soit n € N*, supposons que Z % = (n;— > (hypothese de
k=1
récurrence).
n+1 n
k(k—1 1 k(k—1
Z ( ) = (n+ Ln + 7( ) par décrochage
2 2 2
k=1 k=1
1 1
= (n—; )n + <n—?‘,)— > par hypothése de récurrence
n+1 n n+1 daprés a)
= apreés a
2 3 P
n+2 R .
= 3 d’apres la relation de Pascal b)

L’égalité est vérifiée au rang n + 1.

Conclusion. D’apreés le principe de récurrence, I’assertion étant vraie au rang
1 et héréditaire a partir du rang 1 :

wer, S (M)

k=1

= 0; 'égalité est vérifice.

(d) Lorsque n =1, (n ;_ 1) —0et w

Lorsque n > 2 :

(n—l—l) (n+1)! (n+ 1)n(n—1)(n —2)! (n+1)n(n—1)

3 ) 3ln—-2) 31(n — 2)! - 6

(e) D’aprés la question 4(c), Z k(k—1) _ (

1
5 > il s’ensuit, en utilisant 4(d)
k=1



