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e Exercice 1 Ainsi .
1. u, =nln ("T_)

(a) up, =nln (% —|—%) =nln (1—|—#).
—1)"

Puisque pour tout n € N : —1 < ( < 1, en divisant par n > 0 : Exercice 2

-1 (=" 1 ; 1 _ pn 1 TR Lo
—= < — < +. Orlim—= = lim+ = 0, donc d’apres le théoreme des
no=oon = " n P Il y a 7 matieres a ranger dans 7 tiroirs. Un rangement est une application de ’ensemble

o Cyyn
endarmes, lim =0. " ..
& ’ n des matieéres vers I’ensemble des tiroirs.

On peut donc appliquer I’équivalent usuel In(1 + u) U
uU—r

1. Il y autant de rangements possibles que d’applications d’un ensemble a 7 éléments

(=D"\ . (=D 4 Péan . oD\
n (1 T ) n - Par produit d'équivalents : | un ~n"=; (=D"} (les 7 matieres) vers un ensemble & 7 éléments (les 7 tiroirs), soit .

(b) Puisque (uy,) est équivalent a la suite ((—1)™) qui n’a pas de limite (ses suites
extraites de rang pairs et impairs sont stationnaires en 1 et —1), la suite (uy,)

n’a pas de limite. ) o ) )
: (7 matieres et 7 tiroirs), ou encore de permutations de 7 éléments, soit .
2wy =n (/1432 — 1),
n TL2

2. Il y en a autant de tels rangements que de bijections entre ensembles & 7 éléments

. . . . . . 2 .
(2) Ellnsiueqig(iurgoult er(ljtler. n 3 1 é. smln S Len d1v1,sant\ par n ,>\0 ) 3. Il y a autant de rangements qui laissent le premier tiroir vide que d’applications
2 S S S g OrlimSy = limg; = 0 donc d’apres le théoreme d’un ensemble & 7 éléments (les 7 matieres) vers un ensemble & 6 éléments (les 6

sinn

des gendarmes : lim *25* = 0. On peut donc appliquer I’équivalent usuel :

JTTa—1 " derniers tiroirs), c’est a dire .
u—1 ~ %
u—0 2

sinn _ 1 ., sinn : Y4114 . ~ psinn _ sinn . L. . L. .
1+ 5 — L~ 552 Par produits d’équivalents : | u, ~ n%50 o | 4. Lorsque seul le premier tiroir est vide, tous les autres tiroirs contiennent une
s z N . . P L3N R F) . 3 . . . .
(b) En appliquant le théoreme des gendarmes comme ci-dessus (mais en divisant seule matiere, a ’exception d'un tiroir qui en contient deux. Il y a autant de tels

par 2n) on obtient que lim % =0 et donc . rangements que :

o (o Nombre de fagons de choisir un tiroir parmi les 6 derniers, (?),
3. u, =4" (nnt —1

(a) On passe & Uécriture en exponentielle u, — 4 (exp ( 1 n n) B 1). Puisque x Nombre de facons de choisir 2 matieres qui seront rangées dans ce tiroir, (2),
n:

1im1r;71” = 0 (d’aprés le théoreme de composition des limites en utilisant x Nombre de bijections entre 2 ensembles & 5 éléments (les 5 tiroirs et les 5
lim 22 — (), alors par produit des limites B2 = 1 .lnn __, g matires restants) : 5!.

z—+too T n! (n—1)! no oo

on peut donc appliquer 1'équivalent usuel : €% —1 ~ w: Le nombre de rangements ne laissant que le premier tiroir vide est

u—0
6 7
(nﬁ — 1) = (e%h‘” — 1) ~ h;l—,” Alors par produit d’équivalents : (1> X (2) x 5!'| qu'on peut simplifier en : %ﬁw :.

n Inn
U ~ A" - T

. C e - . oo . o
(b) On applique le théoréme de comparaison des suites géométrique 4™ et fac- 5. Le raisonnement est similaire au précédent, sauf que le tiroir vide peut étre n’im

torielle n! : lim % — 0. Pas immédiatement, mais plutt au rang n — 1, porte lequel des 7 tiroirs. Il faut donc multiplier encore par le nombre de possibi-
RN s N . 6 7
autrement on aboutirait & une indéterminée "0 x oo™ : lités de choix du tiroir vide, soit 7. Le résultat est donc : |7 x (1> X (2> x bl =
Inn Inn 4n—1 Inn

~AT—— =44 =4 — 4 =
tn n! (n—1n (n=1)! n n s teo x0x0=0 -
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6. L’ensemble des cas possibles est réunion de deux sous-ensembles disjoints, selon sont définis et > 0. Il reste & montrer que hy, 11 < Myyq -
que les 2 matieres littéraires soient rangées ou non dans un méme tiroir. Son car-
. . My, + hy, 2
dinal est donc somme des cardinaux de ces 2 sous-ensembles. Myt — My = - —
2 R
Premier cas. Si le Francais et ’anglais sont dans un méme tiroir. Le nombre de My + hny 2mph,
rangements recherchés est 7 x 6° qui s’obtient par : - 2 g, + hy
. . .. " . 7 (mn + hn)2 — 4mnhn
Nombre de fagons de choisir le tiroir contenant les matieres littéraires : (1) =
2(my, + hy)

m2 + h2 — 2m,hy,

x Nombre de fagons de ranger les matieres scientifiques dans les 6 tiroirs restants : _

6°. B Q(mn + hn)
_ (mn - hn)2 0
Deuxieme cas. Si le Francais et ’anglais sont dans deux tiroirs différents. Le T 2(my + hy) >

nombre de rangements recherchés est 7 x 6 x 5° qui s’obtient par :
puisque par (HR) : 0 < h,, < m,, ce qui implique m,, +h,, > 0 et m, —h, > 0.

Nombre de fagons de choisir le tiroir du Francais : (I) Ainsi Z(n + 1) est vrai. On conclut d’apres le principe de récurrence.

(b) Monotonie des suites (m.,) et (hy) :
X Nombre de fagons de choisir le tiroir de I'anglais parmi les 6 restants : (?)

mp + hn hn — My
N . . .. Mp41 — My = — My = <0
x Nombre de facons de ranger les 5 matieres scientifiques dans les 5 tiroirs res- 2 2
. E5
tants : 5°. puisque h,, < my,. La suite (m,,) est strictement décroissante.
li&u/ﬁr.lal le nombre (ie ranger;aent sans mélange des matieres scientifiques et hy, :1 hn 1) < 1 (1+41)=1
littéraires est : ‘7 x (6° 4+ 6 x 5°) ‘ hpnt1 2 \my 2
puisque 0 < h,, < m,, ; la suite (h,) est strictement croissante.
c) D’apres le théoreme de la limite monotone, (m,) converge puisqu’elle est
g
décroissante et minorée (par 0), et (h,) converge puisqu’elle est croissante
Exercice 3 et majorée par mg (on aurait pu aussi établir que ces deux suites sont ad-
jacentes. Appelons my, et hso leur limite respective. Par passage a la limite
1. (a) On procede par récurrence sur n € N avec : & (n) : "m,, et h,, sont définis et dans la relation de récurrence de (m,) on a :
0< hy, <my.
m h
N . Moo = oo+700 = Moo = ho
(I) Par hypothese hg = a et mg = b avec 0 < a < b; Z(0) est donc vraie. 2

(1) s P(n) ) ) ‘b t définis et > 0 (par HLR.) Elles ont donc méme limite qu I'on notera ¢ = my, = h, dans la suite.
upposons Z(n) vraie; puisque m,, € sont définis et > ar H.R.), . .
bp prsd e P 2. (a) Pour montrer que la suite (m,h,) est constante il suffit de montrer que por

tout n € N: my1hpr1 = mphy,.

my, + hy, 2 2my by, My, + hy, 2 My, + oy,
Mp+1 = 9 et hpi1 = L1 = me +h Mnt1hnir = 9 X 41 = Tratha
hn n n

Mn My Ay

= mnhn

=
3
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La suite est donc constante égale a mohg = ab. Par passage a la limite on a
donc :
? =ab

mais puisque (my,) et (hy) sont & valeurs positives, £ > 0. Ainsi : Vvab |
(b) A l'aide de la question précédente, on déduit que m., h,, = 2. Ainsi :

my, + hn, m2 + hpm,  20m, mZ+02  2im,

2 2m, 2m,, 2m,, 2m,,

(WM'_ZP
2my,

def limite(a,b,N):
m, h =a, b
while abs(m—h) > 10%%x—N:
m, h = (m+h)/2, 2xmxh/(m+h)
return h, m

def test_limite(a,b,N):
h, m = limite(a,b,N)
lim = (a*b)*x%0.5
return h <= lim <=m

Exercice 4

. Un tirage correspond a une 5-combinaison de ’ensemble de toutes les boules donc

ilya (152) tirages possibles.

. Il suffit de compléter les trois 1 par deux boules ne portant pas le numéro 1.

Ilya (g) tirages contenant les trois numéros 1.

. Passons par le complémentaire. Il y a (g) tirages sans boule rouge donc

Ilya (152) — (g) tirages contenant au moins une boule rouge.

. On procede par étapes :
1) On choisit les trois boules rouges : (g) possibilités.

2) On complete par des boules non rouges : (;) possibilités.

Ilya (g) (;) tirages contenant exactement 3 boules rouges.

5. ’Il n’y a que 2 tirages monocolores.

Parmi les (g) tirages sans boules rouges il y en a un seul monocolore donc il y a
(g) — 1 tirages bicolores bleu-blanc.

Parmi les (150) tirages sans boules blanches il y en a deux monocolores donc il y a

(150) — 2 tirages bicolores bleu-rouge.

Parmi les (g) tirages sans boules bleues il y en a un seul monocolore donc il y a

(g) — 1 tirages bicolores blanc-rouge.

Ilya (57)) -1+ (150) -2+ (g) -1= 2(;) + (150) — 4 tirages bicolores.

Il n’y a que trois types de tirages : monocolores, bicolores et tricolores donc

Dya (%)= (2(0) + (YY) —4) — 2 tirages tricolores.

Exercice 5. Une suite implicite

. La fonction f, étant une fonction polyndme, elle est dérivable sur R, .

n n

Vo e Ry, fl(z) = Zkzxk_l =1+ Zk%k_l > 0.
k=1 k=2

La fonction f,, est donc strictement croissante sur R .

De plus, f,(0)=0<1let lim f,(z)= lim nz" = +oo.
T—r+00

T—r+00

D’apres ce qui précede f, réalise une bijection continue strictement croissante de
R; dans R;. Comme 1 € Ry,

Iéquation f,(z) =1 admet bien une unique solution dans Ry . On la note x,. ‘

2. Calcul de z; : il s’agit de résoudre ’équation x = 1 sur R ; ainsi .

Calcul de x5 : il s’agit de résoudre 1’équation x + 222 = 1 sur RT. Le discriminant
du trinéme 222 +x — 1 est A =1+ 8 =9 = 32. Donc il admet 2 racines réelles :
-1-3 —-14+3 1

1
1 —1<O0et 1 azO.Donc J}g:i.
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3. On a:
n+1 n
frv1(@n) | = Z kay, = <Z kmﬁ) +(n+ 1)152“ = fa(@n) + (n+ 1)902“
k=1 k=1
:’1+(n+1)xﬁ+1‘
En particulier fri1(znt1) = 1 < fapi1(zn). Puisque f,11 est croissante,

nécessairement 11 < x,. La suite (x,) est donc décroissante.

Puisque (x,,) est décroissante et minorée (par 0), d’apres le théoreme de la limite
monotone la suite (z,) est convergente.

4. On a montré (question 2) que xy = 5 et que (question 3) (xz,) est décroissante.
1
On en déduit que pour tout n > 2, x,, < 3
1
En particulier pour n > 2: 0 <z < on- D’apres le théoreme des gendarmes, on

en déduit que |lim(x,)" =0/
n

N . P n
De méme, pour n > 2 : 0 < nal? < . Par croissance comparée lim,, — = 0.
’ " AL AL

D’apres le théoreme des gendarmes, on en déduit que |limn(z,)" =0|.

5. La fonction F,, étant polynomiale, elle est dérivable, et F),(z) = >, _, kz*~1. On
en déduit que ’ fn(z) = 2F) () ‘

6. Soit x € Ry ~\ {1} : par la formule de la somme des premiers termes d’une suite
géométrique :

i 1 — gntt!
R R
k=0

7. Puisque F,(z) =

et donc, puisque f,(x) = zF) (x) :

nz™tt — (n+1)z" +1

fo(z) = X e

1
8. Puisque pour n > 2, x,, < 3 on a bien z, € Ry ~\ {1}. Ainsi d’apres la question
6 :
neptt —(n+1)al +1

fn(xn) =Tp X (1 — .'En)2 =1

- anﬁxxn—nxﬁ—xﬁ—kl_l
= z, =
(1—zp)?

Par passage a la limite dans cette derniere relation, et puisque lim 2]} = limnz) =0
(question 4), en notant ¢ = lim x,,, on obtient la relation :
O0xf—-0-0+1

lx =1 = /(=(1-0? = ?-3(+1=0
(1-10)2

Or le trinéme 22 — 3z + 1 a pour discriminant A = 10 —4 = 5 et pour racines
3-V5 3+V5
2

<let
5 e

> 1. Or puisque z,, < % < 1 dés que n > 2, nécessairement

3—5
o |

limx, <1. On en déduit | ¢ = limzx,, =




