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Exercice 1
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Or : Onposexz=1+h:
1 1-V1+2h+h2+2+2h—2 1—+1+4h+h?
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Et par composition =1+ (2h+ ) = (168 + 8h%) + - (64h%) + ofh?)
. 1 1
3 _ 2 2
Vito sl gr— oot +o() §1+2h72h2+3h3+0(h3)
h 1 1 o
— {14+ —— =1+-h—=-h>+o(h? Ainsi :
Ty e gt gh o) ;
fo(l+h) =2+ h— 3h* + o(h?)
3
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— f6 se prolonge par continuité en 1 en posant fg(1) = —2.
5) On effectue un DL(0) & un ordre suffisant : 3. — Sa courbe a pour tangente au point d’abscisse 1, la droite d’équation :
3
\/1+2x§1+m—§x2+§x3+0(:ﬂ3) Y 2( )

9 — La courbe reste au-dessous de sa tangente dans un voisinage du point d’abscisse 1.

cos() =1- L +o@®)

23 7.a) On considere le DL5(0) de H% que 'on primitive :
sin(z) = x — Ty o(z?) 1
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Ainsi la courbe de arctan a pour tangente a l'origine y = x; elle est au-dessus de sa
6) Pour le prolongement par continuité il faut un DLg(1) et pour étudier localement la | tangente & gauche, et passe au-dessous a droite sur un voisinage.
courbe (tangente plus position relative) il faut au moins un DLy(1).
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7.b) Pour tout x € R* :

arctan x + arctan 1/z = signe(x) x g

On pose h = 1/z — 0T :

7r 7r

arctanx = arctan1/h = — — arctanh —~ 5" h+o(h)
0

Ainsi :

m 1

tanz = — — ~ +o(1
arctanz = o sc+0< /)

La courbe de arctan admet donc une asymptote horizontale au voisinage de +oco:y = 5
et reste au-dessous de son asymptote au voisinage de +oo.

Exercice 3. .
2 et 3) DLy(+00) de f(z) = (1 ix) = exp (xln

On pose h =2 — 0*.

On considére le DL3(0") de In(1 + h) :

h? K3
h——+—+o(h3)

In(l+h) =h -+ 3

pour en déduire par produit le DLy (0) de —+ In(1 4+ h) :

2
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1
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Donc :

h  h?
= B, [ 2
0exp< +2 3+0(h))

On compose alors avec le DLy(0) de exp :  exp(x) = 1+x+ % + o(z?)
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1
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2
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C’est le DL(0) de f (+); on en déduit les DLy(+00) de f(z) :

1 n 1 5 n 1

- % 4.l =

e 2er 24ex? 22

1 n 1 5 n 1

e 2ex  24ex? ' O\ 2

Donc la courbe de f admet pour asymptotes en 400 et —oo la droite horizontale y = é
Elle est au dessus de son asymptote au voisinage de +o0.

Elle est au dessous de son asymptote au voisinage de —oo.

il n’était pas nécessaire d’aller a ’ordre 2; 'ordre 1 aurait suffit.

Exercice 4.
1) exp (L In(1+sinz)) est défini pour z # 0 et sin(z) # —1; en particulier sur

| — m/2;0[U]0;7/2]. En tant que composées et produit d’application € elle y est
€.
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2) On considere les DL3(0) de 1+ sin(z) et In(1 4 u) :

3
1+sin(x)?1+x—x—+o(x3)

6
2 3
ln(l—i—u)?u—%—&—%—i—o(us)

pour obtenir par composition le DL3(0) de In(1 +sinx) :

3
In(1 + sin(z)) = In|1+z— 2 + o(z®)
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puis le DL5(0) de - In(1 +sinx) :

1 . r a2 9
Eln(l—i—smx)gl—i—i—g—i—o(x)

2

ensuite, par composition avec le DL2(0) de exp : exp(x) = 1+z+ % + o(z?)

1 . r 2P 9
exp Eln(l—l—smx) = exp 1—5—"-?—"-0(1})

1
En particulier li(r)n exp ( In(1+sinz) | =e.
x

Pour que f soit continue en 0 il faut donc poser f(0) = A = e. Pour cette valeur f admet
le DL5(0) :

_ € Te o 2
f(x)ge 2x+24x + o(z?)

et admet donc aussi un DL;(0); elle est donc dérivable en 0, de nombre dérivée :

(0) = —<.
70y =~
3) Le DL5(0) de f(x) (pour A = e) donne I’équation de la tangente au point d’abscisse
0 et la position relative avec la courbe au voisinage du point.

e

tangente en x =0 : yze—ix

la courbe reste au-dessus de la tangente au voisinage du point d’abscisse 0.



