BCPST1 2021/22 CORRIGE des exercices du TD ”Derivation” Lycée Fénelon

Exercice 1. dont la limite présente une forme indéterminé de type ” %” en 5. POur la lever :
1. f(z) = e” In(sin(x)) ; commencons par déterminer 7y : f(x) est défini si et seule- on peut poser h =z — 3 Tj_ 0™ :

ment si : o

sin(z) >0 <= € | J]2km, 2k + D[ = 27 = | J]2kx, 2k + )7]. Tef (h N I) _cos (z+3)

kez kez p 2 —9h % h
Sur Py, f est dérivable car x — In(sin(z)) est dérivable (par composition) et ~ coshcos 3 —sinhsin §
f o e”In(sin(x)) est dérivable (par produit). Aisi P est aussi le domaine de - /—2h x h
dérivabilité de f. —sinh
Calcul de f'(z) : = V=2h x h
cos(x) -1

/ _ .z : x I — -
f'(z) = e* In(sin(x)) + e* x sin(z) o= \/=2h o-

= ¢ x (In(sin(z)) + cotan()) Ainsi f n’est pas dérivable en 7.
2. f(z) = 2**(®) = exp(tan(x)Inz); f(z) est définie si et seulement si tan(z) est

Calculons la limite de f (sur }—oo; z [) :
défini et z > 0 : 2

7r T 7r ™ 7r
g =Ry0J |2 +hm 2 k| =0, 2[U | |-5 +kmi D+ kr | . =
’ ' ’ -5 VT — 21 — cos(T) ——=
kezZ 2 2 2 keN* 2 2 f’(z) _ in(z)vm v (z) 2/ — 2x
et dérivable sur son domaine de définition comme composée d'un produit de fonc- T —2x
tions dérivables et de exp. Calculons sa dérivée : —sin(z) (7 — 2z) + cos(z)

f'(x) = (tan(z)In(z))’ x exp(tan(z)Inz) _ VT — 2z

T —2x

1 t .

_ ( ne W) « exp(tan(z) In 7) _ cos(x) —sin(z)(r — 27)
cosTw Vi —2x x (1 — 2x)

= ( ln2x + tanx) « gtan(@) ~ cos(x) — sin(z)(m — 2x)
cos?x x = (m— 22)3

3. L’expression :ﬂ est définie si et seulement si
™ — 2z Exercice 2.
Ll N 1. Soit f(z) = ———; t défini si et seulement si :
T =20 >0 < v<g = .@f—}—oo,J oit f(x) 11(1(1_’_96),‘)"(@) est défini si et seulement si

puisque f(7/2) = 0 est défini. De puisque x — +/z est dérivable sur R, par (1 4+2)£0 e 2> -letz#0 <= 2 €] — 1;0[ U ]0; +o00

composée puis quotient, f est dérivable sur ]foo; g [; f est-elle dérivable en g ? = ;=] —1;0[ U ]0;+o0|

. ™
Etudions la limite du taux d’accroissement en — : . . o .
2 f est dérivable sur Z; comme quotient d’applications dérivables et :

VT =2z B cosx In(1+2x)— v
Tsf(x) = == - pon 1+x _ W)
i B VT —2rx (2 - 5) F@) = —mirar ~ Wmi+a)p
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1
f'(z) a méme signe que h(z) = In(l+x)— H% =In(l+z)—1+ T34 étudions
son signe; pour cela on dérivé h (qui est dérivable sur ;) :

1 1 T

h/ = — =
(@) 142 (1+2)2 (1+2)?
Ainsi h est strictement décroissante sur | — 1;0] et strictement croissante sur
[0; 400, elle atteint donc son minimum en 0 : A(0) = —1+ 1 = 0. Donc h(z)

est strictement positive sur Z¢
Calculons les limites aux bornes de f :
x
In(1+ x) 0]

lim ——— — 0t
2 In(1+ )

Bm—— = lim— x ——__— 400 par CC
tooln(l4+2) Foelnz = 1+In(l+2)
Ainsi f est prolongeable par continuité en 0 et :
z -1 0 +00
h(x) + 0+
f'(x) + +
+00

flx) 11

rz—1

2. f(x) =zeT+1;9; =R~ {-1} et f est dérivable sur Z; en tant que produit de

composées d’applications dérivables.

z—1 z—1
flx)=er+1 fper+1 x

r+1—(x—1)
(z+1)?
r—1 rz—1

—exr+1 c+1 =
e + xe (m—i—l)z

rz—1

2x
—ex+1 14 —==
‘ X( +(oc+1)2>
— —m——

h(z)

2z .
m. SOlt x # —1:

ainsi f'(x) a méme signe que h(z) =1+

2
14— >0 > (2+1)2+20>0 < 22 +4a+130
@r12” " ap

= z€]—00;—2— V3 U[-2+ V3; +o0]

Les limites aux bornes de f sont obtenues sans grandes difficultés; on obtient le
tableau de variation :

T |—00 —2-/3 -1 -24+/3 +00
h(z) + 0 - — 0 +
fl(x) + 0 — — 0 +
Q@ 0 +00
f(z) / \ \ /
—00 — 00 I}

ou
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On remarque que le logiciel de tracé nous donne a premiere vue une idée fausse
du tracé de la courbe; en zoomant on obtient une allure correcte

: il y a une
asymptote verticale en -1 :

75

Exercice 3.
L’expression est définie et dérivable sur R*; on la dérive :

1 n 1 o Yy 1 1
1422 1—&—;12 22) 1422 1422
La dérivée est nulle sur R*. Ainsi I'expression est constante sur R* ainsi que sur R%
(mais attention pas sur R* ! Le résultat attendu n’est vrai que sur un intervalle).

L
(arctan x + arctan —)
x

m m s

4

1
— Sur R elle est constante égale & arctan(1) + arctan <1>

4 2
™ 7T_ s
4 4 9

Ainsi, Vx € R* :

sixzx >0

.
5 siz <0

1 iy
arctan z + arctan — = { 2
I J—

Exercice 5. On a :

Vz €]a, bl |f'(2)] < ¢ (2)

Vo €la, b, —¢'(z) < f(z) < ¢'(2)
2 (1)

—

—
—

11 nous faut prouver que :

= lg(b) = g(a)| < f(b) — f(a) <|g(b) — g(a)|
puisque Vz €la, b], ¢'(z) = |f'(z)| = 0, g est croissante sur [a, b], et donc :
= (9(b) — g(a)) < f(b) — f(a) < g(b) — g(a)

{(g ~HO) (g - NHa)
(g+ £)b) — (g + f)a)

—
—

0
0

VoV

On applique deux fois le théoréeme des accroissements finis :
e (g — f) est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ donc il existe ¢ €]a, b[ tel que :

(9= 1)) = (g—fla) =(g— f)(c) x (b—a)

Or d’apres l'inégalité (1) Vx €]a,b[, (¢ — f)'(z) = ¢'(x) — f'(z) > 0, donc :

(9-HO) ~ (- N@)=(g- ) xb-a)>0 = [(g— b) (g /)a) > 0]
>0 >0

e (g+ f) est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ donc il existe ¢ €]a, b[ tel que :
(g+)0) = (g+ f)la) =(g+ f)(c) x (b—a)
Or d’apres l'inégalité (2) Vx €]a,b], (¢ + f)'(z) = ¢'(x) + f'(z) > 0, donc :

(g+ Nb) = (g+ Na) = (g+ () x (b—a) 20 = | (g+ /)(b) — (g+ [)(a) > 0]

——"

— Sur R* elle est constante égale & arctan(—1) 4 arctan (

11> _

20 >0
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Ainsi on a bien :

Exercice 6.
On remarque d’abord que :

1 1

z x4+1  z(z+1)

1\ 1
r) a2

<<xil>) - ‘ﬁ ; ((zin)” - <x+21>3

On conjecture donc que :
n! n!

1 1
f[n](g;) = (_1)n1~n+1 _ (_1)nm = (=1)" x n! x (mnH — @+ 1)n+1)

Prouvons le par récurrence sur n.

r+1—2x 1

Cz(z+1)

Ensuite :

1 1
(I) Pour n = 0 on obtient f%(z) = f(z) = 2 71l qui est vrai.

(H) Supposons que pour un entier n € N on ait :

o) = (1) ey~ (O G e

n! " n! !
i ((_1) ot~ (D) (Hl)m)
= (=1 x b x @™ (D = (1) ol x (2 + 1)*<n+1>)’

= —(n4+1)x (=) xn!xz" ™D L (n 1) x (—=1)" xn! x (x4 1)~
(n+1)! (n+1)!

=T @i

ont2 (=)™ x

puisque : —(—1)" = (=1)"*! et (n+ 1) x n! = (n + 1)!. Ainsi l'assertion reste vraie au
rang n + 1.
D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N :

P = (1 e " |

Exercice 7.

1) f est de classe C*° sur R* en tant que composée d’applications C*° (une fraction
rationnelle suivie de exp). En particulier elle est continue sur R*. Montrons qu’elle est
aussi continue en 0; par limite d’'une composée :

lim —i = — 1
z—0 22 = lim exp (—2 =0=f(0)
lim exp(xz) =0 20 T

T——00

Ainsi lir% f(z) = f(0); f est donc continue sur R.
r—

2) Procédons par récurrence sur k € N.

1
_ . O _ _ . . (T4 .
(I) Pour k =0 : fO(2) = f(z) = Wf(m) Ainsi la propriété est vraie au rang 0 avec
Py =1.
¢ que () — Lrl®) isque /1
(H) Supposons pour k € N fixé que f*(z) = —~f(x) avec Py € R[X]. Puisque f'k]

est le produit d’une fraction rationnelle par f, elle est dérivable sur R* et sa dérivée est
Vo #0:

Pl(x) x 3% — Py(x) x 3k x a3F~1 Py(x)
= 6k < flz) + 5

Pl(z) x 2®% — Py(z) x 3k x x3k~1 Py(x)
= 26k x flz) + —5
233 5 (Pl(z) x 2® — Pyp(z) x 3k x 2?)
= Ok x f(z) + PEIES) IS
Pl(z) x 23 — Py(z) x 3k x x?
- 230 D) < @)+ e
_ P[(z) x 23 — Py(x) x 3k x 2? + 2P, ()
- 23(k+1) X

FEH () f(@)
26_1%

3
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En posant Pyi1(x) = P}(z) x 23 — Py(x) x 3k x 22 + 2Py (z) qui est un polynome, comme
somme de produits de polynémes, ’hypothese de récurrence reste vraie au rang k + 1.
On conclut avec le principe de récurrence.

3) Il s’agit de montrer que f est infiniment dérivable sur R. Montrons par récurrence
sur k € N que fI*] est définie sur R et f¥1(0) = 0.
(I) Pour k = 0, 'hypotheése est vraie.

(H) Supposons I'hypothese vraie au rang k € N. Bien str fI*! et dérivable sur R* (car f
est C° sur R*); étudions sa dérivabilité en 0.

M) - fH©) _ fH(a)

Tof () =
of " (@) z—0 HR x
-1
ez2
& Do) X e
3k+1
Pia) xe x (5) T
= T) XeaZ X | —
\k,_/ 332
0
Or par croissance comparée :
3k+1
2

e;;x<;> =0

1
en appliquant lim X%~ X =0 avec ici X = — et a= 3k2+1'
X—+o0 T

Ainsi :
; (k] —
ilmo Iof™(x) =0

Donc f¥ est dérivable en 0 et fI*+1(0) = 0. L’assertion reste donc vraie au rang k + 1.
D’apres le principe de récurrence, il découle que f est de classe C* sur R.




