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Exercice 6.

par indépendance

Ainsi son espérance est :

312
~ 250

I1x120+2x96
250

En moyenne, la marge brute quotidienne est donc de 50E(Y) = |62,40€ |.

EY) =

Exercice 7.
1) La V.A.R. X,, peut prendre deux valeurs :

%; Y. () = {%, 1+ %} Ainsi la V.AR. Y, —
pour valeurs 0 et 1 avec probabilités non nulles; c’est donc une variable de Bernoulli.
Calculons son parametre : L’événement (Yn — % = 1) est I’événement : "le mélange de
lait des n vaches est contaminé”, soit "au moins une vache contaminée”. Il est plus
simple de calculer la probabilté de 1’événement contraire : ”aucune vache contaminée”
dont la probabilité est 0,85™ (on suppose la contamination des vaches indépendantes,
comme sous-entendu par 1’énoncé puisque p = 0, 15 pour chaque vache).

Ainsi : .
P (Yn ——=1
n

let1l+4+mn. Ainsi Yn = % peut aussi

1
prendre deux valeurs % et 1+ — prend

)10,85"

D’oulaloi de Y, :
1+

1
n

y

P(Y, =y) | 0,85" 1—0,85"

1

Par linéarité de I'espérance : E(Y,,) = E(Y,, — )+ 1 =1-0,85"+1

)2.a) Soit f(z) = az + Inz avec a < 0; f est dérivable et f/(z) = a+ 1 ; ainsi :
, 1 1 1
() >0 <= a+—->0 <= —>—-a>0 < < ——
x x a

D’ou le tableau de variation de f :

T

1. Loi de Y : l'univers-image est Y (Q2) = [[0, 2]] et
PY=0)=P(X=0) ; PY=1)=PX=1)
PY=2)=P(X>2)=P(X =2)+P(X =3)
On obtient la loi de Y :
k 0| 1] 2
P(Y=Fk)[0,1]0,3]0,6
2. E(Y)=0,3+1,2=1,5
La marge brute moyenne par jour est donc de : E(Y) x 50€ = .
3. Soit N le nombre de véhicule disponible chaque jour; N — (2, %) :
ko] 1]2
P(N = k) ‘ 1 ‘ s
25 1 25 | 25
Ainsi :
e (Y=0)=(X=0)U(N =0), donc :
PY=0)=PX=0)+P(N=0)-P(X =0)Nn(N=0))
P(X=0)+P(N=0)—P(X =0) xP(N =0)
_ 1,1 _1 _34
10 25 250 250
e(Y=1)=(X=)NN=1)U((X=1)N(N >1)), donc
PY =1)=P(X=21)N(N=1))+P(X=1)N(N=1)) -P((X =
=PX>1)XxP(N=1)+PX=1)xP(N>1)-P(X =
o8 3w 8 3
10 25 10 25 25 10
120
250
250 —34—-120 96
P finir : P(Y =2)=1—-PY < _—
our finir : P(Y =2) ¥=2)= 250 = 9250
ko | 1] 2
P(Y =k) [ 35 [ % | %
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En particulier f(z) présente un maximum en x = —= de valeur :

T N P——

Lorsque a =1n0,85 : f (f%) ~ 0,817 > 0 (avec la calculatrice).

2.b)
In no

f(no)

=1n0,8 xng+1lnng >0 <=

> —1n0,85 0,16
o

Inx
L’application x — —— est croissante sur |0, e] puis décroissante sur [e; +00[ puisque

1-— lnicx)

- A la calculatrice on trouve que lentier ng vaut au plus 17.
x

sa dérivée vaut

2.c) On a

1
EY,) <1 < 1+E—0,85”<1

1

— —<0,85"
n

<~
In "

<~
=
<~

lnl <nln0,85
n

—Inn <nln0,85
(In0,85)n +1nn >0
f(n)>0

avec a = In0, 85

La deuxiéme méthode et plus intéressante que la premiere si en moyenne on effectue
moins de n analyses, c’est a dire si E(X,) <n <= E(Y,) < 1; c’est le cas lorsque
f(n) > 0 ainsi d’aprés 2.b pour des troupeaux d’au plus 17 vaches ; au-dela la premiere
méthode sera préférable.

Exercice 8.
Soient les événements :

By, : 7la k-ieme boule tirée est blanche”

Ry : la k-ieme boule tirée est rouge.

1) Loi de X; : X; < 2(1/2) = 2([[0,1])).
9) Loi de X : X»(Q) = {0,1,2}.
P(X; = 0) = P(Ry 11 By) = B(Ry) x P, (R) = 5 % 2 = 3.
P(Xo=1) =P(B1NB)U(B1NRe)) = P(R;1NBp)+P(BiNRy)
= P(R1) x P, (Ba) + P(B1) x P, (Ry) = % « %+ % y % _ %
P(Xy = 2) = P(By N By) = P(By) x P, (By) = % X % _ %

Ainsi Xo < 2 ([[0,2]).

3) ON conjecture d’apres ce qui précede X,, — % (][0, n]]) ; montrons-le par récurrence
sur n € N*. L’initialisation découle de 1). Montrons I’hérédité.

Supposons que X,, < Z ([[0,n]]); déterminons la loi de X,,41. Son univers image est
clairement X,,11(2) = [[0, n+1]]; soit & € [[0, n+1]], calculons P(X,,+1 = k) alaide de la
formule des probabilités totales pour le systeme complet d’événements (X,, = j)jefo,n]] :

P( n+1*k :Z]P n+1*]f (Xn:]))
Jj=

Or les événements (X, 41 = k) N (X,, = j) peuvent étre décrits par :
Ro1N (X, =k) sij=k
(XnJrl:k)m(Xn:j): Bn—i—lm(Xn:k_l) Sij:k_l
1%} sinon
Ainsi :
Sik=0:
]P(Xn-l-l = 0) = ]P(Rn—H N (Xn = O))
= P(Xn = O) X ]P)(ano) (R7l+1)
_ 1 y n+1
HR)n+1" n+2
1
n+2

puisque sachant (X, = 0), au (n 4+ 1)-éme tir I'urne contient n + 1 boules rouges et 1
boule blanche, soit n + 2 boules.
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Ainsi Xy — A (g:ﬁ) En particulier :
Sik>0:

EXy)=p1 ; V(Xi)=pi(1-p1)
]P)(Xn-i-l = k) = P(Rn-‘rl N (Xn = k)) + P(Bn-i-l N (Xn =k— 1))

E(X)_a+p1 . ( )_a‘+plxa+1_p1
=P(X,, = k) x P(x, =) (Ryt1) + P(Xp =k — 1) x P(x, =—1)(Bn+1) 2T 2a+1 YT 2417 2a+1
— 1 « n—k+1 + 1 « k 2) X7 et Xy suivant toutes deux des lois de Bernoulli, elles suivent la méme loi si et
(HR) n+1 n+2 n+l n+2 seulement si les lois ont méme parameétre :
— _on+l a+ p1 1
(n+1)(n+2) =gy STy
1
=2 3) Pour cette valeur :
1+

puisque : P(X;=1)= Tpl

sachant (X, = k), au (n + 1)-éme tir 'urne contient n — k + 1 boules rouges et k + 1 1 1
boules blanches, soit n + 2 boules. (On a rajouté k blanches et n — k rouges). P(Xp =1/X1=0) = 4 #P(X2=1) > D)

sachant (X, =k — 1), au (n + 1)-eme tir I'urne contient n — k + 2 boules rouges et k | donc X; et X» ne sont pas indépendantes.
boules blanches, soit n + 2 boules. (On a rajouté k — 1 blanches et n — k + 1 rouges).

) 4) Exprimons pgi1 et qr41 en fonction de pg,qr. En appliquant la FPT avec le SCE
Ainsi Vk € [[0,n + 1]], P(Xpq1 = k) = — On a bien X,y < Z([[0,n + 1]]). | Xk =0) et (Xp =1):
n
L’assertion reste donc vraie au rang n + 1, ce qui conclut la récurrence, et prouve notre | pry1 = P(Xp11 =1) =P(Xpy1 = 1/Xp =0) x P(X = 0) + P(Xp11 = 1/ X = 1) x P(X}, = 1)

conjecture. a a+1
EETES R R P e
Qk+1 = ]P)(Xk;+1 = 0) = ]P)(Xk+1 = O/Xk = 0) X ]P(Xk = 0) +P(Xk+1 = O/Xk = 1) X P(Xk = 1)
Exercice 9. a+1 a
1) X suit la loi de Bernoulli #(p1). 241 X g+ %a 1 X Dk
X2(Q) = {0,1}. D’apres la formule des probabiltés totales avec le sce (X; = 0), o .
N Ainsi matriciellement :
(X1=1):
prer) _ 1 a+l a Dk
Qrk+1 20+1\ a a+1)\q
PXo=1)=P(X; =0)xP(Xy=1/X; =0)+P(X; =1) xP(Xy=1/X; =1) ot
a a+1 1 a a
=(1-— X — X S
(1=p1) 2a+1+p1 2a+1 M 2a+1<<a a +h
_otm a a 1 1
T 2a+1 5) En notant P = (a a) =a X <1 1) on obtient facilement :
car : I 0
lorsque (X7 = 0) est réalisé, 'urne 2 contient a blanches et a + 1 noires, N 2 SLn=
lorsque (X7 = 1) est réalisé, 'urne 2 contient a + 1 blanches et a noires. P = At x 9n—1 % (1 1) sin>0
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que 'on peut établir par récurrence (l'initialisation est claire) :

(H)

1 1 1 1 1
n+1 n n—1 n+1 n—1
P —Rax(l 1)xa X 2 (1 1>—a X 2 (1

Puisque P et I commutent, on peut appliquer la formule du binéme

n __ 1 " n
M —(2a+1) X (P+1Iy)
= 1 "XZ”: " Pk x [k
T \2a+1 k 2
k=0
- 1 nxzn: Y pi
T\ 2a+1 k
k=0
B 1 " "L/ (2a)F
_<2a+1> X<IQ+Z<1€) >
k=1
1 " an Gn
(goer) (= (o 20)

avec :

—

S

3

Il
[~]=
7N
> 3
N——
—~
)
|
S~—
ol

o~
Il
o

X
—~
—~

[u—

+

[\)

S
~—

3
I

—_

~—

Il
N = DN ﬁ
X
()=
N
> 3
N
—
)
&
S
|
—
~_—

Donc :
1 1 1 (142a)" -1 (142a)"—1
n __ I - -
(2a—|—1)”2+2X(2a—|—1)”x((1+2a)”1 (1+2a)" —1
S SRS SV E A 1 (!
o+ 2" 27 \1 1) 2@a+1)r " \1 1
_L(r oyt oy 1 (1212
270 1) (2a+1)» " \0 1 (2a+1) " \1/2 1/2
Ly, 1 (1
27 \1 1) 2(2a+41) " \~1 1
T I
1 (2a + 1)™ 2a+1)n | ., (12 1/2
T2 L 14t notoo \1/2 1/2
(2a + 1)» (2a + 1)
6) Puisque
(£)-(2)
dn q1
on en déduit 11oi de X, : X,,(©2) = [[0,1]] et :
P11+ a1 P1—q1 1 PL— Q1
P(X, =1)=p, = I Sk
(X =1) = 2 T 2a+ DT 2 2Rat D)l
1+ @1 G —p 1 q1 —p1
( )=a 2 22at+ 1)1 2 2@a+ 1)l
et les limites
P, @1
limp, = & 4 & — 2
m p. B) —+ B
q 1
lim g, = 4
imq —1—2 5

Ainsi X, tend vers la loi de Bernoulli uniforme.

Exercice 10.
la) X suit la loi binomiale #(n,p) vu qu’on est en présence d'un schéma de Bernoulli.
Ainsi :

E(X)=np ; V(X)=npq
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2a) Z(2) = [[0,n]].

2b) Avec la formule de conditionnement :

P(Z=0)|=P(X=0N({Y =0)=PX=0xPY=0/X=0)
— <’8‘)p0qn X qn
— q2n
P(Z=1)]=P((X =1) N (Y =0)) U((X =0)N (¥ =0)))
=P(X=1)Nn{Y =0)+P(X=0)Nn((Y =1)) (incompatibilité)
=PX=1)xPY =0/X=1)
+PX=0)xPY =1/X=0)
OrY/(X=0)—= B(np); Y/(X=1) = Bn—-1,p)
_ <71?>p1qn—1 % <” ; ]‘)qun—l + <g>poqn % (T)pqn_l
— nqun—Q + nqun—l

= npg® 21+ )|

2¢) On remarque que pour tout ¢ € [[0,n]] Y/(X = i) suit la loi binomiale #(n — i, p),
puisqu’on est encore en présence d’une schéma de Bernoulli (mais répété n — i fois pour
les personnes qu’on n’a pas réussi a joindre au premier appel). Ainsi

="

Vi e HO,TLH,V] € HO,TL - Z]]v IP)((Y ]

2.d) Soit k € [[0,n]]; d’apres la loi de la somme :

P(Z=k)=P(X+Y =k)= Y P(X=inY =j)=> P(X =N =k—i)
itji=k =0
(i,5)€l[0,n]]2

2e) Soit k € [[0,n]];

en effet :

k= )i(n — k)
k!
Ry

k)!
n\ [k

k) \i
Ainsi en appliquant la formule du binéme :

n k k )
<k>pkq2n—2k Z ( ) qk—z
i
k=0

_(n
- \k
n n—k
(7) % e+ @)

Orl1—p(l+q)=1-p—pg=q—pg=q(l—p)=q¢* Donc Z — B(n,p(1+q)).

P(Z

k)

k 2n—2k

piq avec la formule du bindéme

x (1+q)*
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Remarquons qu’on aurait pu l'obtenir directement : on a le schéma de Bernoulli, consis-
tant pour chacune des n personnes a : 'appeler, et la rappeler si on ne ’a pas eu au
premier appel.

Pour chaque personne, la probabilité de la joindre est alors : p 4 gp (obtenu au premier
appel ou raté puis obtenu au deuxiéme). On répete n fois de maniére indépendantes
I’expérience consistant a tenter de joindre une personne en au plus 2 appels, et on
compte les réussites.

Donc Z < Z(n,p + qp).




